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complicité que nous avons et pour la confiance que tu me témoignes. Merci à vous, papa et
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4.1.1 Rappel sur les réflecteurs polyédriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

4.1.2 Etat de l’art . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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d’ordre 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
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1.16 Surface rugueuse 1D de statistique gaussienne (à gauche) et sa distribution des
hauteurs (à droite). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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2.4 Interprétation géométrique des zones éclairée et ombrée dans l’approche SA. Le
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FB-SA sur celles de droite. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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que pour la figure 3.24. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

3.26 Coefficient de diffusion en dB pour une croix au-dessus d’une surface de mer. Cas
(b) du tableau 3.2 et cas (d) du tableau 3.3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

3.27 Comparaison du coefficient de diffusion total issu de la méthode PILE+FB-
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analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration bistatique :
θs = 50̊ , θi = 180− 50 = 130̊ , φi = 180 + 45 = 225̊ . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

20



Table des figures
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4.45 Géométrie du problème et illustration des différentes étapes de calcul de la mé-
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Introduction

Inventé en 1904 par l’allemand Christian Hülsmeyer, le radar (radio detection and ranging)
permet de détecter la présence d’un objet et sa distance (avion, bateau, réflecteur, pluie...).
Les applications sont variées, tant dans le domaine militaire que civil. Mais depuis la seconde
guerre mondiale, l’objectif n’est plus seulement de détecter une cible. La reconnaissance et
l’identification de l’objet faisant obstacle à l’onde électromagnétique deviennent alors des enjeux
majeurs. Cependant, ceci est difficilement réalisable lorsque la cible recherchée est noyée dans
un environnement dit hostile, tout particulièrement en présence d’une surface rugueuse : par
exemple détecter un objet situé au-dessus de la mer peut relever d’un challenge.

Une cible radar particulièrement intéressante est le réflecteur polyédrique. En effet, celui-
ci favorise le retour de l’onde incidente et possède intrinsèquement un fort pouvoir réflecteur
pour des domaines angulaires importants. Cette propriété est très utile pour contribuer à la
détection. Le réflecteur octaédrique est ainsi notamment utilisé comme cible radar pour le pistage
de ballons-sondes utilisés en aérologie, le suivi de position de navires par des radars côtiers ou
embarqués, le balisage de récifs...

Ces réflecteurs sont également intéressants pour des applications militaires. En effet, même si
de grands progrès ont été réalisés concernant la furtivité électromagnétique des engins militaires,
il est important de noter qu’un objet ne peut pas être furtif sur toutes les gammes de fréquence
et d’angles de monostatisme et de bistatisme ; le leurrage s’avère alors nécessaire. Classiquement
la protection d’un navire face à une menace électromagnétique de type radar peut s’effectuer
en déployant des leurres souvent composés de nuages de dipôles : les chaffs. Ces leurres, qui
génèrent des phénomènes de diffusion volumique, sont parfois aisément décelables et donc vul-
nérables face aux menaces radar de nouvelle génération. Ainsi, les avancées technologiques dans
la discrimination et l’identification de cible radar imposent des études systématiques de recherche
de plus grande vraisemblance des systèmes de leurrage. Le réflecteur polyédrique s’avère alors
très intéressant pour assurer cette fonction. En effet, une de ses propriétés est de produire des
réflexions simples et multiples, qui sont des phénomènes souvent observés lors de la diffraction
d’une onde électromagnétique par un navire. Alors, la réponse électromagnétique d’un réflecteur
polyédrique peut être plus adaptée ou plus crédible selon les critères de traitement des signaux
radar.

Cependant, les études de fiabilité et d’efficacité de ces réflecteurs nécessitent de très nombreux
tests du fait du nombre important de paramètres influençant leur signature électromagnétique :
angles d’émission et de réception, fréquences émises, taille des réflecteurs, distance entre les
réflecteurs... De plus, dans un contexte maritime, la réponse radar du réflecteur polyédrique peut
s’avérer fortement modifiée. Le besoin d’un modèle requerrant un temps de calcul raisonnable
est alors indispensable pour dimensionner les paramètres de la scène, optimiser la mise en œuvre
et le déploiement des réflecteurs et ainsi limiter le volume des mesures sur site, qui sont très
onéreuses.
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Dans les applications citées ci-dessus, les réflecteurs polyédriques sont souvent de grandes
dimensions devant la longueur d’onde. Une modélisation électromagnétique d’une telle scène
réaliste (problème tridimensionnel) semble inenvisageable par des méthodes rigoureuses, compte
tenu de l’espace mémoire et du temps de calcul nécessaires (domaine des hautes fréquences). De
ce fait, la mise en œuvre de méthodes asymptotiques analytiques s’avère indispensable.

Les objectifs de cette thèse sont de répondre aux besoins et exigences actuels, tant dans le
domaine civil que militaire, en proposant l’étude de la diffusion d’une onde électromagnétique
par des réflecteurs polyédriques situés au-dessus d’une surface rugueuse.

Vu le nombre très élevé d’inconnues à traiter, les méthodes rigoureuses, utilisées comme mé-
thodes de référence, ne peuvent pas être développées sur des PC standards de bureau. Il est
donc nécessaire de réaliser la validation des modèles asymptotiques sur une scène 2D (invariant
selon une direction, permettant néanmoins de prédire les niveaux des co-polarisations). A titre
d’exemple, la scène composée d’un obstacle cruciforme (symbolisant le réflecteur polyédrique)
au-dessus d’une surface de mer monodimensionnelle sera analysée. Cependant, même dans le cas
2D, des scènes impliquant une grande surface de mer peuvent rendre les méthodes numériques
“classiques”, telle que la Méthode des Moments, inutilisables. Une étude sera donc menée sur
l’utilisation de méthodes dites “exactes” et rapides existantes afin d’aboutir à un modèle rigou-
reux de la scène 2D calculable sur un PC de bureau. En possession d’un outil de calcul “exact”
comme référence, un modèle asymptotique de la diffusion par la scène pourra alors être envisagé.
Dans cette thèse, on se focalisera notamment sur l’obtention d’une méthode “exacte” et rapide
ainsi que sur l’étude d’un modèle de la diffraction par des réflecteurs polyédriques en espace
libre. Ce manuscrit est organisé en quatre chapitres.

Le premier chapitre a pour objectif de situer le contexte en rappelant les notions et les moyens
nécessaires pour modéliser la diffusion par un réflecteur polyédrique au-dessus d’une surface de
mer. Pour cela, la propagation des ondes électromagnétiques ainsi que la représentation intégrale
des champs sont rappelées. Le coefficient de diffusion, la Surface Equivalente Radar (SER) et la
signature polarimétrique sont définis. Ces outils, caractérisant le pouvoir réflecteur d’un obstacle,
nécessitent la connaissance du champ diffracté ou diffusé. Celui-ci est modélisable à l’aide de
diverses méthodes de calcul dont un large éventail est présenté dans ce chapitre. Les domaines de
validité et les contraintes d’utilisation de ces méthodes seront également entrevus. L’analyse de
la scène est exposée dans ce premier chapitre. Les réflecteurs polyédriques sont présentés et les
notions de classe et d’ordre des réflecteurs sont définies. La description des surfaces rugueuses
aléatoires ainsi qu’une méthode permettant de générer un profil rugueux sont exposées pour
clore ce chapitre.

Le chapitre 2 détaille la modélisation de la diffusion par une surface rugueuse monodimen-
sionnelle (surface linéique : scène 2D) à l’aide de la Méthode des Moments (MdM). Cette étude
introduit des méthodes rigoureuses dites “exactes” et rapides telles que la “Forward-Backward”
(FB) et la “Forward-Backward with Spectal Acceleration” (FB-SA). Une discussion sur la vali-
dité des modèles obtenus et appliqués à une surface de mer finalise l’étude sur la surface rugueuse
seule. La seconde partie de ce chapitre est dévolue à la modélisation de la diffraction par une
croix (obstacle cruciforme) en espace libre, assimilable à un réflecteur polyédrique dans une scène
bidimensionnelle. L’application de la MdM sur l’objet est validée en considérant en premier lieu
un cylindre circulaire dont la solution analytique est connue. Enfin, un modèle asymptotique
analytique, combinant les approximations de l’Optique Géométrique (OG) et de l’Optique Phy-
sique (OP), est proposé. Les résultats obtenus avec ce modèle sont comparés à ceux issus de la
MdM.
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Dans le chapitre 3, le calcul de la diffusion par une scène 2D constituée d’un objet au-dessus
d’une surface rugueuse est entrepris. Les phénomènes de couplage sont tout d’abord mis en
exergue en étudiant les équations intégrales de la scène. En utilisant l’étude menée au chapitre
2, la MdM est appliquée et sert de méthode de référence. La méthode Propagation-Inside-Layer
Expansion (PILE) développée lors des travaux de thèse de N. Déchamps [1], est ensuite rappelée
puis étendue au cas de deux objets placés dans le milieu du champ incident.
A l’aide de la méthode PILE étendue, les méthodes FB et FB-SA, étudiées au chapitre 2,
sont alors appliquées pour les interactions locales sur la surface rugueuse. La validité du modèle
numérique“exact”et rapide proposé est discutée et des résultats pour des applications maritimes
micro-ondes sont présentés. La dernière partie de ce chapitre détaille l’intégration de l’OP sur
l’objet dans la méthode PILE étendue pour aboutir à un modèle hybride. La validité de celui-ci
est finalement discutée.

Le quatrième et dernier chapitre est consacré à la modélisation de la diffraction par un ré-
flecteur polyédrique (scène 3D) en espace libre (sans la présence de surface rugueuse). Le modèle
asymptotique analytique, similaire à celui proposé pour la croix dans le cas 2D, est basé sur le
problème élémentaire de la diffraction par un trièdre avec prise en compte des ombrages. Dans
un premier temps, les phénomènes de simple, double et triple réflexion et de simple diffraction
d’arête sont modélisés. Des comparaisons avec une méthode de référence testeront ensuite la
validité du modèle asymptotique obtenu. Puis, celui-ci est appliqué à différents réflecteurs poly-
édriques, une étude est finalement menée pour dégager des propriétés intrinsèques. On montrera
notamment que la classe et l’ordre du réflecteur polyédrique ont une influence directe sur la
signature de l’obstacle en terme de directivité et de dépolarisation.

Finalement, une conclusion générale résume l’ensemble des points traités au cours de cette
thèse ; quelques perspectives pour la suite de ces travaux sont proposées.
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Chapitre 1

Onde électromagnétique, méthodes
de résolution et description de la
scène

C
ette thèse se place dans le contexte de la modélisation de la dif-
fusion d’onde électromagnétique par des obstacles au-dessus de
la mer. Les techniques utilisées pour la résolution d’un tel pro-

blème sont variées et dépendent en particulier de la scène étudiée. Elles
s’appuient toutes sur un formalisme commun découlant des équations
de Maxwell. Ainsi nous rappellerons brièvement, dans ce premier cha-
pitre, quelques notions d’électromagnétisme afin de pouvoir mieux justi-
fier notre choix dans les méthodes à retenir par la suite. Notre démarche
nous conduira à définir des indicateurs permettant de caractériser le pou-
voir réflecteur d’obstacles et de surfaces. Enfin nous présenterons les
méthodes générales utilisées pour résoudre des problèmes de diffusion
d’onde. La dernière partie de ce premier chapitre sera dédiée à la des-
cription de la scène, et plus particulièrement à la caractérisation d’une
surface aléatoire et des réflecteurs polyédriques.

1.1 Ondes électromagnétiques

1.1.1 Équations de Maxwell

C’est au 19ème siècle qu’une théorie unifiant électricité et magnétisme vit le jour, bien que
l’hypothèse d’un lien entre ces phénomènes existât bien avant. En 1819, Hans Ørsted remarqua
qu’un courant électrique qui circule dans un fil dévie l’aiguille d’une boussole située à proximité,
démontrant alors la présence d’un champ magnétique. A partir de cette expérience, André-Marie
Ampère élabora une théorie où l’électricité et le magnétisme étaient présentés comme deux phé-
nomènes corrélés par le biais d’un théorème qui porte son nom. Michael Faraday, introduisit
alors le concept de “champ”, concluant ainsi le débat sur l’éventuelle notion d’interaction instan-
tanée à distance. En 1864, à l’instar de Isaac Newton qui avait uni les phénomènes en mécanique
classique, James Clerk Maxwell parvint à unifier mathématiquement les diverses relations entre
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champs magnétique et électrique. Sous la forme d’un ensemble de vingt équations, les équations
de Maxwell présentaient pour la première fois une théorie unifiée de l’électromagnétisme. A par-
tir de cette nouvelle théorie, Maxwell pressentit que la lumière n’était qu’un type particulier
d’onde électromagnétique1 unifiant ainsi optique et électromagnétisme. Le système d’équations
fut simplifié en 1884 par les physiciens Heaviside et Gibbs en quatre équations. Elles sont don-
nées sous forme locales, en régime variable (charge en mouvement), en présence ou non d’un
milieu matériel quelconque, par [2] :

(Equation de Maxwell-Gauss magnétique) ∇ ·B = 0, (1.1a)

(Equation de Maxwell-Faraday) ∇ ∧E = −∂B

∂t
, (1.1b)

(Equation de Maxwell-Gauss électrique) ∇ ·D = ρ, (1.1c)

(Equation de Maxwell-Ampère) ∇ ∧H = j +
∂D

∂t
. (1.1d)

Les vecteurs E et H désignent ici les vecteurs champs électrique et magnétique, exprimés en
V/m et en A/m. Ils forment ensemble le champ électromagnétique. Le symbole ∇ est l’opéra-
teur “nabla” défini dans le système de coordonnées curvilignes orthogonales (coordonnées car-
tésiennes, cylindriques, sphériques ...) associé au repère dans lequel les équations de Maxwell
sont appliquées. Précisons dès à présent que dans ce manuscrit les vecteurs seront notés en gras,
les vecteurs unitaires en gras et surmontés d’un chapeau et les matrices seront notées en gras
et surmontées d’une barre. D et B désignent respectivement les vecteurs induction électrique
et magnétique, exprimés en C/m2 et en Tesla. Les équations (1.1a) et (1.1b) expriment la loi
de l’induction, elles donnent les relations de structure des champs indépendamment du milieu
matériel. Les équations (1.1c) et (1.1d), quant à elles, relient le champ électromagnétique (E,H)
aux sources (ρ, j), qui représentent respectivement les densités de charge (en C/m3) et de cou-
rant (en A/m2), en tenant compte du milieu matériel. En effet, D et B sont liés aux champs
électrique et magnétique par des relations constitutives tenant compte du milieu (vide, maté-
riau diélectrique...). Si le milieu est considéré linéaire homogène et isotrope (LHI)2, ces relations
s’expriment [2]

D = ε E = ε0εr E, (1.2a)
B = µH = µ0µr H, (1.2b)
j = σE, (1.2c)

où ε0 et µ0 sont respectivement la permittivité et la perméabilité du vide (ε0 ' 8.854×10−12 F/m
et µ0 ' 1.256× 10−6 H/m et

√
ε0µ0 = 1/c où c ' 3× 108 m/s est la vitesse de la lumière dans

le vide), εr, µr et σ sont, respectivement, la permittivité relative, la perméabilité relative et la
conductivité du milieu. Précisons dès à présent que dans ce manuscrit les milieux considérés
seront toujours des milieux LHI et non magnétiques (µr = 1).

A partir de ces équations, nous pouvons d’ores et déjà évoquer le problème de la diffusion
d’une onde électromagnétique par un ou plusieurs objets. Ce problème fait intervenir deux
phénomènes : la propagation d’une onde dans un milieu LHI (dans le milieu où est placé l’objet
et dans le milieu constituant l’objet) ainsi que le comportement de l’onde à l’interface entre le
milieu de l’objet et le milieu dans lequel il est placé.

1Ceci fut ensuite confirmé expérimentalement en 1888 par l’allemand Heinrich Rudolf Hertz.
2La linéarité caractérise le fait que les grandeurs ε et µ sont indépendantes de la puissance de E et H,

l’homogénéité que ε et µ ne dépendent pas du point considéré, et l’isotropie que ε, µ et σ sont des scalaires.
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1.1.2 Équations de propagation, onde plane et équation de Helmholtz

La propagation des ondes électromagnétiques est décrite à partir des équations de Maxwell.
En considérant un milieu LHI en présence de charges et de courant (ρ 6= 0 et j 6= 0), à partir des
quatre équations de Maxwell, des relations constitutives (1.2a) et (1.2b) et de quelques relations
vectorielles, on démontre que les champs électrique et magnétique vérifient les équations de
propagation suivantes [3, 4] :

∇2E − εµ
∂2E

∂t2
=

1
ε
∇ρ+ µ

∂j

∂t
, (1.3a)

∇2H − εµ
∂2H

∂t2
= −∇ ∧ j, (1.3b)

où (1.3a) représente l’équation d’onde électrique et (1.3b) représente l’équation d’onde magné-
tique.

Dans le cas où il y a absence de charges dans le milieu de propagation (ρ = 0 et j 6= 0 = σE)
et en utilisant l’équation (1.2c), les équations de propagation deviennent

∇2E − εµ
∂2E

∂t2
− µσ

∂E

∂t
= 0, (1.4a)

∇2H − εµ
∂2H

∂t2
− µσ

∂H

∂t
= 0. (1.4b)

Physiquement, ce cas correspond à la propagation d’une onde électromagnétique dans un maté-
riau bon conducteur.
Enfin, dans le cas d’un milieu diélectrique parfait (ρ = 0 et j = 0) les équations se réduisent à

∇2E − εµ
∂2E

∂t2
= rE = 0, (1.5a)

∇2H − εµ
∂2H

∂t2
= rH = 0, (1.5b)

où le symbole r désigne l’opérateur d’Alembertien. Puisque les champs électrique et magnétique
sont liés par les équations de Maxwell, l’onde peut être représentée par un seul de ces champs,
en général le champ électrique. Une solution particulière de l’équation de propagation (1.5a) est
l’onde plane progressive monochromatique3 qui a pour expression réelle :

Ψ(r, t) = <e (E(r, t)) = <e
(
E0e

±i(ωt−k.r−Φ)
)

= <e
(
E(r)e±iωt

)
, (1.6a)

avec k =
√
εµωû =

2π
λ

û, (1.6b)

où y = <e(x) signifie que les composantes du vecteur y sont les parties réelles des composantes
du vecteur x, E(r) = E0e

∓ik.r∓iΦ, Φ un terme de phase constant, k le vecteur d’onde dans le
milieu, λ la longueur d’onde dans le milieu, ω la pulsation, û un vecteur unitaire orienté dans
le sens de la propagation de l’onde plane et E0 un vecteur complexe qui donne la polarisation
de l’onde. Par la suite nous utiliserons l’onde plane progressive monochromatique d’expression
complexe E(r, t), elle aussi solution de l’équation de propagation, plus aisée à manipuler4. Le
choix du signe dans e±iωt est arbitraire, conduisant à deux conventions. Dans ce manuscrit la

3Ici elle est donnée sous forme vectorielle, l’onde est donc supposée polarisée et correspond à un champ vectoriel.
4L’onde Ψ(r, t), grandeur physique, est alors obtenue en prenant la partie réelle.
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convention e−i(ωt−k.r) est retenue5. Par la suite le facteur e−iωt sera sous-entendu et supprimé des
équations. En appliquant l’expression de l’onde plane progressive monochromatique à l’équation
de propagation, la dérivée par rapport au temps se ramène à la multiplication par le terme −iω.
L’équation de propagation devient alors l’équation dite de Helmholtz. Elle s’exprime en présence
d’une source (ρ = 0 et j 6= 0) :

− (∇ ∧∇ ∧E − k2E) = (∇2 + k2)E = −iωµj, (1.7)

et en l’absence de source (ρ = 0 et j = 0) :

− (∇ ∧∇ ∧E − k2E) = (∇2 + k2)E = 0. (1.8)

Précisons que si nous notons ψ une des trois composantes du champ E, alors elle vérifie l’équation
de Helmholtz scalaire :

(∆ + k2)ψ = 0, (1.9)

où ∆ est l’opérateur “laplacien” défini dans le système de coordonnées curvilignes orthogonales
(coordonnées cartésiennes, cylindriques, sphériques ...) associé au repère dans lequel le calcul est
effectué.

De plus il est possible de montrer [4] que les champs E et H sont orthogonaux à la direction
de propagation portée par le vecteur k et forment ainsi le trièdre direct (E,H,k). Il est ensuite
possible d’écrire, pour la propagation dans un milieu LHI assimilé au vide, que

‖H‖ ‖k0‖ = ωε0 ‖E‖ , (1.10)

soit finalement

η0 =
‖E‖
‖H‖

=
E

H
=
‖k0‖
ωε0

=
√
µ0

ε0
, (1.11)

où η0 est l’impédance d’onde dans le vide qui est réelle et positive dans le vide (≈ 120πΩ) ; les
champs E et H sont donc en phase.

Les équations établies dans cette partie, permettent de décrire la propagation de l’onde dans
un milieu LHI infini. Cependant, un problème de diffraction fait intervenir au moins deux milieux
différents. Il est alors nécessaire de décrire le comportement de l’onde à l’interface entre deux
milieux.

1.1.3 Conditions aux limites

Tout milieu est par nature fini, borné par au moins un milieu différent. Il est donc important
de caractériser le comportement des ondes à la frontière des deux milieux. Pour cela, de nouvelles
équations valides au niveau de l’interface avec un autre milieu doivent être établies. Ces équa-
tions, obtenues à partir des équations de Maxwell6, sont les conditions aux limites. Considérons
la scène présentée sur la figure 1.1. Une surface S sépare un milieu (0) d’un milieu (1) et n̂, la
normale à S, est orientée de (1) vers (0).

5La différence entre les deux conventions implique d’importants changements. La dérivée par rapport au temps
notamment donnera un signe opposé selon la condition choisie. Notons cependant que pour passer d’une convention
à l’autre il suffit de prendre le conjugué de toutes les expressions.

6Une démonstration rigoureuse existe au sens mathématique en utilisant la théorie des distributions de L.
Schwartz, et en considérant que les équations de Maxwell sont vraies au sens des distributions.
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Fig. 1.1 – Représentation des champs électromagnétiques au niveau de l’interface délimitant
deux milieux LHI semi-infinis.

Les conditions aux limites (appelées aussi relations de continuité) s’expriment :

n̂ · (B0 −B1) = 0, (1.12a)
n̂ · (D0 −D1) = ρs, (1.12b)
n̂ ∧ (E0 −E1) = 0, (1.12c)

n̂ ∧ (H0 −H1) = Js, (1.12d)

où Js est la densité surfacique de courant électrique et ρs la densité surfacique de charge élec-
trique. Ces équations imposent la continuité de la composante tangentielle du champ électrique
E et de la composante normale de l’induction magnétique B. Elles imposent également la dis-
continuité de la composante normale de l’induction électrique D (mesurée par ρs) et de la
composante tangentielle du champ magnétique H (mesurée par Js). Si les milieux 0 et 1 sont
des diélectriques parfaits alors Js = 0 et ρs = 0.
Si le milieu inférieur est parfaitement conducteur, les conditions aux limites deviennent :

n̂ · H0 = 0, (1.13a)
n̂ · E0 = ρ/ε1, (1.13b)

n̂ ∧ E0 = 0, (1.13c)
n̂ ∧ H0 = Js. (1.13d)

Précisons que le comportement du champ à l’infini peut être vu comme une condition aux
limites [5] et cette condition doit être satisfaite pour que le problème soit bien posé. La condition
de rayonnement à l’infini est que l’onde doit s’éloigner des sources et s’annuler à l’infini.

1.2 Représentation intégrale des champs

A l’aide des conditions aux limites et de l’équation de propagation, le problème de la dif-
fraction peut être résolu. En effet, le phénomène de propagation d’une onde ainsi que son com-
portement à la frontière de deux milieux ont été décrits. Nous verrons plus loin les différentes
méthodes existantes pour résoudre ce problème, cependant il convient de décrire dans un pre-
mier temps la représentation intégrale des champs, nécessaire pour les méthodes choisies pour
ce travail.

1.2.1 Cas vectoriel - scène 3D

Pour obtenir la représentation intégrale, présentons tout d’abord deux outils : la fonction de
Green ainsi que le théorème de Green.
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1.2.1.1 Fonction et théorème de Green

On appelle fonction de Green la solution élémentaire d’une équation différentielle linéaire à
coefficients constants, ou d’une équation aux dérivées partielles linéaire à coefficients constants.
Connue pour un grand nombre d’opérateurs intégro-différentiels linéaires [6, 7], elle joue un grand
rôle en mathématiques et en physique. Pour notre application, l’équation de propagation (1.3a)
applique un opérateur intégro-différentiel (l’opérateur d’alembertien r•) à l’inconnue (le champ
rayonné E) comme conséquence d’une donnée (le champ incident résultant d’une distribution
de charge et/ou de courant). Comme nous l’avons vu, chaque composante du champ E vérifie
l’équation de propagation scalaire où l’opérateur intégro-différentiel est (∆ + k2)•. La fonction
de Green associée à cet opérateur vérifie par conséquent

(∆ + k2)g(r, r′) = −δ(r − r′). (1.14)

Pouvant être vu comme un propagateur [8], la fonction de Green dépend toujours de deux
vecteurs positions r et r′ : respectivement point source et point d’observation. Elle correspond
physiquement au rayonnement d’une source ponctuelle. Finalement, la solution de l’équation
(1.14) est [3, 7, 9] :

g(r, r′) =
eik‖r−r′‖

4π ‖r − r′‖
. (1.15)

Pour obtenir les représentations intégrales, il est nécessaire de transformer une intégrale de
volume en une intégrale de surface. Ceci est réalisé avec l’analogue vectoriel du second théorème
de Green [10, 11], basé sur le théorème d’Ostrogradski. Il s’écrit dans le cas vectoriel∫∫∫

V
[Q · (∇ ∧∇ ∧ P )− P · (∇ ∧∇ ∧ Q)] dv =

∫∫
S

[P ∧ (∇ ∧ Q)−Q ∧ (∇ ∧ P )] · n̂ ds ,

(1.16)
où S est une surface délimitant un volume V et n̂ est la normale à la surface S dirigée vers
l’extérieur du volume V . P et Q sont deux fonctions vectorielles de point (aussi appelé “champ
de vecteurs” ou encore “champ vectoriel”) quelconques, continues et de dérivées premières et
secondes continues (fonctions de classe C2) en tout point appartenant au volume V ou à la
surface S.

1.2.1.2 Principe de Huygens et théorème d’extinction

Considérons la scène présentée sur la figure 1.2. Une source J est placée dans un milieu Ω0

de permittivité ε0 et de perméabilité µ0 contenant un objet de milieu Ω1 de permittivité ε1 et
de perméabilité µ1. S est la surface délimitant le volume V et sa normale, n̂, est dirigée vers
l’extérieur de V (donc dirigée vers l’intérieur de V0). S∞ est la surface délimitant le volume V0

à l’infini et sa normale pointe vers l’extérieur de V0.

Le calcul détaillé dans l’annexe A montre qu’à partir de la relation (1.16), appliquée au
volume V0, et des équations de Maxwell, l’équation suivante est obtenue :{

E(r′) si r′ ∈ V0

0 si r′ /∈ V0
= Ei(r′)

+
∫∫

S

[
g(r, r′)iωµ(n̂ ∧H(r)) + (n̂ ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + (n̂ ·E(r))∇g(r, r′)

]
ds .

(1.17)
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Fig. 1.2 – Le problème de la diffraction : un objet de contour S occupant un volume V placé
dans un volume V0 en présence d’une source J .

Pour r′ /∈ V0, l’équation (1.17) devient

Ei(r′) = −
∫∫

S

[
g(r, r′)iωµ(n̂ ∧H(r)) + (n̂ ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + (n̂ ·E(r))∇g(r, r′)

]
ds .

(1.18)

Cette équation est connue sous le nom de théorème vectoriel d’extinction de Ewald-Oseen [2] et
impose l’annulation du champ total à l’intérieur de l’objet de volume V ; le champ incident étant
compensé par la contribution des champs surfaciques. En définissant le champ total E comme
la somme de Ei, le champ incident et de Es le champ diffracté7, l’équation (1.17) devient dans
le volume V0 :

Es(r′) =
∫∫

S

[
g(r, r′)iωµ(n̂ ∧H(r)) + (n̂ ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + (n̂ ·E(r))∇g(r, r′)

]
ds .

(1.19)

Cette équation est connue sous le nom de principe de Huygens et permet de propager les champs
surfaciques à l’extérieur du volume V , formant le champ total après sommation avec le champ
incident.

Si l’objet de volume V est diélectrique, le champ n’est pas forcément nul pour r′ /∈ V0. En
appliquant le calcul détaillé dans l’annexe A à partir de la relation (1.16), appliquée cette fois-ci
au volume V on obtient une nouvelle équation :{

E(r′) si r′ ∈ V
0 si r′ /∈ V =

−
∫∫

S

[
g1(r, r′)iωµ1(n̂ ∧H(r)) + (n̂ ∧E(r)) ∧∇g1(r, r′) + (n̂ ·E(r))∇g1(r, r′)

]
ds ,

(1.20)

où g1(r, r′) est la fonction de Green dans le milieu Ω1. Pour r′ ∈ V , l’équation (1.20) fait
apparâıtre le principe de Huygens appliqué dans le volume V ; pour r′ /∈ V , on reconnait
l’expression du théorème d’extinction. Ainsi, l’équation (1.20) impose l’annulation du champ

7Pour le champ diffracté, nous avons repris ici l’indice s signifiant scattered.
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rayonné vers l’extérieur de l’objet et permet de calculer le champ total dans l’objet. Alors, le
problème a été décomposé en deux parties, l’une recherchant les sources équivalentes créant le
champ total dans le volume V0 (équation (1.17)) et l’autre recherchant les sources équivalentes
créant le champ total dans le volume V (équation (1.20)).

A noter qu’un autre formalisme, d’écriture plus récente, se basant sur le formalisme dyadique,
est parfois utilisé [12]. Les deux formalismes sont mathématiquement équivalents. Le formalisme
dyadique permet de condenser les écritures vectorielles.

1.2.1.3 Approximation champ lointain

Comme présenté sur la figure 1.3, lorsque le récepteur est situé à grande distance de l’objet
diffractant (dont la plus grande dimension caractéristique est très inférieure à la distance le sépa-
rant du système de réception), l’hypothèse de champ lointain permet de simplifier les équations
intégrales.
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Fig. 1.3 – Illustration de l’approximation en champ lointain pour un problème 3D.

Cette hypothèse, parfois nommée condition de Fraunhofer, consiste à supposer les vecteurs r′

et (r−r′) parallèles lorsque ‖r′‖ = r′ >> ‖r‖ = r ; le champ diffracté se comportant localement
au niveau du récepteur comme une onde plane. Ainsi, la fonction de Green peut être simplifiée

g(r, r′) =
eik‖r−r′‖

4π ‖r − r′‖
≈ eikr

′

4πr′
e−ikk̂s·r. (1.21)

1.2.2 Cas scalaire - scène 2D

Pour l’étude de scènes dans lesquelles les surfaces sont invariantes selon une direction (nous
choisissons arbitrairement la direction ŷ) les champs électromagnétiques peuvent être traités
comme des grandeurs scalaires. En effet, le champ diffusé se propage dans la direction k̂s qui
reste contenue dans le plan d’incidence parallèle au plan (x̂, ẑ). Ainsi, nous pouvons prendre
pour inconnue la composante ψ selon ŷ du champ électromagnétique. ψ est donc la composante
transverse au plan d’incidence. De ce fait, en polarisation dite Transverse Electrique (TE : le
champ électrique est transverse au plan d’incidence) l’inconnue est la composante transverse du
champ électrique alors qu’en polarisation Transverse Magnétique (TM : le champ magnétique est
transverse au plan d’incidence) l’inconnue est la composante transverse du champ magnétique.
On parle alors de problème scalaire ou encore de problème plan (ou à deux dimensions) beaucoup
plus simple à traiter que le problème 3D. Ainsi avec r = xx̂ + yŷ + zẑ, dans le cas TE nous

36
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avons

E(r) = ψ(x, z)ŷ =

 0
ψ(x, z)

0

 , (1.22)

et dans le cas TM

H(r) = ψ(x, z)ŷ =

 0
ψ(x, z)

0

 . (1.23)

L’équation de Helmholtz devient alors l’équation de Helmholtz scalaire

(∇2 + k2)ψ = iωµJ, (1.24)

et la fonction de Green pour le problème scalaire, avec la convention e−i(ωt−k.r), est donnée par

g0(r, r′) =
i

4
H

(1)
0 (k

∥∥r − r′
∥∥), (1.25)

où H(1)
0 (x) est la fonction de Hankel de première espèce et d’ordre 0.

A partir du second théorème de Green appliqué au cas scalaire et avec un calcul plus simple
que celui mené pour le cas vectoriel (annexe A), la représentation intégrale des champs pour une
scène 2D est obtenue{

ψ(r′) si r′ ∈ V0

0 si r′ ∈ V = ψi(r′) +
∫
S

[
ψ(r)

∂g(r, r′)
∂n̂

− g(r, r′)
∂ψ(r)
∂n̂

]
ds , (1.26)

où en se plaçant dans le volume V on obtient le théorème d’extinction

ψi(r′) = −
∫
S

[
ψ(r)

∂g(r, r′)
∂n̂

− g(r, r′)
∂ψ(r)
∂n̂

]
ds , (1.27)

et dans le volume V0 on obtient le principe de Huygens

ψs(r′) = +
∫
S

[
ψ(r)

∂g(r, r′)
∂n̂

− g(r, r′)
∂ψ(r)
∂n̂

]
ds . (1.28)

De même que pour le cas 3D, pour un cas plan comme présenté sur la figure 1.4, l’approxi-
mation champ lointain peut être utilisée lorsque r′ >> r et en supposant ‖r − r′‖ = ‖r′ − r‖ ≈
r′ − k̂s · r.
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Fig. 1.4 – Illustration de l’approximation en champ lointain pour un problème 2D.

D’après (1.25), la fonction de Green devient en champ lointain

g0(r, r′) =
i

4
H1

0 (k
∥∥r − r′

∥∥) ≈ ieikr
′−iπ

4

2
√

2πkr′
e−iks·r. (1.29)
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Chapitre 1. Onde électromagnétique, méthodes de résolution et description de la scène

1.3 Coefficient de diffusion, SER et signature polarimétrique
d’une cible

Dans le paragraphe précédent nous avons vu comment le champ diffracté est relié à l’obstacle
diffractant (forme de la surface, matériau, dimensions) par le biais de relations d’intégrales de
surface. Mais le champ diffracté seul, ne suffit pas à caractériser le pouvoir réflecteur de l’obstacle
diffractant puisque la dépendance par rapport au champ incident est encore présente. En effet,
les relations intégrales permettent de relier le champ diffracté au champ total sur l’objet ; le
champ total étant la somme du champ diffracté et du champ incident.

1.3.1 Puissances incidente, diffusée et transmise

Pour s’affranchir de cette dépendance il convient alors de connâıtre la puissance incidente
sur la surface, ainsi que la puissance qui est diffusée par cette même surface et captée par le
récepteur. Alors le rapport de ces deux densités de puissance ne dépend plus que de l’obstacle
diffractant8.

La puissance reçue par une surface S est donnée par le flux du vecteur de Poynting moyen9

à travers cette surface :
Pi =

∫∫
S
〈Πi〉 · ds =

∫∫
S
〈Πi〉 · n̂ ds , (1.30)

où 〈Πi〉 est la moyenne temporelle du vecteur de Poynting du champ incident Πi donné par :

Πi = Ei ∧Hi
∗. (1.31)

Hi
∗ étant le conjugué de Hi. Le vecteur de Poynting d’une onde plane progressive est donc

colinéaire à la direction de propagation k̂i et sa norme correspond à la densité de puissance
véhiculée par l’onde. En régime harmonique, on peut montrer que la moyenne temporelle du
vecteur de Poynting est :

〈Πi〉 =
1
2
<e (Ei ∧Hi

∗) . (1.32)

Si l’obstacle est une surface rugueuse aléatoire, la puissance incidente sur la surface est prise
comme la puissance reçue par le plan moyen correspondant à une surface plane [13]. La puissance
diffusée Ps sur une surface (de réception) est obtenue par l’intégrale des puissances élémentaires
dPs sur cette surface. Or l’élément de puissance dPs n’est autre que le flux du vecteur de
Poynting moyen du champ diffusé à travers un élément de surface orienté. L’onde diffusée étant
sphérique, dans le repère sphérique (r′, θs, φs), l’élément de surface (comme représenté sur la
figure 1.5) est exprimé dans l’hypothèse où l’onde diffusée est en champ lointain de la surface
par

ds = r′2 sin(θs) dθs dφs n̂′, (1.33)

où les angles θs et φs balayent tous les angles possibles pour la diffusion de l’onde.

A noter que cet élément de surface orienté est porté par n̂′ colinéaire à la direction de
propagation k̂s. Par conséquent, pour le cas d’une surface rugueuse infinie les angles ne balayent
que le demi-espace supérieur. De manière générale, en prenant l’ orientation des directions de

8Généralement on emploie le terme “diffraction” lorsqu’il s’agit de réflexion sur un obstacle de dimension finie
et de “diffusion” pour la réflexion sur une surface rugueuse aléatoire. Dans cette thèse ces deux types d’obstacles
sont employés, nous utiliserons donc parfois ces deux mots indépendamment de la différence sur leur sens.

9Les détecteurs mesurant en général des grandeurs moyennes, ce qui nous intéresse est plutôt la moyenne
temporelle du vecteur de Poynting.
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Fig. 1.5 – Illustration de l’angle solide pour le calcul de la puissance diffusée.

propagation comme définie sur la figure 1.5, θs va de 0 à π et φs de 0 à 2π. En considérant que
l’onde diffusée est en champ lointain de l’obstacle, la puissance diffusée s’écrit alors

Ps =
∫ 2π

0

∫ π

0

(
〈Πs〉 · n̂′) r′2 sin(θs) dθs dφs =

∫ 2π

0

∫ π

0
‖〈Πs〉‖ r′2 sin(θs) dθs dφs . (1.34)

Si l’obstacle n’est pas parfaitement conducteur, une puissance sera transmise dans l’objet. Cette
puissance transmise peut être exprimée de la même manière que la puissance diffusée. Connais-
sant ces puissances, la conservation d’énergie peut être étudiée. Il suffit pour cela de vérifier que
la somme des puissances diffusée et transmise est égale à la puissance reçue par l’obstacle (la
puissance incidente sur la surface réfléchissante) :

Ps + Pt = Pi. (1.35)

Aucune énergie ne doit être perdue ou créée, et l’étude de cet axiome est un indicateur pour
étudier la validité d’un modèle.

1.3.2 Coefficient de diffusion

Le coefficient de diffusion (que nous noterons σcd) est défini, en champ lointain de l’obstacle,
comme étant le rapport de la puissance diffusée par la surface (dans un angle solide défini par
sin(θs) dθs dφs autour de la direction d’observation k̂s donnée par (θs, φs)) sur la puissance
incidente reçue par la surface. Ce rapport sans dimension s’exprime donc par la relation

Ps
Pi

=
∫ 2π

0

∫ π

0
σcd(k̂i, k̂s) sin(θs) dθs dφs , (1.36)

et par identification avec (1.34) on obtient

σcd(k̂i, k̂s) =
‖〈Πs〉‖ r′2

Pi
. (1.37)
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Si l’onde incidente et l’onde diffractée sont des ondes planes se propageant dans un milieu assimilé
au vide, les densités de puissance moyennes (réelles) deviennent

‖〈Πi〉‖ =
|Ei|2

2η0
, (1.38a)

‖〈Πs〉‖ =
|Es|2

2η0
, (1.38b)

où |Ei| est l’amplitude du champ électrique incident au niveau de la surface et |Es| est l’amplitude
du champ électrique diffusé au niveau du récepteur. Ainsi, pour un obstacle situé en champ
lointain de l’émetteur et du récepteur, le coefficient de diffusion s’exprime :

σcd(k̂i, k̂s) = lim
r′→∞

r′2 |Es|2

2η0Pi
, (1.39)

où la puissance incidente Pi est évaluée à l’aide de (1.30) et (1.38a).

Si l’obstacle est invariant selon une dimension (scène à deux dimensions) alors on montre
avec la même démarche que

σcd(θi, θs) = lim
r′→∞

r′ |ψs|2

2η0Pi
, (1.40)

sans dimension également puisque ψs est homogène à des V/
√

(m).

1.3.3 Surface Equivalente Radar (SER)

Une autre grandeur couramment employée pour caractériser la réflectivité électromagnétique
d’un obstacle est la Surface Equivalente Radar (SER, parfois appelée aussi Section Efficace Ra-
dar) que nous noterons σ. La SER, tout comme le coefficient de diffusion, nécessite la connais-
sance de la densité de puissance au niveau du récepteur. Cependant, la SER est le rapport de
cette densité de puissance diffusée sur la densité de puissance incidente au niveau de l’obstacle,
contrairement au coefficient de diffusion qui nécessite le calcul de la puissance incidente sur
l’obstacle. Le calcul de la SER est mené en s’affranchissant des pertes en espace libre (lors de la
propagation de la cible vers le récepteur). De manière générale la SER est donc définie par :

σ(k̂i, k̂s) = 4πr′2
‖〈Πs〉‖
‖〈Πi〉‖

. (1.41)

D’après cette définition nous pouvons noter que la SER est homogène à des m2 (contrairement
au coefficient de diffusion qui est sans dimension).

Une autre manière d’obtenir une définition de la SER est d’appliquer la conservation d’énergie
lors de la diffraction par une surface plane σ perpendiculaire à la direction de l’onde incidente.
Cette surface est considérée parfaitement conductrice et la conservation d’énergie impose alors
l’égalité entre puissances incidente et diffusée :∫∫

σ
|〈Πi〉 · n̂| dσ =

∫ 2π

0

∫ π

0

∣∣〈Πs〉 · n̂′∣∣ r′2 sin(θs) dθs dφs . (1.42)

Les normales n̂ et n̂′ sont respectivement colinéaires aux vecteurs k̂i et k̂s, on obtient

‖〈Πi〉‖
∫∫

σ
dσ = ‖〈Πs〉‖

∫ 2π

0

∫ π

0
r′2 sin(θs) dθs dφs , (1.43)
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cette relation signifie que la densité de puissance incidente est supposée constante sur toute
la surface “équivalente” σ. En supposant que cette surface diffuse l’onde incidence de manière
isotrope : la densité de puissance diffusée est identique sur tout l’espace de mesure. La relation
suivante est ainsi obtenue :

‖〈Πi〉‖σ = ‖〈Πs〉‖ 4πr′2. (1.44)

Et on note que l’équation (1.44) est équivalente à l’équation (1.41). En conclusion, la SER peut
également être considérée comme la surface“équivalente”(parfaitement conductrice) interceptant
la même densité de puissance incidente que la cible et qui en la diffusant de façon isotrope
produirait un écho égal à celui diffracté par la cible dans la direction considérée [14].

En considérant les relations (1.38a) et (1.38b), nous pouvons exprimer la SER d’un obstacle
situé en champ lointain de l’émetteur et du récepteur :

σ(k̂i, k̂s) = lim
r′→∞

4πr′2
|Es|2

|Ei|2
. (1.45)

Pour le cas des surfaces rugueuses, le coefficient de diffusion est plus généralement employé,
puisque la puissance incidente moyenne sur la surface est facilement calculable. Mais lorsqu’il
s’agit de caractériser la réflectivité d’un obstacle dont la forme est complexe, il n’est pas aisé
d’évaluer la puissance incidente. En effet, le calcul de cette puissance nécessite le calcul de
l’intégrale de la densité de puissance sur toute la surface du diffuseur (voir l’équation (1.30)). Si
l’obstacle possède des formes complexes, ce calcul devient fastidieux. Le coefficient de diffusion
est donc difficile à évaluer pour ces types d’obstacles. La SER, quant à elle, permet de s’affranchir
du calcul de la puissance incidente puisqu’elle ne nécessite que l’évaluation de la densité de
puissance incidente au niveau de l’obstacle (et pas de son intégrale sur la surface). Ainsi, pour des
scènes faisant intervenir une surface rugueuse, nous utiliserons plutôt le coefficient de diffusion. Et
si la scène étudiée fait intervenir des obstacles de dimensions finies et de formes plus complexes,
la SER sera utilisée comme grandeur caractérisant la réflectivité de la scène.

1.3.4 Signature polarimétrique

Nous avons vu précédemment qu’une propriété de l’onde électromagnétique est son état de
polarisation. Une cible illuminée par une onde électromagnétique incidente, produit un champ
diffracté, dont la puissance, son état de polarisation et parfois même sa fréquence sont différents
de ceux de l’onde incidente. En effet les conditions aux limites imposent une possible rotation du
champ électromagnétique et de ce fait une possible dépolarisation de l’onde incidente. Ce com-
portement et ce changement d’état de polarisation dépendent de la géométrie et des propriétés
physiques de la cible, mais également de l’onde incidente (position de la source, polarisation,
fréquence) et de la position du récepteur [15].
Pourtant, les paramètres caractérisant la réflectivité d’une scène ont été définis indépendamment
de l’orientation des champs électriques incident et diffracté, c’est à dire sans tenir compte de
leur état de polarisation. Afin de parfaitement décrire la réponse d’un obstacle excité par une
onde, il convient de caractériser également le changement d’état de polarisation de l’onde après
réflexion sur l’objet.
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1.3.4.1 Vecteur de Jones

Nous avons vu précédemment l’expression de l’onde plane progressive monochromatique avec
l’équation (1.6a). Ainsi, le champ électrique peut être exprimé dans le repère cartésien par

E(r) = E0e
ik.r =

Ex0Ey0
Ez0

 eik.r =

 |Ex0 | eiδx|Ey0 | eiδy
|Ez0 | eiδz

 eik.r. (1.46)

Nous avons également vu que le champ électrique, dans le cas de l’onde plane, est orthogonal à la
direction de propagation k̂. Ainsi, si k̂ est colinéaire à ẑ, alors la composante suivant ẑ du champ
électrique est nulle (Ez0 = 0). Le vecteur E0, qui est complexe, est appelé vecteur de Jones [15]
et peut également être exprimé dans une base sphérique (k̂, θ̂, φ̂). Le champ électrique incident
est exprimé dans la base (k̂i, θ̂i, φ̂i) et le champ électrique diffracté est exprimé dans la base
(k̂s, θ̂s, φ̂s). Puisque les champs électriques sont orthogonaux aux directions de propagation,
nous obtenons

Ei(r) = E0ie
iki.r =

 0
Eθ0i

Eφ0i

 eiki.r et Es(r′) = E0se
iks.r′

=

 0
Eθ0s

Eφ0s

 eiks.r′
. (1.47)

Les vecteurs des bases sphériques k̂i, θ̂i, φ̂i, k̂s, θ̂s et φ̂s, représentés sur la figure 1.6, sont
définis en convention FSA (Forward Scattering Alignment) par k̂i

θ̂i

φ̂i

 = R̄s(θi, φi)−1

 x̂
ŷ
ẑ

 = R̄s(θi, φi)T

 x̂
ŷ
ẑ

 , (1.48)

et  k̂s

θ̂s

φ̂s

 = R̄s(θs, φs)−1

 x̂
ŷ
ẑ

 = R̄s(θs, φs)T

 x̂
ŷ
ẑ

 , (1.49)

où l’indice exposant T symbolise la transposée et R̄s est la matrice de rotation sphérique définie
par

R̄s(θ, φ) =

 sin θ cosφ cos θ cosφ − sinφ
sin θ sinφ cos θ sinφ cosφ

cos θ − sin(θ) 0

 . (1.50)

1.3.4.2 Matrice de diffraction

G. Sinclair a proposé dans les années 50 une modélisation du changement d’état de
polarisation d’une onde électromagnétique après réflexion sur une cible en démontrant que
l’objet peut être assimilé à un “modificateur” de polarisation [16]. La modélisation de cette
modification de polarisation est donnée par une matrice 2×2 complexe notée S̄ appelée matrice
de Sinclair (terme plutôt employée pour des scènes en convention BSA : Back Scattering
Alignment) ou encore matrice de Jones (plutôt employée pour des scènes en convention FSA :
Forward Scattering Alignment) et plus généralement nommée matrice de diffraction (ou matrice
de diffusion). Cette matrice relie le vecteur de Jones de l’onde diffusée au vecteur de Jones de
l’onde incidente [17]. La matrice de diffraction est donc définie dans une base de polarisation
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Fig. 1.6 – Illustration des vecteurs et des angles en convention FSA (Forward Scattering Align-
ment). Les angles π − θi, θs, φi et φs sont des angles orientés et sont illustrés ici dans leur sens
positif.

suivant les bases dans lesquelles les vecteurs de Jones sont exprimés.

Si les vecteurs de Jones des ondes incidente Ei et diffractée Es sont respectivement exprimés
dans les bases sphériques comme vu précédemment, alors ces vecteurs sont liés par l’expression
suivante : [

Eθs
Eφs

]
=
[
Sθθ Sθφ
Sφθ Sφφ

] [
Eθi
Eφi

]
= S̄

FSA
[
Eθi
Eφi

]
. (1.51)

Dans cette relation, la matrice de diffraction est exprimée en convention FSA car les vecteurs de
Jones sont exprimés dans cette convention. Puisque la différence entre les conventions FSA et
BSA (Back Scattering Alignment : le vecteur k̂s est tourné vers l’obstacle tout comme le vecteur
k̂i) ne relève que de l’interprétation géométrique, une relation simple permet d’écrire la matrice
de diffraction exprimée en convention BSA en fonction de la matrice de diffraction définie en

convention FSA. En effet, on a : S̄
BSA =

[
1 0
0 −1

]
S̄
FSA. Précisons d’autres notations employées :

si le champ électrique est polarisé linéairement selon φ̂, on dit parfois que la polarisation est
TE (Transverse Electrique) ou H (Horizontale). Si le champ électrique est polarisé linéairement
selon θ̂, on dit parfois que la polarisation est TM (Transverse Magnétique) ou V (Verticale). La
matrice de diffraction permet de relier le champ diffracté exprimé au point d’observation localisé
en r′ au champ incident exprimé au niveau de l’objet. Cette matrice contient alors toutes les
propriétés de diffusion de la scène observée ; elle permet ainsi de caractériser la réflectivité et le
comportement dépolarisant de la scène étudiée à la manière d’une fonction de transfert :

Es(r′) = S̄Ei(0). (1.52)

Dans le paragraphe précédent nous avons défini la SER sans tenir compte de l’état de polarisation
des ondes incidente et diffractée puisque nous ne considérions que le calcul direct de la densité
de puissance. En tenant compte de la projection de l’état de polarisation de l’onde dans la
base sphérique associée, la matrice de SER se déduit de la matrice de diffraction par la relation
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suivante

σ̄ =
[
σθθ σθφ
σφθ σφφ

]
= lim

r′→∞
4πr′2

[
|Sθθ|2 |Sθφ|2

|Sφθ|2 |Sφφ|2
]
. (1.53)

La matrice de diffraction est souvent évoquée sous le nom de signature polarimétrique, nom que
porte parfois également la matrice de SER. Ce nom rappelle que la connaissance des quatre
termes de la matrice de diffraction suffit à définir la réponse (en terme de réflectivité et de
dépolarisation) d’un objet soumis à une onde d’état de polarisation complètement arbitraire.

A présent, il convient d’évoquer les méthodes modélisant le coefficient de diffusion, la SER
ou même la matrice de diffraction d’un obstacle ou d’une scène excitée par une onde incidente.

1.4 Méthodes de résolution des équations

Les précédents paragraphes ont défini les bases permettant de poser convenablement le pro-
blème de la diffraction. Mais une difficulté demeure : le champ diffracté ou total se trouve être
relié à lui-même au travers des équations intégrales. Pour résoudre un tel problème, deux familles
de modèles peuvent être utilisées : les modèles asymptotiques (approchés) ou les modèles rigou-
reux (exacts). Dans les modèles asymptotiques, nous pouvons séparer les méthodes approchées
appliquées à des objets déterministes, qui se basent en général sur l’hypothèse que les dimen-
sions de l’objet sont grandes devant la longueur d’onde10, et les méthodes approchées propres
aux surfaces rugueuses.

1.4.1 Modèles rigoureux

Dans la famille des modèles rigoureux, nous trouvons des méthodes analytiques et des mé-
thodes numériques (voir le tableau 1.1 ci-après). Tandis que les premières permettent d’obtenir
une solution rigoureusement exacte du problème mais ne peuvent être appliquées qu’à des cas
simples (sphère, cylindre infini...) [18], les méthodes numériques se basent sur une discrétisa-
tion du problème et permettent ainsi de résoudre tout problème de diffraction en théorie. Les
quelques solutions exactes (on citera par exemple la diffusion de Mie pour le cas de la sphère
et le cylindre infini parfaitement conducteur) reposent sur une méthode dite de séparation des
variables [18]. De ce fait, dès que le problème fait intervenir des objets de forme ou de nature
plus complexes que les quelques cas canoniques connus, les méthodes numériques sont les seules
à conclure à une résolution “exacte” du problème ; la seule approximation venant de la discré-
tisation du problème. L’évolution rapide des calculateurs depuis une cinquantaine d’années a
permis l’utilisation de telles méthodes et la résolution de problèmes complexes de la diffraction.
L’inconvénient majeur de ces méthodes est que le nombre d’inconnues peut devenir très impor-
tant lorsque les objets sont de grandes dimensions devant la longueur d’onde. Outre l’aspect
problématique du stockage en mémoire des inconnues, le temps de calcul peut vite devenir pro-
hibitif et rendre ces méthodes inutilisables. Ces méthodes sont donc généralement employées
pour cerner le domaine de validité des méthodes approchées ou pour proposer une solution aux
problèmes de diffraction où les théories approchées ne peuvent pas être développées.
Ces méthodes peuvent être classées en deux grandes catégories.

10Il existe également des méthodes asymptotiques dites“basses fréquences”(approximation de Born par exemple)
qui ne seront pas présentées ici puisque notre problème ne fait intervenir aucune surface située dans ce domaine
d’étude.
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1.4.1.1 Méthodes différentielles

Également appelées méthodes volumiques, les méthodes différentielles se basent sur une re-
présentation du problème sous forme d’équations aux dérivées partielles. Deux méthodes large-
ment employées dans ce type de méthodes numériques sont la méthode des éléments finis [19]
(FEM : Finite Element Method) et la méthode des différences finies [20, 21, 22] (FDTD : Finite-
Difference Time-Domain) qui permettent de résoudre le problème dans le domaine fréquentiel
ou temporel, respectivement.

– La méthode des éléments finis repose sur une discrétisation du domaine de calcul grâce
à des éléments géométriques adaptés : les éléments finis. Ces éléments peuvent être de
diverses formes mais doivent former un pavage de l’espace considéré. Usuellement les élé-
ments finis sont des éléments triangulaires (en deux dimensions) ou des tétraèdres (en trois
dimensions). A l’intérieur de chaque élément, la fonction cherchée subit une approximation
polynomiale dont les coefficients sont inconnus. Par un choix judicieux des coefficients, la
FEM impose automatiquement les conditions de continuité de la fonction d’un élément à
l’autre. La méthode des éléments finis permet donc de résoudre de manière discrète une
équation aux dérivées partielles dont on cherche une solution approchée “suffisamment”
fiable.

– La méthode des différences finies repose sur une discrétisation des opérateurs de dérivation
(directement dans les équations de Maxwell dans le domaine temporel) et fait également
intervenir un maillage de l’espace. Il s’agit donc d’une double discrétisation spatiale et
temporelle. Son avantage par rapport à la FEM est qu’elle peut traiter des problèmes non
linéaires et/ou non stationnaires.

De manière générale, les méthodes différentielles sont capables de traiter des milieux hétérogènes.
Cependant, elles nécessitent un maillage en volume de la scène. Pour éviter les problèmes de
stockage de mémoire, le domaine d’étude doit être restreint mais la précision du modèle dépend
alors de la gestion des conditions de rayonnement sur la frontière extérieure du maillage. Il est
donc important de pouvoir s’affranchir convenablement des réflexions sur les parois du volume
de calcul qui risquent de perturber la solution attendue. L’utilisation de conditions aux limites
absorbantes [23, 24, 25] pour “fermer” le domaine de calcul maillé, gère cette difficulté. De plus
une attention supplémentaire est requise pour des calculs en champ lointain, puisque la source
excitatrice et/ou le point d’observation sont placés hors du volume de calcul.

1.4.1.2 Méthodes intégrales

Lorsque la scène est constituée de matériaux homogènes, le problème peut être ramené, à
l’aide des équations intégrales, à une équation sur chaque interface séparant les milieux. Partant
de la représentation intégrale des champs, ces méthodes tiennent compte intrinsèquement de la
condition de rayonnement (voir Annexe A lors du passage de l’équation (A.17) à (A.18)) et sont
ainsi bien adaptées pour résoudre les problèmes de diffraction. La plus célèbre de ces méthodes
est sans conteste la Méthode des Moments (MdM ou encore MoM : Method of Moments) [26],
qui repose sur le développement en série de fonctions de base, pondérées par des coefficients
inconnus, des courants sur la surface de l’obstacle. Les équations intégrales sont exprimées à
l’aide de ces séries et sont ensuite projetées sur une série de fonctions de test, choisies selon un
critère de minimisation de l’erreur. Cette procédure permet de discrétiser les équations intégrales
du domaine fréquentiel et de poser ensuite le problème sous la forme d’un système matriciel du
type :

Z̄X = b. (1.54)

45
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Cela correspond à mailler la surface et résoudre les équations discrétisées sur chaque élément de
surface (une valeur de discrétisation souvent adoptée est de 8 échantillons par longueur d’onde),
et on parle alors parfois de Boundary Element Method (BEM) [5]. L’inversion de Z̄ pour
résoudre l’équation (1.54) peut être obtenue par une méthode directe (par exemple avec une
décomposition LU, acronyme de Low-Up, puis inversion par substitution) ou par des méthodes
itératives (on peut citer par exemple la MLFMM : Multi-Level Fast Multipole Method [27,
28, 29, 30] ; la FB : Forward-Backward [31, 32] ; la BMIA/CAG : Banded Matrix Iterative
Approach/CAnonical Grid [33]). Notons que les matrices obtenues sont beaucoup plus petites
que celles calculées avec les méthodes volumiques, mais cependant elles sont pleines. La taille
des matrices augmente avec la fréquence (pour un pas de discrétisation fixe par rapport à la
longueur d’onde) et les matrices peuvent alors devenir très difficiles à stocker où à inverser.

1.4.1.3 Conclusion

Contrairement aux méthodes basées sur les intégrales de frontière, les méthodes différen-
tielles traitent tout type de problème, y compris des scènes comportant des milieux hétérogènes.
Cependant, le maillage est volumique et de ce fait le temps de calcul et l’espace mémoire sont
plus importants. Pour conclure, si la scène à étudier ne comporte pas de milieux hétérogènes,
les méthodes intégrales de frontière sont intéressantes. Bien qu’elles soient moins “gourmandes”
en espace mémoire et en temps de calcul que les méthodes différentielles, elles restent difficile-
ment applicables pour des scènes comportant des objets de grandes dimensions par rapport à la
longueur d’onde. Dans ce cas, des hypothèses simplificatrices doivent être posées afin de pouvoir
résoudre le problème de la diffraction, et le modèle est qualifié d’asymptotique.

1.4.2 Modèles asymptotiques hautes fréquences

Dans la famille des modèles asymptotiques hautes fréquences, nous retrouvons également
des méthodes analytiques et des méthodes numériques. Tandis que certaines établissent un dé-
veloppement asymptotique du champ rayonné à grande distance, d’autres se basent sur un
développement asymptotique du courant induit sur la surface de la cible. Dans les deux cas ces
méthodes ont un domaine de validité restreint au domaine des hautes fréquences. Ceci signifie
que les dimensions de l’obstacle sont grandes devant la longueur d’onde, on parle aussi de zone
optique.

1.4.2.1 Méthodes orientées “rayon”

Les méthodes orientées“rayon”sont des méthodes qui se basent sur un développement asymp-
totique du champ rayonné à grande distance sous l’hypothèse que l’obstacle est de très grande
taille par rapport à la longueur d’onde. La méthode la plus connue est l’Optique Géométrique
(OG). Les autres méthodes, telles la Théorie Géométrique de la Diffraction (TGD ou GTD en
anglais) [34, 35, 36, 37] ou la Théorie Uniforme de la Diffraction (TUD ou UTD en anglais)
[35, 38] par exemple, peuvent être vues comme des généralisations de l’OG et prennent en compte
le rayonnement de discontinuités de surface (comme des arêtes par exemple). La formulation de
l’OG a été établie au 19ème siècle par W. R. Hamilton [39] en utilisant les travaux de Huygens
et de Newton. Kirchhoff montrera ensuite que le champ électromagnétique tend vers le résultat
de l’OG lorsque la longueur d’onde tend vers 0. Cette limite définit la notion de rayon, utilisable
pour décrire la propagation d’un champ électromagnétique lorsque la longueur d’onde devient
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infinitésimale [2]. Cette notion de rayon est fondamentale puisqu’elle est la base de toute les mé-
thodes asymptotiques utilisées en diffraction. Ces rayons décrivent des trajectoires qui obéissent
au principe de Fermat (1654) :

Principe de Fermat. La longueur optique d’un rayon (produit de la longueur physique du
rayon par l’indice de réfraction n du milieu de propagation) entre deux points d’une trajectoire
correspond à un extremum. Lorsque le milieu de propagation est homogène, les trajectoires des
rayons décrivent alors des lignes droites.

Le calcul des interactions entre l’onde électromagnétique et un obstacle est basé sur les lois
de réflexion et de réfraction de Snell et Descartes que l’on peut énoncer de la façon suivante :
Sur une surface lisse S, séparant deux milieux homogènes 0 et 1 d’indices de réfraction n0 et n1,
une onde plane incidente venant du milieu 0 et frappant S se scinde en deux ondes dont l’une
repart dans le milieu 0 (l’onde réfléchie) et l’autre pénètre dans le milieu 1 (l’onde réfractée ou
transmise), en respectant certaines propriétés :

– les directions des ondes réfléchie et transmise sont contenues dans le plan d’incidence,
– les angles que font les rayons incident et réfléchi avec la normale à la surface S sont égaux,
– les angles θ0 et θ1 que font respectivement les rayons incident et transmis avec la normale

à la surface S sont reliés par la loi de réfraction de Snell-Descartes : n0 sin θ0 = n1 sin θ1.
Cette méthode permet de traiter les surfaces régulières, sources de réflexion spéculaire, mais
néglige totalement les effets de polarisation et de phase. Ces deux notions peuvent être ajoutées
artificiellement à celle de rayons, en imposant au champ d’être identique au premier terme
du développement asymptotique de la solution hautes fréquences des équations de Maxwell,
introduit par Luneberg et Kline [40, 41].

1.4.2.2 Méthodes orientées “courant”

Les méthodes orientées “courant” sont des méthodes qui se basent sur un développement
asymptotique du courant induit sur la surface de la cible sous l’hypothèse que l’obstacle est de
très grande taille par rapport à la longueur d’onde. La méthode la plus connue et la plus utilisée
est la méthode de l’Optique Physique (OP qui est le terme souvent employé pour les calculs de
diffraction par des obstacles déterministes). D’autres méthodes asymptotiques orientées “cou-
rant” permettent de corriger l’OP en tenant compte des diffractions par des discontinuités de
surface, telles la Méthode des Courants Equivalents (MCE ou MEC en anglais) ou la Théorie
Physique de la Diffraction (TPD ou PTD en anglais). De fait, ces méthodes sont à l’OP ce que
les méthodes telles la TUD ou la TGD sont à l’OG : une correction, voir une généralisation en
vue d’améliorer le modèle asymptotique.

– L’optique physique [42] est basée sur la simplification des équations intégrales en approxi-
mant les courants surfaciques. La méthode spécifie que ces courants en un point de la
surface sont les mêmes que ceux qui existeraient sur une surface plane tangente infinie de
mêmes propriétés physiques. Ainsi les courants surfaciques, qui sont les inconnues du pro-
blème, peuvent être exprimés en fonction du champ incident et des coefficients de Fresnel.
Cette méthode repose sur deux hypothèses :

1. Les dimensions de la cible sont grandes devant la longueur d’onde. Cette condition
implique que les courants décroissent alors très rapidement sur la partie de la surface
non directement illuminée par le champ incident, et sont alors considérés comme nuls.

2. Les rayons de courbure de la surface directement illuminée sont très supérieurs à la
longueur d’onde. On peut alors considérer localement un phénomène de réflexion sur
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un plan infini tangent à la surface. L’application des lois de la réflexion de Snell-
Descartes permet ainsi d’exprimer les courants surfaciques équivalents en fonction du
champ incident.

– La MCE est basée sur le calcul des intégrales linéiques de rayonnement. La source du champ
diffracté par une discontinuité d’arête en un point quelconque de l’espace est attribuée
à des courants équivalents “fictifs”11 [43, 44]. Ces courants sont calculés en supposant
l’arête localement rectiligne autour de chaque point du contour considéré. Il s’agit de
l’analogue de l’approximation du plan tangent de l’Optique Physique. Le champ diffracté
par une discontinuité d’arête de contour L, peut être calculé par une intégration linéique
des courants filaires équivalents électrique Ie et magnétique Im le long du contour L [45,
46, 47, 48, 49].

1.4.2.3 Conclusion

Le choix de la méthode pour un modèle asymptotique dépend en premier lieu de la scène
étudiée puisque les postulats permettant l’approximation doivent être vérifiés. Les méthodes
orientées “rayon” sont incapables d’évaluer la valeur du champ rayonné à proximité de l’obstacle
(zone de champ proche) tandis que les méthodes orientées “courants” imposent l’utilisation du
principe de Huygens, soit, un calcul rigoureux du rayonnement. L’intégrale surfacique des cou-
rants permet également de tenir compte de la “finitude” des surfaces dans le cas d’obstacles de
dimensions limitées. De ce fait l’OP est souvent favorisée dans les calculs de diffraction par des
objets puisque plus précise dans les résultats. Cependant, lorsque les scènes font intervenir de
multiples réflexions entre des objets disposés arbitrairement, les méthodes de rayons sont les
plus efficaces pour fournir numériquement un résultat (le calcul des intégrales de courant peut
devenir très gourmand en temps de calcul). Cette technique est nommée le lancer de rayons [50].

1.4.3 Modèles asymptotiques propres aux surfaces rugueuses

Dans le cas d’une surface rugueuse, la surface est supposée infinie mais les irrégularités de
la surface peuvent être considérées comme grandes ou petites devant la longueur d’onde. De ce
fait nous retrouvons des méthodes asymptotiques hautes fréquences vues précédemment comme
l’OG, la TUD ou encore l’OP plus souvent appelée “méthode du plan tangent” lorsqu’elle est
appliquée à une surface rugueuse. Notons aussi que l’OP est parfois aussi nommée Approxima-
tion de Kirchhoff (AK) par abus de langage puisqu’il existe des différences d’après Voronovich
[51]. En effet dans l’approximation de Kirchhoff, une procédure itérative est opérée pour cor-
riger les courants surfaciques, ce qui revient à tenir compte des phénomènes d’ombrages et de
multiples réflexions par le biais du calcul d’intégrales successives. Quand la surface est plane et
parfaitement conductrice, le plan tangent et l’approximation de Kirchhoff sont alors la même
méthode (pour plus de détails sur cette controverse voir [51, 52]). Le domaine de validité de ces
méthodes hautes fréquences fait ici intervenir surtout le rayon de courbure de la surface qui doit
être grand devant la longueur d’onde pour que des plans tangents soient localement retrouvés.

Une méthode proche de l’approximation de Kirchhoff est la Méthode de l’Equation Intégrale
(IEM, Integral Equation Method) qui prend également en compte les interactions multiples
entre l’onde et les rugosités environnantes [53, 54, 55, 56]. Des méthodes dites “basses fréquen-

11Ces courants n’ont pas de réels sens physiques, puisqu’ils sont décrits mathématiquement à partir de coef-
ficients qui sont fonction de plusieurs paramètres dont l’angle d’observation, ce qui ne peut physiquement être
valide.
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`````````````̀Méthodes
Modèles

asymptotiques rigoureux

analytiques OG, TUD, TGD, Séparation des
SPM, Rayleigh, FWM, variables

OP, MCE, SSA, . . . (Mie, . . . )
numériques OP, MCE, SPM, FDTD, FEM

Rayleigh, SSA, MoM, BMIA/CAG
lancé de rayon, . . . MLFMM, FB

Tab. 1.1 – Modèles et méthodes de résolution pour le problème de diffusion par un objet ou une
surface rugueuse.

ces” sont aussi utilisées, lorsque les irrégularités (évaluées par l’écart-type des hauteurs) de la
surface sont petites devant la longueur d’onde. La plus célèbre est la méthode des petites per-
turbations (SPM, Small Perturbation Method) [57, 58, 59, 60] qui peut être considérée comme
un développement limité du champ diffusé en fonction des hauteurs de la surface. Une autre
méthode répandue est la méthode des équations réduites de Rayleigh (RRE, Reduced Rayleigh
Equations method) [61, 62]. Une méthode dite à la fois basses et hautes fréquences (rayon de
courbure grand et écart-type des hauteurs petit devant la longueur d’onde) est le modèle de
Ament [63] qui permet de prédire la puissance cohérente dans la direction spéculaire lorsque la
surface est excitée à angle rasant [63, 64, 65, 66, 67].

En plus de ces types de méthodes on trouve également des méthodes dites “unifiées” qui
ont été créées afin de s’appliquer à la fois en basses et en hautes fréquences, et ainsi posséder
un domaine de validité indépendant de la longueur d’onde. Ceci ne peut être réalisé qu’au prix
d’une complexité de la méthode plus importante et/ou d’hypothèses simplificatrices. On peut
citer la Full Wave Method (FWM) [68, 69] ou encore la Small Slope Approximation (SSA)
[70, 71, 72, 73]. D’autres méthodes existent, et la lecture de l’article [74] dresse un panel très
complet des méthodes existantes.

Le choix de la méthode dépend pour beaucoup des caractéristiques de la surface, de la
fréquence de l’onde incidente et du compromis précision/temps de calcul désiré. Il en est bien
entendu de même pour un objet déterministe et une scène complète (faisant intervenir une surface
et un objet par exemple). Le tableau 1.1 synthétise les méthodes que nous avons évoquées en
les classant en fonction du modèle obtenu (asymptotique ou rigoureux) et de la démarche de
calcul (analytique ou numérique). Des utilisations conjointes de ces méthodes sont également
possibles, le modèle final est alors qualifié de modèle “hybride”.

Afin de pouvoir porter un choix sur les méthodes envisagées, il convient donc de réaliser une
analyse de la scène étudiée plus fine.

1.5 Analyse de la scène étudiée

Le sujet de cette thèse concerne la modélisation de la diffusion d’une onde électromagnétique
par un réflecteur polyédrique situé au-dessus de la mer. Avant de s’intéresser au calcul de la
diffusion par une telle scène, il est important de bien connâıtre la nature des obstacles mis
en jeu. Définir les réflecteurs polyédriques s’avère alors nécessaire tout comme être capable de
générer un profil rugueux (modélisation d’un profil de mer) le plus réaliste possible. Intéressons
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nous tout d’abord au réflecteur.

1.5.1 Réflecteurs polyédriques

Les réflecteurs polyédriques sont définis de manière générale à partir de polyèdres subissant
le processus de facettage. Dans un premier temps, étudions plus en détail ce qui définit un
polyèdre.

1.5.1.1 Polyèdres

Un polyèdre est une forme géométrique à trois dimensions ayant des faces planes qui se
rencontrent le long d’arêtes droites (le mot polyèdre provient du grec : poly- qui signifie“plusieurs”
et -edron qui signifie “base”, “siège” ou encore “face”) [75]. Plus généralement en mathématiques
et dans d’autres disciplines, le terme “polyèdre” est utilisé pour faire référence à une variété de
constructions reliées, certaines géométriques et d’autres purement algébriques et abstraites. Les
polyèdres les plus connus sont les polyèdres réguliers. Un polyèdre est dit régulier si toutes ses
faces sont des polygones réguliers (un polygone est régulier s’il est équilatéral et équiangle : tous
ses côtés et ses angles sont égaux entre eux) identiques, et si tous ses sommets sont identiques.
Dans cette catégorie de polyèdres, on retrouve les cinq solides de Platon (le tétraèdre régulier,
le cube, l’octaèdre régulier représenté à la figure 1.7(a), le dodécaèdre et l’icosaèdre représenté
à la figure 1.7(b)) qui sont des polyèdres réguliers convexes. On peut également citer les deux
solides de Kepler (le petit dodécaèdre étoilé et le grand dodécaèdre étoilé) et les deux solides
de Poinsot (le grand dodécaèdre et le grand icosaèdre), ces quatre derniers n’étant pas convexes
[76].
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(a) L’octaèdre [76]

id96152296 pdfMachine by Broadgun Software  - a great PDF writer!  - a great PDF creator! - http://www.pdfmachine.com  http://www.broadgun.com 

(b) L’icosaèdre [76]

Fig. 1.7 – Deux des cinq solides de Platon.

1.5.1.2 Facettage des polyèdres : les réflecteurs polyédriques

Un procédé de construction de polyèdres largement répandu est la stellation qui consiste à
étendre des éléments tels que les arêtes ou les faces planes, généralement de manière symétrique,
jusqu’à ce que chacun d’entre eux se rejoignent de nouveau. La nouvelle figure est alors une
stellation de l’original. Le processus dual de la stellation est le facettage qui consiste à enlever
des parties d’un polyèdre sans créer de nouveaux sommets [77]. La théorie sur la stellation
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et le facettage est compliquée et ne fera pas l’objet d’investigation dans ce manuscrit. Nous
admettrons qu’un type de facettage revient à supprimer la première face visible du polyèdre
laissant apparâıtre un “coin trièdre” que nous nommerons simplement trièdre par la suite (par
abus de langage puisque le trièdre n’est en fait que le qualificatif d’un angle). Il est représenté
sur la figure 1.8 où ses trois faces internes sont visibles.

x� y�

z�
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Fig. 1.8 – Le trièdre (tétraèdre non régulier facetté).

Notons que le trièdre tel que nous le définissons est rigoureusement un tétraèdre non régulier
(ses faces ne sont pas toutes identiques) comportant trois faces identiques de type triangle isocèle
rectangle et une face de type triangle équilatéral. Cette dernière face est supprimée par facettage.
Le solide obtenu ne comporte donc que 3 faces internes identiques formant un coin. Par la suite,
cet objet sera associé au nom de “trièdre”. Ces réflecteurs polyédriques, composés de trièdres,
sont donc obtenus par facettage de polyèdres possédant des faces triangulaires équilatérales.
C’est le cas de l’octaèdre (8 faces) et de l’icosaèdre (20 faces). Après facettage on obtient ainsi
le réflecteur octaédrique (composé de 8 trièdres) et le réflecteur icosaédrique (composé de 20
trièdres), respectivement représentés sur les figures 1.9 et 1.10.

id120863000 pdfMachine by Broadgun Software  - a great PDF writer!  - a great PDF creator! - http://www.pdfmachine.com  http://www.broadgun.com 

Fig. 1.9 – Le réflecteur octaédrique (obtenu
par facettage de l’octaèdre).
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Fig. 1.10 – Le réflecteur icosaédrique (ob-
tenu par facettage de l’icosaèdre).

1.5.1.3 Définitions de la classe et de l’ordre d’un réflecteur polyédrique

Nous définissons par le terme de classe le nombre de faces du polyèdre qui est à la base
du réflecteur polyédrique. Ainsi, suivant cette dénomination, le réflecteur octaédrique est de
classe 8 (l’octaèdre possède 8 faces, le réflecteur octaédrique possède 8 trièdres) et le réflecteur
icosaédrique est de classe 20.

Chaque trièdre d’un réflecteur polyédrique peut être remplacé par un réseau de trièdres. Sur
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Fig. 1.11 – Réseau de trièdres d’ordre 2.

la figure 1.11 est présenté un réseau de trièdres d’ordre 2. Nous définissons par le terme d’ordre,
le rapport d’homothétie entre le trièdre original (qui est ensuite remplacé par le réseau) et les
trièdres constituant le réseau. Pour un réseau d’ordre 2, le trièdre original a été remplacé par
un réseau constitué de 4 trièdres de dimensions 2 fois plus petites. Le réseau ainsi formé sera
contenu dans le même volume que le trièdre initial. A partir de ces remplacements de trièdres
en réseaux de trièdres nous pouvons donc créer des réflecteurs polyédriques d’ordre supérieur.
Un réflecteur octaédrique d’ordre 2 est donc un octaèdre qui a subi tout d’abord un procédé de
facettage (on obtient le réflecteur octaédrique vu à la figure 1.9) puis chacun de ses trièdres a
été remplacé par un réseau de trièdre d’ordre 2 (vu à la figure 1.11).

Fig. 1.12 – Le réflecteur octaédrique
d’ordre 2 (nombre de trièdres = 8 × 22 =
32).

Fig. 1.13 – Le réflecteur octaédrique
d’ordre 4 (nombre de trièdres = 8 × 42 =
128).

Le réflecteur octaédrique d’ordre 2 ainsi obtenu est représenté à la figure 1.12 ; il comporte
donc 8× 4 = 32 trièdres. Avec le même procédé on obtient le réflecteur octaédrique d’ordre 4 et
les réflecteurs icosaédriques d’ordre 2 et 4, respectivement représentés sur les figures 1.13, 1.14
et 1.15.

Notons qu’en conséquence de notre définition, le réflecteur polyédrique qui n’a subi aucun
changement de trièdres et qui est donc obtenu directement par facettage du polyèdre est considéré
comme étant un réflecteur polyédrique d’ordre 1.

1.5.1.4 De l’intérêt de l’utilisation de ces réflecteurs

Le trièdre est un réflecteur intéressant car il va favoriser le retour de l’onde incidente [78,
79, 80]. En effet l’onde excitatrice va venir éclairer les trois faces créant alors de multiples
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Fig. 1.14 – Le réflecteur icosaédrique
d’ordre 2 (nombre de trièdres = 20 × 22 =
80).

Fig. 1.15 – Le réflecteur icosaédrique
d’ordre 4 (nombre de trièdres = 20 × 42 =
320).

réflexions. Cet effet “trièdre” ne peut être obtenu que si le trièdre est excité vers l’intérieur du
coin. De ce fait il parait très intéressant de réunir plusieurs trièdres ensemble afin d’obtenir un
réflecteur présentant toujours un coin faisant face au champ incident. Les réflecteurs polyédriques
sont donc des cibles radar très intéressantes. De nombreux brevets [81, 82, 83, 84] et articles
[85, 86, 87, 88, 89, 90, 91] évoquent l’utilité de ces réflecteurs (utilisables comme marqueurs de
récifs, comme réflecteurs pour bateau, ...). Afin de favoriser une SER élevée, et en raison des
contraintes mécaniques, ces réflecteurs sont généralement considérés comme grands par rapport
à la longueur d’onde. Comme nous l’avons évoqué précédemment, pour ce type d’étude les
méthodes asymptotiques “hautes fréquences” sont les plus indiquées pour développer un modèle
de la signature de ces réflecteurs.

1.5.1.5 Problème scalaire - Scène 2D

Dans notre étude nous commencerons par aborder le cas d’une scène dans laquelle les surfaces
des obstacles en présence sont invariantes suivant une dimension (suivant ŷ par exemple). Ceci
correspond au cas plan (x̂, 0, ẑ), le problème est dit “scalaire” et a déjà été évoqué. Dans cette
configuration, “l’effet trièdre” ne peut pas exister, seul l’effet dièdre peut être obtenu. De ce fait,
le trièdre sera assimilé à un dièdre dans le cas plan, et le réflecteur octaédrique sera assimilé à
une croix.

1.5.2 Surface rugueuse aléatoire

Dans notre étude, les réflecteurs sont situés au-dessus de la mer. La diffraction par ces réflec-
teurs doit être évaluée en tenant compte de son environnement qui va jouer un rôle“perturbateur”
sur l’écho par rapport à celui obtenu en espace-libre (absence de surface inférieure). Les surfaces
de mer sont très complexes à caractériser puisque de très nombreux paramètres entrent en jeu
dans la description de leur profil. La difficulté de connâıtre précisément et correctement l’évolu-
tion d’une surface de mer amène à supposer cette surface comme une surface rugueuse aléatoire.
Par définition, une surface rugueuse aléatoire ne peut être connue avec exactitude. Il convient
donc d’en connâıtre certaines caractéristiques statistiques permettant de décrire le comporte-
ment aléatoire de la surface rugueuse. Une surface de mer est à la fois aléatoire spatialement
et temporellement : c’est une surface rugueuse stochastique (“rugueuse” car c’est un processus
aléatoire ; “stochastique” car ce processus aléatoire dépend du temps).
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Dans ce travail, nous nous intéressons plus particulièrement aux surfaces rugueuses qui sont
toujours supposées suivre un processus aléatoire, stationnaire et ergodique [92]. Aléatoire car la
surface ne peut être connue avec exactitude mais elle peut être caractérisée par certains para-
mètres statistiques déterministes (appelés moyennes ou moments statistiques) pour décrire son
comportement. Stationnaire car les grandeurs statistiques sont supposées invariantes dans le
temps. Et enfin ergodique car les moyennes effectuées dans le domaine temporel (mesure à un
lieu précis mais en fonction du temps) sont supposées égales à celles obtenues dans le domaine
spatial (mesure à un instant précis mais à différents lieux). Notons que l’ergodicité implique
la stationnarité. Pour plus de détail sur l’équivalence statistique des surfaces rugueuses dépen-
dantes et indépendantes du temps, la lecture de [13] s’avère enrichissante. Sous ces conditions,
une surface rugueuse est alors caractérisée par la densité de probabilité de ses hauteurs notée
pz, et par la corrélation de ses hauteurs notée Cz (ces deux quantités suffisent pour décrire
complètement la surface si la densité de probabilité des hauteurs est gaussienne).

1.5.2.1 Description statistique d’une surface rugueuse

A condition de considérer des vents faibles à modérés (cela permet d’exclure les phénomènes
non linéaires tel que le déferlement) et que la scène se situe en “pleine mer” (suffisamment loin
des côtes pour négliger ces mêmes non-linéarités de déferlement), les surfaces de mer font partie
des surfaces rugueuses possédant une distribution gaussienne des hauteurs [1]. Le profil est alors
défini de façon univoque ; il peut donc être décrit à l’aide d’une fonction (x, y) → z(x, y) (le
temps étant supprimé de la fonction puisque le processus est ergodique). Une surface rugueuse
monodimensionnelle (invariante suivant ŷ) est représentée sur la figure 1.16 à titre d’exemple et
d’illustration. Sa distribution des hauteurs est également tracée à droite de l’image.

z6 z6
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z
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z
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Fig. 1.16 – Surface rugueuse 1D de statistique gaussienne (à gauche) et sa distribution des
hauteurs (à droite).

La densité de probabilité du profil (également nommée distribution des hauteurs) est donc
choisie gaussienne, de valeur moyenne nulle (centrée) et d’écart type σz [13] :

pz(z) =
1

σz
√

2π
e
− z2

2σ2
z , (1.55)

où la moyenne (moment statistique d’ordre un) est évaluée par

〈pz(z)〉 =
∫ +∞

−∞
zpz(z) dz = 0. (1.56)

Le moment statistique d’ordre deux est la variance qui correspond ici au moyennage sur le carré
des hauteurs (puisque

〈
(z − 〈z〉)2

〉
=
〈
z2
〉
) :

〈
z2
〉

=
∫ +∞

−∞
z2pz(z) dz = σ2

z . (1.57)
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La fonction d’autocorrélation (spatiale) entre deux points de la surface représente la corrélation
entre ces points en fonction de leur distance horizontale r = r2− r1. Maximale pour r = 0, elle
est définie par

Cz(r) = 〈z(r1)z(r1 + r)〉 = lim
X,Y→+∞

1
XY

∫ +X/2

−X/2

∫ +Y/2

−Y/2
z(r1)z(r1 + r) dx dy . (1.58)

Deux informations importantes sont contenues dans cette fonction : ses longueurs de corrélation
(selon x̂ et ŷ)12 ainsi que le type de cette fonction (gaussienne, lorentzienne, exponentielle, ...).
Cette corrélation statistique caractérise la “ressemblance” entre deux points de la surface séparés
de la distance horizontale ‖r‖. Si cette distance est grande devant la longueur de corrélation
alors ces deux points sont faiblement corrélés, et si cette distance est faible devant la longueur
de corrélation alors ils sont fortement corrélés.

En calculant la transformée de Fourier spatiale de la fonction d’autocorrélation on obtient la
densité spectrale de puissance de la surface, également appelée spectre des hauteurs de la surface

Sz(k) = TF[Cz(r)] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Cz(r)e−k.r dr , (1.59)

où k est le vecteur fréquence spatiale par cycle (homogène à des rad.m−1)13.

En connaissant la distribution des hauteurs ainsi que la fonction d’autocorrélation des hau-
teurs (ou le spectre des hauteurs), le profil de la surface est complètement défini [92].

Pour un problème à deux dimensions (la surface étant invariante selon ŷ par exemple), le
problème devient scalaire : le vecteur de fréquence spatiale devient la fréquence spatiale par
cycle k et le vecteur position r devient la grandeur scalaire x. La figure 1.16 représente une telle
surface dans un problème 2D. La surface est donc 1D et le problème est 2D.

On utilise généralement une fonction d’autocorrélation des hauteurs de la surface gaussienne
(on trouve parfois l’utilisation de fonctions lorentzienne et exponentielle) qui s’exprime pour une
surface 1D

Cz(x) = σ2
ze
− x2

L2
c , (1.60)

et le spectre correspondant, obtenu après transformée de Fourier, est lui aussi gaussien

Sz(k) =
√
πσ2

zLce
−Lc2k

4 . (1.61)

Nous avons vu que le profil de la surface peut être défini par la distribution des hauteurs
et la fonction d’autocorrélation des hauteurs. D’autres paramètres peuvent également servir à
définir le profil de la surface, tels l’écart-type des pentes de la surface σs, le rayon de courbure
moyen de la surface Rc et la distance moyenne Dm entre deux pics consécutifs de la surface
[13, 52, 93, 94].

1.5.2.2 Génération du profil par une méthode spectrale

Une résolution analytique du problème de la diffusion par une surface rugueuse utilise les
variables aléatoires qui définissent le profil de la surface [13] ; le champ diffusé est alors évalué

12La longueur de corrélation étant une valeur caractéristique qui détermine l’échelle de rugosité horizontale de
la surface. Elle correspond classiquement à la distance entre deux points telle que le coefficient d’auto-corrélation
(défini par Cz(r)

σ2
z

) vaut 1
e

[13].
13Ici k ne doit pas être confondu avec le vecteur d’onde. Ce vecteur représente ici le dual du vecteur position

r, il s’agit donc bien d’un vecteur de fréquence spatiale.
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en fonction des paramètres de la surface que nous avons vus au paragraphe précédent. Pour
l’utilisation de méthodes numériques (telles que la Méthode des Moments) il en est tout autre :
la surface doit être échantillonnée et donc parfaitement déterminée, il s’agit ainsi d’une surface
déterministe. Or nous savons que la surface rugueuse possède un caractère aléatoire, il convient
donc de générer “aléatoirement” des profils indépendants de surface possédant une distribution
des hauteurs et une autocorrélation des hauteurs déterminées et identiques. La solution du
problème est alors obtenu par un moyennage des champs calculés pour chacune des surfaces
générées : ce procédé est la méthode de Monte-Carlo.

La génération de chaque profil peut être réalisée par une méthode spectrale. Cette méthode
consiste à appliquer un filtre de réponse impulsionnelle g(i) et de densité spectrale de puissance
Sg(k), sur un bruit blanc (qui contient par définition toutes les fréquences) gaussien e(i) centré
de variance unitaire de densité spectrale de puissance Se(k). La réponse impulsionnelle résultant
de cette action de filtrage s’écrit

z(i) = g(i) ∗ e(i), (1.62)

où ∗ symbolise le produit de convolution. En notant Sz(k) la densité spectrale de puissance du
signal de sortie z(i), et puisque tous les signaux considérés ici sont réels et que le système est
linéaire nous avons

g(i) = TF−1 [Sg(k)] = TF−1

[√
Sz(k)
Se(k)

]
. (1.63)

Connaissant le signal de sortie z(i) et le signal d’entrée e(i), tout le problème consiste à calculer
g(i). Or nous savons que la densité spectrale de puissance d’un bruit blanc gaussien est unitaire :
Se(k) = 1, nous obtenons

g(i) = TF−1
[√

Sz(k)
]

= TF−1
[√

TF[Cz(i)]
]
. (1.64)

Ainsi en connaissant la fonction d’autocorrélation des hauteurs attendue pour le profil à générer,
la densité spectrale de puissance des hauteurs associée peut être calculée, et finalement les
coefficients du filtre sont déterminés. En appliquant ce filtrage (équation (1.62)) sur un bruit
blanc gaussien centré de variance unitaire (1.64), et (équation (1.62)), on obtient un profil de
surface rugueuse z(i) de distribution des hauteurs gaussienne et possédant un spectre désiré,
donc de fonction d’autocorrélation des hauteurs voulue :

z(i) = TF−1
[√

Sz(k)TF [e(i)]
]
. (1.65)

En pratique, les transformées de Fourier et les transformées de Fourier inverses sont réalisées
par calcul numérique et sont tronquées. De ce fait, la surface générée est une surface discrète de
de longueur finie L décrite par N échantillons. Cette surface possède donc une distribution des
hauteurs gaussienne et un spectre des hauteurs égal à un spectre donné Sz. Le pas en abscisse
est constant : δx = L

N . Ainsi, le profil (xn, zn), où xn = −L
2 + (n− 1

2)δx, n = 1..N , est généré à
partir de l’équation (1.65) modifiée de la manière suivante [1, 95, 96] :

zn =
1
L

N/2−1∑
m=−N/2

F (km)eikmxn , (1.66)

avec pour m ≥ 0

F (km) =
√
LSz(km)×

{
(u+ iu)/

√
2 m 6= 0, N/2

u m = 0, N/2
, (1.67)
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et pour m ≤ 0
F (km) = F (k−m), (1.68)

où u est une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite N (0, 1), et km = 2πm/L.

1.5.2.3 Cas particulier de la mer

Le cas de la surface de mer est particulier puisqu’elle possède deux régimes principaux :
les régimes de capillarité et de gravité [97]. Tandis que le premier correspond aux vagues de
capillarité qui sont des vaguelettes (rugosité à courte échelle), le second correspond aux vagues
de gravité également nommées vagues de houle (rugosité à longue échelle). De nombreux modèles
de spectres pour des surfaces de mer ont été développés, mais ce ne sont que les travaux récents
des années 90 qui ont permis d’obtenir des spectres tenant compte à la fois des deux régimes. En
effet, de manière générale, ces deux régimes coexistent pour une surface de mer. Le spectre de
Elfouhaily établi en 1997 [98] est certainement un des plus utilisés actuellement compte tenu de
sa simplicité et de sa pertinence. Ce spectre, construit à la fois théoriquement et empiriquement,
a été validé par des mesures expérimentales. Le paramètre clé permettant d’obtenir le spectre de
mer de Elfouhaily est la vitesse Uz (en m.s−1) du vent mesurée à z mètres au-dessus du niveau
moyen de la mer. Ce spectre permet de simuler une surface de mer bidimensionnelle (cas d’une
scène 3D) et monodimensionnelle.

1.6 Vers une résolution du problème : le choix des méthodes

L’étude de la diffusion par un objet situé près d’une interface est un sujet de grand intérêt.
L’origine ce cette question vient du problème initialement étudié par Sommerfeld [99] concernant
un dipôle situé en face d’un demi-espace parfaitement conducteur. Cette étude qui était à l’origine
plus un problème théorique, n’a cessé de motiver de nombreux travaux. On peut citer les récentes
études concernant la diffusion par un cylindre ou une sphère situés près d’une surface plane
[100, 101, 102, 103, 104]. Ces travaux sont d’un grand intérêt pour modéliser et comprendre le
comportement des surfaces“contaminées”par des particules par exemple. Dans le cas plus général
de la diffusion par un objet au-dessus d’une surface rugueuse, les applications en télédétection
et surveillance radar maritime ont encouragé des recherches très récentes sur ce sujet. Ainsi, des
méthodes asymptotiques et des modèles numériques “exacts” ont été proposés durant ces huit
dernières années [105, 106, 107, 108, 109, 110, 111].

Pourtant, les scènes constituées d’un objet 3D au-dessus d’une surface rugueuse 2D ne consti-
tuent qu’un nombre très restreint d’études [106, 112, 113, 114]. Pour ces problèmes, le nombre
d’inconnues devient trop important pour que l’étude soit menée avec une méthode rigoureuse
classique de type Méthode des Moments. Ainsi Johnson et al. utilisent la Coupled CAnonical
Grid/Discrete Dipole Approach (CCAG/DDA) [113] permettant de calculer les interactions sur
la surface inférieure avec une complexité O(N−log(N−)) et sur l’objet O(N+log(N+)) (où N−
est le nombre d’inconnues sur la surface inférieure et N+ le nombre d’inconnues sur l’objet).
Les couplages entre l’objet et la surface sont par contre calculés sans aucune accélération. Ils
ont réussi à évaluer la diffusion par un objet décrit par 13824 inconnues au-dessus d’une surface
plane de 256× 256 inconnues (65536 inconnues) à l’aide du cluster de PC du Maui High Perfor-
mance Computing Center [115] avec un temps de calcul de 1 à 8 heures selon la configuration des
tests. Dans [106], la même méthode est appliquée sur des scènes comportant plus d’inconnues
(276 000 inconnues) et où l’objet est placé au-dessus d’une surface rugueuse. Le même cluster
de PC est utilisé afin d’appliquer ces méthodes avec un temps de calcul de 6 à 14 heures selon la
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configuration des tests (avec un total de 20 réalisations de profils rugueux pour la méthode de
Monte-Carlo). Il est important de noter, que les surfaces mises en jeu dans ces simulations, sont
de très petites tailles : 1, 28 × 1, 28 m soit 8, 5λ × 8, 5λ à 21, 35λ × 21, 35λ avec les fréquences
utilisées (de 2 à 5 GHz).

Çolak et al. utilisent quant à eux la Multiple Sweep Method of Moments (MSMM) pour
une scène où l’objet est localisé sur la surface [112]. La surface de l’objet et la surface rugueuse
ne forment qu’une seule surface continue. Les temps de calcul et les machines informatiques
utilisées pour réaliser ce calcul ne sont pas mentionnés dans l’article mais la complexité de la
méthode est de O(N2) (où N est le nombre d’inconnues total de la scène). Çolak et al. évoquent
également dans ce papier les problèmes de convergence que peuvent rencontrer les méthodes
numériques dans une scène 3D. Ce problème intervient pour les méthodes de type Method of
Ordered Multiple Interactions (MOMI) et la méthode Generalized Forward Backward (GFB)
[116].

Le nombre restreint de résultats obtenus pour des scènes 3D montre toute la difficulté d’ap-
pliquer des méthodes rigoureuses. Le nombre d’inconnues peut très rapidement atteindre des
valeurs qui rendent le problème insoluble par une méthode rigoureuse. Notamment si la scène
est excitée à angle rasant14 et comporte un, voir plusieurs, obstacles de très grandes dimensions
par rapport à la longueur d’onde au-dessus d’une surface rugueuse bidimensionnelle. L’utilisa-
tion des méthodes asymptotiques est alors une parade à ces difficultés. Cependant il est très
important de noter que toute méthode asymptotique possède un domaine de validité restreint.
Il est toujours nécessaire de valider les modèles asymptotiques par des modèles de référence.
Mais pour des scènes 3D, cette validation est très difficilement réalisable, à moins de se posi-
tionner dans des configurations favorisant la diminution du nombre d’inconnues et en utilisant
des clusters de PC.

Il est de ce fait nécessaire de s’intéresser dans un premier temps au cas plan (une scène
2D) afin de pouvoir développer des modèles de référence plus facilement applicables puisque le
nombre d’inconnues est considérablement réduit. La validité des modèles asymptotiques pourra
donc être testée en 2D, et ces modèles pourront ensuite être étendus au cas 3D.

Quant au choix des méthodes asymptotiques à utiliser, il faut dissocier l’étude de la surface
rugueuse et de l’objet. Pour la surface de mer, de nombreux modèles existent et permettent
une résolution rapide du problème de la diffusion. Les méthodes les plus intéressantes sont
les méthodes “unifiées” (voir 1.4.3) comme la SSA par exemple. D’autres modèles permettent
quant à eux une résolution plus simple du problème, mais avec un domaine de validité très
restreint. C’est le cas de l’approximation du plan tangent (l’Optique Physique), de la Small
Perturbation Method ou encore du modèle de Ament. Leurs utilisations dépendent surtout du
domaine d’étude qui devra être inclus dans le domaine de validité de la méthode choisie. Pour
l’objet, aucun modèle asymptotique n’avait été proposé pour le calcul de la diffraction par des
réflecteurs polyédriques. Cependant, et nous le verrons plus en détail plus loin dans ce manuscrit,
la diffraction du réflecteur peut être ramenée à la somme de la diffraction par chacun des trièdres
composant le réflecteur. Or deux équipes [78, 79, 80] ont proposé un modèle similaire pour la
diffraction par un trièdre grand devant la longueur d’onde. Ce modèle est basé sur les méthodes de
l’OP pour tenir compte des Simples Réflexions (SR), de l’OG combinée à l’OP pour tenir compte
des Doubles et Triples Réflexions (DR et TR) ainsi que la Méthode des Courants Equivalents
pour les Simples Diffractions d’arêtes (SD). Ce modèle asymptotique est analytique, permettant
de ce fait une évaluation rapide de la signature électromagnétique polarimétrique bistatique du

14Nous verrons dans le chapitre 2 pourquoi un angle rasant d’excitation implique une augmentation du nombre
d’inconnues.
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trièdre avec une bonne précision. Ce modèle sera donc généralisé et appliqué pour l’évaluation
de la signature de réflecteur polyédrique.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons brièvement rappelé quelques éléments d’électromagnétisme né-
cessaires à la résolution de notre problème. Des notions et des définitions permettant de carac-
tériser le pouvoir réflecteur d’obstacles et de surfaces ont été évoquées, telles celles du coefficient
de diffusion, de la SER et de la signature polarimétrique. Les méthodes les plus populaires pour
résoudre les problèmes de diffusion d’onde ont été succinctement présentées et classifiées. Afin
de pouvoir préciser le choix dans les méthodes à utiliser, la scène étudiée pour le cas 2D et 3D
a finalement été décrite en définissant les réflecteurs ainsi que la caractérisation et la génération
d’une surface rugueuse. Avant de s’attaquer au problème plus réaliste d’une scène 3D, il convient
de parfaitement mâıtriser le cas 2D. Cela permettra notamment de bien comprendre les phéno-
mènes physiques mis en jeu en co-polarisations, ainsi que de réduire significativement le nombre
d’inconnues. Avec moins d’inconnues dans le problème, nous verrons notamment que des mé-
thodes numériques rigoureuses seront développées et valideront ainsi les modèles asymptotiques
mis en œuvre.
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Chapitre 2

Diffusion par un diffuseur placé en
espace libre - cas scalaire

L
e premier chapitre a présenté les principaux outils nécessaires
pour modéliser la diffraction par un objet de forme quelconque.
Dans ce chapitre, ces outils seront appliqués, dans un premier

temps, pour caractériser la diffusion par une surface rugueuse seule. La
diffraction par un obstacle en espace libre sera ensuite exposée en com-
mençant par le cas canonique du cylindre infini ; ceci validant la méthode
rigoureuse entreprise. Cette méthode de référence servira finalement à
valider le modèle asymptotique analytique proposé pour la diffraction par
une croix en espace libre. Mener l’étude sur des problèmes 2D, permettra
de comprendre les phénomènes physiques mis en jeu et d’acquérir une
mâıtrise des méthodes de modélisation afin d’envisager par la suite la
diffusion par des scènes plus complexes.

2.1 Diffusion par une surface rugueuse monodimensionnelle

Commençons tout d’abord par étudier la diffusion par une surface rugueuse. Ce problème
n’est pas simple, et de nombreuses études ont été réalisées. Comme nous l’avons vu dans le
chapitre 1, des méthodes permettent d’évaluer la diffusion par une surface rugueuse. Nous dispo-
sons notamment des méthodes rigoureuses (voir paragraphe 1.4.1) mais également de méthodes
asymptotiques spécifiques à ces surfaces (voir paragraphe 1.4.3). Afin de disposer d’une mé-
thode de référence pour valider des modèles asymptotiques il est primordial de résoudre dans un
premier temps le problème de la diffusion par une méthode rigoureuse. Dans le chapitre 1 nous
avons eu l’occasion de voir rapidement un panel de méthodes dites “exactes”. Puisque dans notre
étude les milieux sont considérés comme étant homogènes, une méthode par formulation inté-
grale semble appropriée (voir paragraphe 1.4.1.2). Un moyen de résoudre ces équations intégrales
est la MdM. C’est l’objet de la section suivante.
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2.1.1 Diffusion par une surface rugueuse monodimensionnelle par la Méthode
des Moments

Comme nous l’avions évoqué au paragraphe 1.4.1.2, la méthode des moments est basée sur
une discrétisation des équations intégrales. Celles-ci s’obtiennent à partir de la représentation
intégrale des champs sur la surface, abordée au paragraphe 1.2.2.

2.1.1.1 Équations intégrales - cas d’une surface parfaitement conductrice

Considérons l’équation (1.26) où l’objet de surface S est un conducteur parfait. Alors dans
le cas Transverse Electrique (TE), le champ total ψ vérifie la condition aux limites de Dirichlet
(obtenue à partir des équations (1.13c) et (1.22)) :

ψ(r)|r∈S = 0, (2.1)

et, dans le cas Transverse Magnétique (TM), la condition aux limites de Neumann (obtenue à
partir des équations (1.13c), (1.1b) et (1.23)) :

∂ψ(r)
∂n

|r∈S = 0, (2.2)

où
∂•
∂n

est la dérivée normale d’une grandeur scalaire qui délivre comme résultat une grandeur
scalaire. La dérivée normale du champ est définie par :

∂ψ(r)
∂n

= n̂ ·∇rψ, (2.3)

où ∇rψ est le gradient par rapport à r de ψ. Ainsi, à partir des équations (1.26) et (2.1)
on obtient l’équation intégrale du champ électrique généralement nommée EFIE (pour Electric
Field Integral Equation) pour le cas TE :

(EFIE TE) ψi(r′) = +
∫
S
g0(r, r′)

∂ψ(r)
∂n

ds ∀r, r′ ∈ S. (2.4)

En évaluant la dérivée normale de cette équation on obtient alors l’équation intégrale du champ
magnétique généralement nommée MFIE (pour Magnetic Field Integral Equation) toujours pour
le cas TE :

(MFIE TE)
∂ψi(r′)
∂n′

=
1
2
∂ψ(r′)
∂n′

+−
∫
S

∂g0(r, r′)
∂n′

∂ψ(r)
∂n

ds ∀r, r′ ∈ S. (2.5)

La dérivée normale de la fonction de Green en r = r′ présente une singularité. Pour pallier ce
problème, l’intégrale est décomposée en deux : le terme (1

2
∂ψ(r′)
∂n′ ) et une intégrale prise au sens

de la valeur principale de Cauchy [95] définie ainsi :

−
∫ b

a
f(x) dx = lim

ε→0

[∫ c−ε

a
f(x) dx +

∫ b

c+ε
f(x) dx

]
. (2.6)

Pour le cas TM, toujours en utilisant l’équation (1.26) mais en utilisant la condition aux
limites de Neumann (2.2) on obtient la MFIE en TM :

(MFIE TM) ψi(r′) =
1
2
ψ(r′)−−

∫
S

∂g0(r, r′)
∂n

ψ(r) ds ∀r, r′ ∈ S, (2.7)
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et si l’on applique l’opérateur ∂•
∂n′ , on obtient la EFIE TM :

(EFIE TM)
∂ψi(r′)
∂n′

= −−
∫
S

∂g0(r, r′)
∂n∂n′

ψ(r) ds ∀r, r′ ∈ S. (2.8)

Ces équations intégrales font clairement apparâıtre que l’inconnue recherchée est à la fois
dans l’intégrande et résultat de l’intégrale. Pour résoudre un tel système, il convient d’utiliser la
Méthode des Moments.

2.1.1.2 Discrétisation par la Méthode des Moments et résolution

La Méthode des Moments (MdM) permet de résoudre un problème linéaire de la forme
Lf = g où L est un opérateur intégral ou intégro-différentiel linéaire, f est l’inconnue et g une
fonction donnée. Dans notre cas l’inconnue est le champ ψ en TM (voir (2.7) et (2.8)) et la
dérivée normale du champ en TE (voir (2.4) et (2.5)). Et g est le champ incident ψi pour les
équations (2.4) et (2.7). La fonction recherchée f est projetée sur une base de fonctions {fn} (les
fonctions de projection ou fonctions de base). f est donc approchée par une somme de fonctions
de base pondérées par des coefficients an à déterminer :

f ' f̃ =
N∑
n=1

anfn. (2.9)

Une nouvelle équation est obtenue en remplaçant cette approximation dans Lf = g où une erreur
de troncature sur la somme εN est introduite, supposée nulle dans la suite. Cette nouvelle équa-
tion est ensuite projetée sur une base de fonctions {wm}m=1..M (fonctions test) qui permettent
de minimiser l’influence de l’erreur εN . On obtient finalement une équation matricielle Z̄X = b
où Z̄ est la matrice impédance. Cette équation peut également s’écrire sous la forme :

N∑
n=1

Zm,nXn = bm ∀m = 1..N, (2.10)

où N est le nombre d’échantillons de la surface, Xn représente les inconnues sur la surface et bm
la donnée du problème, à savoir le champ incident exprimé sur la surface :

CAS TE : Xn =
∂ψ(rn)
∂n

CAS TM : Xn = ψ(rn)

, (2.11)

bm = ψi(rm), (2.12)

où rn (point source sur la surface) et rm (point d’observation sur la surface) sont des vecteurs
exprimant, respectivement, la position des points d’indices n et m de la surface :

rn = xnx̂ + znẑ

xn = −L
2 + (n− 1

2)∆x, n = 1..N
, (2.13a)


rm = xmx̂ + zmẑ

xm = −L
2 + (m− 1

2)∆x, m = 1..N
. (2.13b)
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L est la longueur de la surface, ∆x est le pas d’échantillonnage égal à L/N , et les hauteurs de
la surface rugueuse zn et zm sont générées par la méthode spectrale vue au paragraphe 1.5.2.2
par l’équation (1.66). Dans l’équation (2.10), Zm,n est l’élément de la ligne m et colonne n de
la matrice impédance Z̄ de dimension N × N . Cette matrice dépend de l’équation intégrale
qui a été choisie pour aboutir à l’équation (2.10) ainsi que du choix des fonctions de base et
des fonctions test. En effet plusieurs options sont possibles [5], le choix optimal résulte d’un
compromis entre un gain de temps (le nombre d’inconnues peut augmenter si les fonctions de
projection ne sont pas bien adaptées au problème), une précision suffisante et une simplicité
de mise en œuvre. C’est pourquoi nous retenons dans ce manuscrit la méthode des moments
par collocation où les fonctions test wm sont des fonctions de Dirac et les fonctions de base fn
sont des fonctions rectangles (aussi nommées pulse basis functions en anglais). Considérant que
pour le cas d’une surface rugueuse, la normale est orientée vers le milieu incident donc vers les
z positifs (la normale s’exprime donc n̂ = −γx̂+ẑ√

1+γ2
où γ = z′(x) = dz

dx est la pente au point

d’abscisse x) ; la matrice impédance pour la EFIE TE est nommée Z̄Dirichlet et l’expression de
ses coefficients est donnée par

EFIE TE : ZDirichlet
m,n =

i∆xαn
4


1 + 2i

π ln (0.164k0αm∆x) pour m = n

H
(1)
0 (k0 ‖rn − rm‖) pour m 6= n

, (2.14)

où
αn =

√
1 + (γn)

2 , γn =
∂zn
∂xn

. (2.15)

Et pour la MFIE TM, la matrice impédance est nommée Z̄Neumann et l’expression de ses coeffi-
cients est donnée par

MFIE TM : ZNeumann
m,n =


+1

2 −
∆x
4π

(γm)′

1+(γm)2
pour m = n

− ik0∆x
4

H
(1)
1 (k0‖rn−rm‖)
‖rn−rm‖ [γn(xn − xm)− (zn − zm)] pour m 6= n

,

(2.16)
où (γ)′ = ∂γ

∂x . En résumé, pour une surface parfaitement conductrice, pour une onde incidente
polarisée en TE le champ total sur la surface s’annule (condition de Dirichlet vue à l’équation
(2.1)) et X représente alors la dérivée normale du champ total (voir (2.11)). La matrice im-
pédance Z̄ est définie par la discrétisation par la MdM de l’EFIE TE et donnée par (2.14).
Connaissant le champ incident sur la surface b et la matrice Z̄, on peut déterminer l’inconnue
par inversion de la matrice impédance :

X = Z̄
−1

b. (2.17)

On aboutit exactement au même système pour une onde incidente polarisée en TM, mis à part
que la matrice impédance est cette fois définie par la discrétisation par la MdM de la MFIE TM
et donnée par (2.16). X représente le champ total sur la surface (voir (2.11)), la dérivée normale
du champ total s’annulant avec la condition aux limites de Neumann vue à l’équation (2.2).

La méthode classique pour réaliser l’inversion de l’équation (2.17) est de décomposer la ma-
trice impédance en deux matrices L̄ (pour“Low”) et Ū (pour“Up”), respectivement triangulaires
inférieure et supérieure :

Z̄ = L̄Ū . (2.18)

Cette “décomposition LU”permet ensuite de pouvoir inverser par substitution les deux matrices
L̄ et Ū pour finalement obtenir X avec (2.17). En ne comptant que les multiplications, plus
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coûteuses en temps de calcul que les additions, le nombre d’opérations de cette méthode est de
l’ordre de O(N3). A noter que dans ce manuscrit, par abus de langage, nous parlerons de MdM
en sous-entendant que le système obtenu est résolu par une décomposition LU.

Les matrices impédances ont été précédemment données, il reste à définir l’expression de
l’onde incidente afin de connâıtre le champ incident exprimé sur la surface (sur chaque échan-
tillon).

2.1.1.3 Onde de Thorsos
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Fig. 2.1 – Définition de θi et θs
pour une scène 2D. Ces angles
orientés sont illustrés ici dans
leur sens positif.

Comme nous l’avons indiqué au paragraphe 1.5.2.2, la
surface générée (sur laquelle les équations intégrales discré-
tisées sont appliquées) est d’étendue finie. Si cette surface
est excitée par une onde plane, les extrémités de la surface
seront également éclairées ce qui induira un “effet de bord”.
C’est en fait le phénomène de diffraction que l’on rencontre
quand on étudie la diffraction par une plaque. Mais contrai-
rement au cas de la plaque, ici, ce phénomène n’a pas lieu
d’être puisque la surface de mer est supposée être de lon-
gueur infinie. Pour s’affranchir de ce problème, une solution
est de faire en sorte que le faisceau incident éclaire princi-
palement la région centrale de la surface et que les champs
surfaciques aux extrémités soient nuls. Or, l’onde plane (ren-
voyant à l’équation 1.6a) est bien solution de l’équation de
propagation mais elle est d’étendue infinie et ne répond donc

pas à cette contrainte. L’onde incidente ψi doit donc être définie d’une autre manière. Pour cela,
Thorsos [117] a proposé l’expression suivante :

ψi(r) = eiki·r︸ ︷︷ ︸
Onde plane

e
− (x+z tan θi)

2

g2︸ ︷︷ ︸
Terme d’atténuation

eiw(r)ki·r︸ ︷︷ ︸
Terme correctif

, (2.19)

avec w(r) =
[

2(x+z tan θi)
2

g2
− 1
]
/(kg cos θi)2 et l’angle θi est défini sur la figure 2.1. L’atténuation

est de forme gaussienne et s’effectue perpendiculairement à la direction de propagation portée
par le vecteur ki. Le terme correctif contenant w(r) permet à l’onde incidente de“mieux”vérifier
l’équation de Helmholtz. On peut d’ailleurs montrer que l’onde incidente proposée par Thorsos
vérifie l’équation de Helmholtz si kg cos θi >> 1 [1, 95]. Un critère est alors imposé 1

kg cos θi
≤ C,

avec C une constante petite par rapport à 1. Dans la littérature on trouve la valeur C = 0.037
[33, 118]. Cette condition n’est pas vérifiée :

– Pour des incidences rasantes (k et g sont fixes donc si θi → π/2 alors kg cos θi → 0)
– Si le paramètre g est trop petit par rapport à la longueur d’onde du milieu incident λ (cela

correspond à un faisceau trop étroit).
Finalement, à partir des équations (2.12) et (2.19), on peut connâıtre le champ incident sur
chaque échantillon de la surface afin de résoudre le système (2.17). Pour les calculs du coefficient
de diffusion, il est important de savoir évaluer la puissance de l’onde incidente sur la surface
rugueuse (voir équation (1.40)). L’obtention de son expression est donnée dans [95] (une étude
pour le cas des incidences rasantes est également exposée dans cet ouvrage) :

Pi =
cos θi
2η0

g

√
π

2

[
1− 1 + 2 tan2 θi

2k2g2 cos2 θi

]
, (2.20)
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où η0 est l’impédance d’onde dans le milieu incident.

Une autre manière de s’affranchir de ces effets de bord est de considérer un plan localement
perturbé, pouvant être excité par une onde plane, et sur lequel les équations intégrales sont
modifiées. Dans ces nouvelles équations intégrales, les inconnues sont les écarts des composantes
tangentielles des champs sur la surface par rapport à celles de la solution du plan [119]. Cette
méthode prometteuse est encore en cours d’élaboration et pourra être une solution envisageable
pour s’affranchir de l’utilisation de l’onde de Thorsos. Cette méthode serait particulièrement
intéressante pour le cas des incidences rasantes. En effet, avec l’onde de Thorsos, on choisit
classiquement g = L/6 pour obtenir l’atténuation sur les bords de la surface rugueuse de longueur
L, tandis que le critère g = 1/(0.037k cos(θi)) est également à respecter pour que l’onde vérifie au
mieux l’équation de Helmholtz. Ainsi pour θi = 20̊ , on obtient une longueur de surface de L ≈
28λ pour respecter les deux critères énoncés, soit N = 280 avec un échantillonnage de la surface
de ∆x = λ/10. Alors que pour θi = 89̊ , la longueur de surface est de L ≈ 1479λ pour respecter
les deux critères soit N = 14790 avec ∆x = λ/10. Ainsi, en incidence rasante, l’utilisation
de l’onde de Thorsos implique un très grand nombre d’inconnues. L’utilisation de méthodes
accélérées est alors primordiale. Dans cette thèse nous n’aborderons pas la problématique des
incidences rasantes même si les méthodes envisagées par la suite pourraient être utilisées pour
ces configurations extrêmes.

2.1.1.4 Coefficient de diffusion

Connaissant les expressions du champ incident et l’inverse de la matrice impédance, les
inconnues du problème, à savoir le champ total sur la surface (nul en TE) et sa dérivée normale
(nulle en TM), sont déterminées. L’utilisation du principe de Huygens (1.28) permet alors de
connâıtre le champ rayonné n’importe où dans l’espace d’étude. On rappelle ici l’expression du
coefficient de diffusion (voir paragraphe 1.3.2) :

σcd(θi, θs) = lim
r′→∞

r′ |ψs|2

2η0Pi
, (2.21)

où les angles θi et θs sont définis sur la figure 2.1. Dans la suite de ce manuscrit, les angles θi et
θs, pour des scènes 2D, seront toujours définis ainsi. Or lorsque r′ → ∞ nous pouvons utiliser
l’approximation de champ lointain (voir 1.2.2). Nous rappelons que sous cette hypothèse, la
fonction de Green peut être approximée en

g0(r, r′) ≈ ieik0r
′−iπ

4

2
√

2πk0r′
e−iks·r, (2.22)

et la dérivée normale de la fonction de Green en

∂g0(r, r′)
∂n

= n̂ ·∇rg0(r, r′) ≈ −in̂ · ksg0(r, r′). (2.23)

Ainsi le champ diffusé obtenu par le principe de Huygens devient

ψs(r′) =
iejk0r

′−iπ
4

2
√

2πk0r′
ψ∞s (θs), (2.24)

avec

ψ∞s (θs) =
∫
S

[
−iks · n̂ψ(r)− ∂ψ(r)

∂n

]
e−iks·r ds , (2.25)

66



Chapitre 2. Diffusion par un diffuseur placé en espace libre - cas scalaire

et
− iks · n̂ = ik0

γ sin θs − cos θs√
1 + γ2

. (2.26)

Puisque la normale est dirigée dans le milieu incident (et donc dans les z positifs pour une surface
rugueuse)

ks = k0

[
sin θs
cos θs

]
, n̂ =

1√
1 + γ2

[
−γ
1

]
. (2.27)

Comme
ds =

∣∣∣√1 + γ2 dx
∣∣∣ =√1 + γ2 dx , (2.28)

on obtient finalement

ψ∞s (θs) =
∫
S

{
ik0 [γ sin θs − cos θs]ψ(r)−

√
1 + γ2

∂ψ(r)
∂n

}
e−iks·r dx . (2.29)

Le coefficient de diffusion est alors donné par [95, 120]

σcd(θi, θs) =
1

16πη0k0

|ψ∞s (θs)|2

Pi
, (2.30)

où η0 et k0 sont l’impédance d’onde et le nombre d’onde dans le milieu incident, Pi est la
puissance incidente donnée par (2.20) dans le cas d’une onde de Thorsos.

2.1.1.5 Cas d’un milieu inférieur diélectrique

Étudions à présent le cas où le milieu inférieur est diélectrique (nous parlerons alors de
“surface diélectrique” par abus de langage). Le milieu Ω0 est le milieu incident (contenant l’onde
incidente) de permittivité εr0ε0 (où ε0 est la permittivité du vide). Dans ce manuscrit, le milieu
Ω0 sera toujours considéré comme assimilable au vide soit εr0 = 1. On définit dans le milieu Ω1,
de permittivité εr1ε0, le vecteur d’onde k1 de module k1 = ω

√
µ0ε0

√
µr1εr1. Nous supposerons

par la suite que le milieu inférieur est non magnétique et donc µr1 = 1. Contrairement au cas où
le milieu inférieur est parfaitement conducteur, le champ n’est pas nul sous la surface rugueuse, et
le champ transmis est alors également une inconnue du problème. Le terme de champ transmis
représente le champ diffusé dans le milieu inférieur tandis que le champ diffusé représente le
champ diffusé dans le milieu supérieur :{

ψ0 = ψi + ψs
ψ1 = ψtr

, (2.31)

où ψ0 et ψ1 représentent respectivement les champs totaux dans le milieu supérieur Ω0 et dans
le milieu inférieur Ω1. Ces champs sont reliés par les conditions aux limites (vues dans le cas
tridimensionnel au paragraphe 1.1.3) [92]. Ainsi à partir de (1.12c), (1.12d), (1.1b) :

ψ0(r) = ψ1(r)

∂ψ0(r)
∂n

=
1
ρ10

∂ψ1(r)
∂n

∀r ∈ S, (2.32)

où ρ10 = 1 dans le cas TE et ρ10 = εr1/εr0 dans le cas TM. A partir de l’équation (1.26)
et de l’équation intégrale exprimée dans le milieu Ω1 (l’analogue en 2D de l’équation (A.20) de
l’annexe A), il est possible de montrer qu’on obtient de nouvelles expressions liant le champ total
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sur la surface [95], noté ψ(r′) (= ψ0(r′) = ψ1(r′) d’après (2.32)), au champ incident exprimé
sur la surface ψi(r′). Elles s’expriment ∀r, r′ ∈ S :

ψi(r′) = +
1
2
ψ(r′)−−

∫
S

∂g0(r, r′)
∂n

ψ(r) ds +
∫
S
g0(r, r′)

∂ψ(r)
∂n

ds

0 = −1
2
ψ(r′)−−

∫
S

∂g1(r, r′)
∂n

ψ(r) ds + ρ10

∫
S
g1(r, r′)

∂ψ(r)
∂n

ds

. (2.33)

Chaque équation de ce système peut être décomposée en deux composantes : une concernant le
champ total sur la surface ψ et une pour la dérivée normale du champ total sur la surface ∂ψ

∂n .
Cette décomposition montre que pour une surface diélectrique, les équations intégrales s’écrivent
comme une combinaison linéaire des conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann, c’est
pourquoi nous retrouvons les termes de la EFIE TE (2.14) et la MFIE TM (2.16) :

ψi(r′) = +
1
2
ψ(r′)−−

∫
S

∂g0(r, r′)
∂n

ψ(r) ds︸ ︷︷ ︸
Neumann dans le milieu 0 →Ā

+
∫
S
g0(r, r′)

∂ψ(r)
∂n

ds︸ ︷︷ ︸
Dirichlet dans le milieu 0 →B̄

0 = −1
2
ψ(r′)−−

∫
S

∂g1(r, r′)
∂n

ψ(r) ds︸ ︷︷ ︸
Neumann dans le milieu 1 →C̄

+ρ10

∫
S
g1(r, r′)

∂ψ(r)
∂n

ds︸ ︷︷ ︸
Dirichlet dans le milieu 1 →D̄

. (2.34)

En appliquant la méthode des moments comme pour la surface parfaitement conductrice, on
aboutit au système discrétisé suivant :

∑N
n=1

(
Am,nψ(rn) +Bm,n

∂ψ(rn)
∂n

)
= ψi(rm) ∀m = 1..N∑N

n=1

(
Cm,nψ(rn) + ρ10Dm,n

∂ψ(rn)
∂n

)
= 0 ∀m = 1..N

, (2.35)

où Am,n, Bm,n, Cm,n et Dm,n sont les coefficients des quatre sous-matrices Ā, B̄, C̄ et D̄ toutes
de taille N×N . En comparant les équations (2.34) et (2.7), il est aisé de voir que la sous-matrice
Ā est en fait la matrice impédance obtenue dans le cas TM avec la MFIE pour une surface PC,
on a donc :

Am,n =


+

1
2
− ∆x

4π
(γm)′

1 + (γm)2
pour m = n

− ik0∆x
4

H
(1)
1 (k0 ‖rn − rm‖)
‖rn − rm‖

[γn(xn − xm)− (zn − zm)] pour m 6= n

. (2.36)

La sous-matrice B̄, quant à elle, est en fait la matrice impédance obtenue dans le cas TE avec
la EFIE pour une surface PC, on a donc :

Bm,n =
i∆xαn

4


1 +

2i
π

ln (0.164k0αm∆x) pour m = n

H
(1)
0 (k0 ‖rn − rm‖) pour m 6= n

. (2.37)

En tenant compte du changement de signe dans le terme dénommé “Neumann dans le milieu 1”
de l’équation (2.34), et que le milieu considéré est cette fois le milieu 1 (k0 est changé en k1), on
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obtient de même les coefficients des sous-matrices C̄ et D̄

Cm,n =


−1

2
− ∆x

4π
(γm)′

1 + (γm)2
pour m = n

− ik1∆x
4

H
(1)
1 (k0 ‖rn − rm‖)
‖rn − rm‖

[γn(xn − xm)− (zn − zm)] pour m 6= n

, (2.38)

et

Dm,n =
i∆xαn

4


1 +

2i
π

ln (0.164k1αm∆x) pour m = n

H
(1)
0 (k1 ‖rn − rm‖) pour m 6= n

. (2.39)

Le système discrétisé (2.35) peut également s’écrire sous la forme matricielle Z̄X = b où la
matrice Z̄ est de taille 2N × 2N :

Z̄ =
[

Ā B̄
C̄ ρ10D̄

]
. (2.40)

Le vecteur X de taille 2N × 1 représente les inconnues sur la surface à savoir le champ total
sur la surface ainsi que sa dérivée normale et le vecteur b de taille 2N × 1 contient le champ
incident :

X =



ψ(r1)
...

ψ(rN )
∂ψ(r1)
∂n
...

∂ψ(rN )
∂n


et b =



ψi(r1)
...

ψi(rN )
0
...
0


. (2.41)

Comme pour le cas d’une surface PC, l’inversion directe par décomposition LU permet d’évaluer
les valeurs de X. La complexité de la méthode est ici de O((2N)3). Connaissant le champ total
sur la surface ainsi que sa dérivée normale, l’utilisation du principe de Huygens (1.28) permet
de connâıtre le champ rayonné n’importe où dans l’espace d’étude. En champ lointain il est
préférable d’utiliser (2.29).

2.1.1.6 Approximation haute impédance

Si le milieu inférieur présente un module de permittivité très fort devant celui du milieu
incident, alors le nombre d’inconnues du système à résoudre peut devenir trop important. En
effet, dans le cas d’une surface diélectrique il convient de suréchantillonner la surface en choisis-
sant un pas ∆x plus petit1. Dans ce cas il convient d’approcher le système (2.33) par une seule
équation intégrale dont l’inconnue est soit ψ(r) ou ∂ψ(r)

∂n . L’hypothèse utilisée est la condition
d’impédance sur la surface (également appelée IBC pour Impedance Boundary Condition) et
permet de lier le champ total surfacique à sa dérivée normale par une loi de proportionnalité

1On pose généralement ∆x = λ1/10 où λ1 est la longueur d’onde dans le milieu diélectrique. En effet, dans le
milieu de l’objet, la fonction de Green a des variations spatiales beaucoup plus rapides que dans le milieu supérieur
du à la présence du terme k1 dans l’argument de la fonction de Hankel. Il convient alors de suréchantillonner la
surface. Or k1 = k0 |

√
εr1|, soit λ1 = λ0/ |

√
εr1|, alors ∆x = λ1/10 = λ0/(10 |√εr1|).
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[1, 95, 121] en fonction de la polarisation de l’onde :

Polarisation TE ψ(r) =
i

k0

√
εr0
εr1

∂ψ(r)
∂n

∀r ∈ S, (2.42)

Polarisation TM
∂ψ(r)
∂n

=
k0

i

√
εr0
εr1

ψ(r) ∀r ∈ S, (2.43)

avec
∣∣∣ εr0
εr1

∣∣∣ << 1. Dans le cas TE, le système (2.33) se simplifie alors en

ψi(r′) =
i

k0

√
εr0
εr1

{
1
2
∂ψ(r′)
∂n

−−
∫
S

∂g0(r, r′)
∂n

∂ψ(r)
∂n

ds
}

+
∫
S
g0(r, r′)

∂ψ(r)
∂n

ds , (2.44)

et dans le cas TM :

ψi(r′) =
1
2
ψ(r′)−−

∫
S

∂g0(r, r′)
∂n

ψ(r) ds +
k0

i

√
εr0
εr1

∫
S
g0(r, r′)ψ(r) ds . (2.45)

Ces deux équations peuvent s’écrire sous la forme matricielle Z̄X = b. La matrice impédance
de taille N ×N étant une combinaison linéaire des matrices Ā et B̄ :

Polarisation TE Z̄ = αĀ + B̄ avec α =
i

k0

√
εr0
εr1

, (2.46)

Polarisation TM Z̄ = Ā + βB̄ avec β =
k0

i

√
εr0
εr1

. (2.47)

Le vecteur b de taille N × 1 contient le champ incident ψi(rn) et le vecteur X de taille N × 1
contient les inconnues :

Polarisation TE : X =


∂ψ(r1)
∂n
...

∂ψ(rN )
∂n

 , Polarisation TM : X =

 ψ(r1)
...

ψ(rN )


(2.48)

b =

 ψi(r1)
...

ψi(rN )

 . (2.49)

La complexité de la méthode des moments avec inversion directe par décomposition LU
sous l’approximation IBC est identique au cas parfaitement conducteur, à savoir O(N3). Cette
approximation est très utile pour modéliser une mer réaliste puisqu’elle est considérée comme
Très Conductrice (TC) [122].

2.1.1.7 Vers une méthode dite exacte et rapide

Si l’angle d’incidence est rasant, le nombre d’inconnues peut rapidement augmenter. Lorsque
la matrice impédance est inversée par décomposition LU, le nombre d’inconnues ne peut excéder
2500 avec le logiciel Matlab sur un PC standard de bureau (processeur 3 GHz et 2 Go de mémoire
vive). Il est donc nécessaire d’accélérer le calcul par l’utilisation de méthodes numériques exactes
et rapides afin de diminuer la complexité de l’inversion matricielle et le stockage mémoire. L’idée
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est de s’affranchir de la décomposition LU en résolvant le système matriciel Z̄X = b par une
procédure itérative. Pour ce faire, plusieurs méthodes sont envisageables : La MOMI (Method
of Ordered Multiple Interactions) [123, 124] et la FB (Forward-Backward) [32, 125, 126] qui
distinguent, pour un point de la surface, les contributions des éléments situés à gauche et à
droite de ce point. La méthode BMIA (Banded Matrix Iterative Approach) [127, 128], et la
version améliorée, la BMIA/CAG (BMIA/CAnonical Grid)[33, 129] décomposent la matrice
impédance en une matrice bande représentant les interactions fortes et une matrice restante
pour les interactions faibles. On peut également citer la FMM (Fast Multipole Method), la
MLFMM (Multi Level FMM), [27, 28, 29, 30] et la SDFMM (Steepest Descent FMM), qui
sont basées sur le même principe. Cette décomposition en interactions fortes et faibles est aussi
utilisée dans la FB-SA (Forward-Backward + Spectral Acceleration) [31, 130, 131, 132, 133] qui
est basée sur la FB. La complexité de ces méthodes est comparée dans le tableau 2.1.

Tab. 2.1 – Comparaison de la complexité des méthodes de résolution du système matriciel
obtenu par la MdM.

Méthode Complexité
Décomposition LU, pivot de Gauss O(N3)

MOMI O(N2)
Forward-Backward O(N2)

FMM O(N3/2)
BMIA/CAG O(N log(N))

MLFMM O(N log(N))
SDFMM O(N)
FB-SA O(N)

De par sa complexité réduite très intéressante, notre choix s’est porté vers la FB-SA. Ce-
pendant, avant de comprendre l’utilisation de l’accélération spectrale, il est nécessaire de bien
comprendre la méthode Forward-Backward.

2.1.2 Forward-Backward - Spectral Acceleration (FB-SA)

2.1.2.1 Principe de la méthode Forward-Backward (FB)

La méthode Forward-Backward accélère le calcul de l’inversion matricielle Z̄
−1 et le produit

matrice-vecteur Z̄
−1

b qui s’ensuit. Cette méthode développée par Holliday et al. [32] pour une
surface PC a été étendue plus récemment au cas d’une surface diélectrique par Iodice [126].
La démarche de la méthode FB est de décomposer le vecteur “inconnues” X en contributions
nommées forward et backward. En supposant que l’onde incidente se propage de la gauche vers
la droite, pour tout point de la surface, les contributions forward Xf sont dues à la diffraction
de l’onde incidente par les points de la surface situés à gauche du point d’observation (le point
“observateur” sur la surface d’abscisse xm est à droite du point source d’abscisse xn : xm > xn).
Et les contributions backward Xb sont uniquement dues au rayonnement des points de la surface
situés à droite du point considéré (le point“observateur” sur la surface d’abscisse xm est à gauche
du point source d’abscisse xn : xm < xn).

La matrice impédance Z̄ est décomposée comme Z̄ = Z̄f + Z̄d + Z̄b. Z̄f est une matrice
triangulaire inférieure de diagonale nulle sensible aux contributions provenant de la gauche,
Z̄d est une matrice diagonale et Z̄b est une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle
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sensible aux contributions venant de la droite. Le système Z̄X = b peut alors s’écrire (Z̄f +
Z̄d + Z̄b)(Xb + Xf ) = b ou encore [32] :{

Z̄dXf = b− Z̄f
(
Xb + Xf

)
Z̄dXb = −Z̄b

(
Xb + Xf

) . (2.50)

Ce système d’équations est ensuite résolu par substitution itérative des contributions venant
de la gauche : le calcul de Xf est effectué en posant Xb = 0 dans la première équation du
système (2.50). Puis on calcule les contributions venant de la droite Xb, en connaissant Xf

calculé précédemment, avec la deuxième équation du système (2.50). On réitère ensuite le calcul
de Xf avec la première équation du système (2.50) en connaissant Xb calculé précédemment
et ainsi de suite. Pour plus de détails sur cette procédure itérative, la lecture de [32, 120, 134]
est conseillée. Précisons tout de même que la complexité de la méthode pour chaque itération
et pour les calculs de Xf et Xb est 2

∑N−1
n=1 n = N(N − 1) soit O(N2) pour N grand.

Pour le cas d’un milieu inférieur diélectrique, nous rappelons que la matrice impédance s’écrit

Z̄ =
[

Z̄A Z̄B

Z̄C ρ10Z̄
D

]
. (2.51)

Ainsi, la première ligne de l’équation (2.50) est représentée schématiquement sur la figure
2.2 conduisant à un système de deux équations dont les inconnues sont {X1f

i , X2f
i } (i ∈

[2;N ]) [126, 120, 134]. {X1bf ,X2bf} sont des vecteurs de longueur N et Xbf = Xb +

Xf =
[
X1bf t X2bf t

]t
est un vecteur de longueur 2N (l’exposant t désigne la transpo-

sée). {Z̄d,A, Z̄d,B, Z̄d,C , Z̄d,D} sont des matrices diagonales obtenues à partir des matrices
{Z̄A, Z̄B, Z̄C , Z̄D}. {Z̄f,A, Z̄f,B, Z̄f,C , Z̄f,D} sont des matrices triangulaires inférieures ob-
tenues à partir des matrices {Z̄A, Z̄B, Z̄C , Z̄D}.

Le système d’équations de la figure 2.2 est résolu suivant la même procédure itérative que dans
le cas PC, expliquée précédemment. La substitution itérative des contributions fait intervenir
le calcul de la contribution “backward” (très similaire à celui établi sur la figure 2.2 pour le cas
“forward”), dans lequel des matrices triangulaires supérieures, {Z̄b,A, Z̄b,B, Z̄b,C , Z̄b,D}, sont
considérées.

Notons que la convergence est donnée par l’ordre de la méthode FB : PFB, qui est le nombre
d’itérations réalisées pour obtenir les valeurs du vecteur contenant les inconnues X.

2.1.2.2 Principe de la Spectral Acceleration (SA)

Afin d’accélérer le produit matrice-vecteur, la procédure NSA (Novel Spectral Accele-
ration)2 combinée à la méthode FB a été proposée par Chou, Johnson et Torrungrueng
[31, 130, 131, 132, 133]. Son principe repose sur la décomposition spectrale de la fonction de
Green scalaire pour calculer les interactions lointaines entre deux points de la surface. Dans un
premier temps, les interactions entre les points de la surface sont séparées en interactions fortes et
interactions faibles. Cela revient à décomposer la matrice impédance en deux sous matrices, dont
l’une correspond aux interactions fortes (éléments de la matrice près de la diagonale) et l’autre
aux interactions faibles. Le paramètre xd0 est alors introduit et est défini comme la distance
horizontale séparant ces deux types d’interactions. Considérons le cas TE. D’après l’équation

2La méthode porte originalement ce nom, cependant nous avons choisi ici de supprimer le qualificatif “novel”
bien qu’il s’agisse de la même méthode, nous parlons alors de Spectral Acceleration dont l’acronyme est alors SA.
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Fig. 2.2 – Illustration du calcul du produit matriciel Z̄dXf = b′ − Z̄fXbf (b′ = [b 0], Xbf =

Xb+Xf et Xbf =
[
X1bf t X2bf t

]t
qui est un vecteur de longueur 2N) de la méthode Forward-

Backward pour un milieu inférieur diélectrique. Les inconnues sont {X1f
i , X2f

i } avec i ∈ [2;N ].
Pour le premier ordre, Xb = 0.

(2.14) et la procédure de la FB évoquée ci-dessus, la contribution des sources localisées en rn si-
tuées à gauche d’un point de réception situé en rm (xm > xn, cela correspond aux contributions
Forward) s’écrit

Xf
m =

m−1∑
n=1

XnAnH
(1)
0 (k ‖rn − rm‖) , (2.52)

où An = i∆x
√

1+γ2
n

4 . Seuls les indices de la somme changent pour l’expression des contributions
Backward Xb

m sur un point en rm (xm < xn). Ces contributions, exprimées à l’équation (2.52),
peuvent se décomposer en interactions fortes et faibles :

Xf
m =

m−Ns−1∑
n=1

XnAnH
(1)
0 (k ‖rn − rm‖)︸ ︷︷ ︸

Interactions faibles⇒ SA

+
m−1∑

n=m−Ns

XnAnH
(1)
0 (k ‖rn − rm‖)︸ ︷︷ ︸

Interactions fortes⇒ FB

, (2.53)

où Ns est la partie entière de xd0/∆x, dénotant le nombre d’éléments qui interagissent forte-
ment avec le m-ième élément (considéré comme point observateur). Dans la procédure itérative
de la méthode FB-SA, pour les contributions Forward et Backward, les interactions fortes sont
calculées de manière exacte, c’est à dire en appliquant la méthode FB classique présentée précé-
demment. Alors que la contribution des interactions faibles est évaluée de manière approchée en
appliquant la SA. Cette accélération spectrale fait intervenir la décomposition spectrale suivante
de la fonction de Green :

H
(1)
0 (k ‖rn − rm‖) =

1
π

∫
Cφ

eik[(xn−xm) cosφ+(zn−zm) sinφ]dφ

=
1
π

∫
Cφ

eik‖rn−rm‖ cos(φ−φs)dφ, (2.54)

où le contour d’intégration Cφ = [−π
2 + i∞;−π

2 [∪[−π
2 ; +π

2 ]∪] + π
2 ; +π

2 − i∞] est présenté sur la
figure 2.3.
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Chapitre 2. Diffusion par un diffuseur placé en espace libre - cas scalaire

Fig. 2.3 – Contour d’intégration de la fonction de Green scalaire H(1)
0 dans le plan complexe φ.

Cφ est le contour d’origine et Cδ le contour déformé. Pour le cas plan, δ = π/4.

Pour obtenir une convergence de la méthode, une déformation du contour d’intégration Cφ
est ensuite réalisée en utilisant le chemin Cδ de plus grande pente [31] (“steepest descent path”).
Par exemple pour une surface plane, zm−zn = 0, le chemin correspondant est illustré sur la figure
2.3, pour lequel l’angle δ = π/4. La contribution de l’intégrande de (2.54) est alors significative
au voisinage du point selle φs défini par φs = arctan

(
zn−zm
xn−xm

)
∈ R le long du chemin Cδ.

Physiquement, l’angle φs donne la direction du rayon connectant deux points d’abscisses xn et
xm. En s’écartant du point selle, l’angle devient complexe produisant alors une décroissance
exponentielle de l’intégrande. Numériquement, ce chemin est très intéressant car la région pour
laquelle l’intégrande contribue est plus petite que celle définie par Cφ. De plus, pour cette région
l’intégrande oscille peu, facilitant l’intégration numérique. Le contour déformé Cδ passant par
φs est alors caractérisé par l’angle δ (au voisinage de φs, le contour étant approximé par un
segment de droite de pente tan δ), φmax et le pas d’intégration ∆φ sur l’intervalle [−φmax;φmax]
(figure 2.3).

Puisque zn−zm est une variable aléatoire, il existe un ensemble de points selles {φs} associés
à plusieurs contours {Cφ}. On a donc φs ∈ [−φs,max;φs,max], où l’angle φs,max (figure 2.3) est
défini par

φs,max = arctan
[
zmax − zmin

xd0

]
. (2.55)

Le secteur angulaire [0;φs,max] (sur la distance horizontale xd0) correspond physiquement à la
région éclairée (“lit” en anglais, figure 2.4) qui est analogue à la région pour laquelle l’approxi-
mation de l’optique géométrique est valide (l’angle φ peut être considéré comme réel).

Les paramètres {φmax, tan δ} qui définissent le nouveau contour d’intégration Cδ, sont donnés
par [120, 132, 133]

φmax = min

φs,max

2
+

√
φ2
s,max

4
+

bseuil

kRd0 tan δ
;
π

2

 , (2.56)

tan δ = min
(

4aseuil

kRd0φ2
s,max

; 1
)
, (2.57)
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Fig. 2.4 – Interprétation géométrique des zones éclairée et ombrée dans l’approche SA. Le point
courant est le point de réception (indice m) excité par un ensemble de points sources (indice n).

Rd0 =
√
x2
d0 + (zmax − zmin)

2. (2.58)

Avec typiquement3 bseuil = 6 , aseuil = 5 et xd0 = 3Lc (car la distance au delà de laquelle les
interactions peuvent être considérées comme faibles est de l’ordre de la longueur de corrélation
des hauteurs de la surface Lc [120]). Finalement, l’intégrale suivant φ peut être approximée
par une somme sur un nombre limité d’angles complexes {φp, p = −Q..Q}. Ainsi, la fonction de
Hankel peut être approximée comme une superposition d’ondes planes au nombre de 2Q+1 = 33
(car typiquement la valeur Q = 16 est posée) le long du chemin Cδ, dont les paramètres sont
donnés par les équations (2.55), (2.56), (2.57) et (2.58). La conséquence sur le produit matrice-
vecteur est que les interactions faibles vont s’exprimer comme une somme uniquement sur Q car
une relation de récurrence apparait. Le même raisonnement, et finalement la même déformation
de contour, peuvent être appliqués pour le cas TM, et pour les contributions Backward.

Il est possible de montrer que pour chaque itération de la méthode FB, le calcul des in-
teractions fortes requiert NNs opérations. Les interactions faibles demandent quant à elles,
5(2Q+ 1)(N −Ns) multiplications. Pour N grand, la complexité de la FB-SA est de O(N) au
lieu de O(N2) pour la FB. Il est conseillé de lire [31, 120, 130, 133] pour plus de détails sur la
méthode.

Pour un milieu inférieur diélectrique, la FB fait intervenir 4 sous-matrices dans le calcul des
contributions Forward et Backward. Ces sous-matrices sont identiques aux matrices impédances
d’une surface parfaitement conductrice dans les cas TE et TM dans les milieux 0 et 1. Par
conséquent, l’extension de l’approche FB-SA au cas diélectrique ne semble pas poser de problème
théorique particulier. En revanche, sa programmation en demeure plus difficile. Iodice [126] dans
son article étend la méthode FB au cas diélectrique mais ne présente pas la FB-SA. Ce n’est
que très récemment, que l’utilisation de la FB-SA sur une surface diélectrique a été publiée
[134, 135, 136, 137].

Il convient maintenant d’étudier la convergence des méthodes FB et FB-SA, en considérant
dans un premier temps une surface gaussienne. Dans ce manuscrit, et par abus de langage, une
surface rugueuse dite “gaussienne” correspond à une surface obéissant à un processus gaussien
(distribution des hauteurs gaussienne) centré de corrélation des hauteurs gaussienne.

3Ces valeurs résultent d’un compromis entre atténuer fortement le module de l’intégrande de (2.54) (quand
aseuil et bseuil sont grands) et forcer sa phase à osciller lentement (quand aseuil et bseuil sont petits) [120].
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2.1.2.3 Convergence des méthodes FB et FB-SA pour une surface gaussienne

Afin de tester la convergence des méthodes, l’erreur relative sur les inconnues sur la surface
notée εX est introduite :

εXFB =

∥∥∥X(PFB)
FB −XLU

∥∥∥
‖XLU‖

, (2.59)

où X
(PFB)
FB est le vecteur contenant les inconnues sur la surface obtenu par la méthode FB à l’ordre

PFB (nombre d’itérations dans la procédure de la FB). XLU est le vecteur contenant les inconnues
sur la surface obtenu par la MdM avec inversion directe par décomposition LU qui est la méthode
de référence. Pour une surface PC ou TC, X représente soit le champ total sur la surface ψ (cas
TM) soit la dérivée normale du champ total sur la surface ∂ψ

∂n (cas TE) (équations (2.11) et
(2.48)). Pour une surface diélectrique, X est une concaténation de ces inconnues surfaciques
(équation (2.41)). Ainsi, l’erreur relative est calculée pour X = [ψ(r1) . . . ψ(rN )]t puis pour

X =
[
∂ψ(r1)
∂n . . . ∂ψ(rN )

∂n

]t
(l’exposant t désigne la transposée) et l’erreur relative la plus grande

est retenue. La norme d’un vecteur U , nécessaire pour le calcul de l’équation (2.59), est définie

comme ‖U‖ =
√∑N

i=1 |Ui|
2. De même il est possible de calculer l’erreur relative sur le coefficient

de diffusion :

εσFB =

∥∥∥σ(PFB)
FB − σLU

∥∥∥
‖σLU‖

, (2.60)

εσFB-SA =

∥∥∥σ(PFB)
FB-SA − σLU

∥∥∥
‖σLU‖

, (2.61)

où σ est le vecteur contenant les coefficients de diffusion calculés en fonction de l’angle d’ob-
servation θs. L’ordre PFB est choisi selon un critère indiquant l’obtention de la convergence de
la méthode FB. Ce critère est d’avoir une erreur relative, sur le champ total sur la surface et
sur sa dérivée normale, inférieure à 1% : εXFB < 10−2. Le tableau 2.2 présente l’ordre PFB obtenu
avec ce critère de convergence, pour une réalisation (un seul profil généré) de surface rugueuse
“gaussienne”. La longueur de corrélation de la surface est Lc = 2λ0, sa longueur est L = 120λ
(N = 1200), et le pas d’échantillonnage vaut ∆x = λ/10 (avec λ = λ0 pour une surface PC et
λ = λ1 = λ0/

∣∣√εr1∣∣ pour une surface diélectrique), et enfin g = L/6 pour l’onde de Thorsos. Les
valeurs sont données pour les deux polarisations (TE et TM) en fonction de l’écart-type des hau-
teurs normalisé σz/λ0 et pour cinq scènes différentes (surface PC ou diélectrique, permittivités
relatives εr1 différentes, angles d’incidence différents).

Le tableau 2.3 présente l’ordre PFB obtenu sous le critère de convergence εXFB < 10−3.

Suivant les différents paramètres de la scène, à partir des tableaux 2.2 et 2.3, il est possible
de dégager quelques caractéristiques de la convergence de la méthode FB :

– la méthode FB converge très rapidement pour une surface PC en polarisation TM,
– l’ordre PFB est très peu sensible à l’écart-type des hauteurs et à l’angle d’incidence,
– pour une surface diélectrique, lorsque |εr1| augmente, l’ordre augmente en polarisation TE

alors qu’il reste quasiment constant en TM.
Afin d’illustrer cette convergence, le coefficient de diffusion est tracé sur les figures 2.5 et 2.6
en considérant les cas (a) (angle d’incidence θi = 0̊ et surface PC) et (c) (angle d’incidence
θi = 0̊ et surface diélectrique avec εr1 = 2 + 0.01i) du tableau 2.2 et un écart-type des hauteurs
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Tab. 2.2 – Ordre PFB pour εXFB < 10−2 pour les polarisations TE et TM, pour cinq cas considérés
et en fonction de σz/λ0. Longueur de corrélation Lc = 2λ0, pas d’échantillonnage ∆x = λ/10,
longueur de la surface L = 120λ (N = 1200) (avec λ = λ0 pour une surface PC et λ = λ1 =
λ0/

∣∣√εr1∣∣ pour une surface diélectrique) et g = L/6 pour l’onde de Thorsos.
XXXXXXXXXXXθi en ,̊ εr1

σz/λ0 0.1
TE-TM

0.5
TE-TM

1
TE-TM

1.5
TE-TM

2
TE-TM

(a) : 0, i∞ (PC) 5-1 5-1 6-2 6-2 7-3
(b) : 60, i∞ (PC) 6-1 6-1 6-2 6-2 6-2
(c) : 0, 2 + 0.01i 5-4 5-4 5-5 5-5 6-6
(d) : 60, 2 + 0.01i 5-5 5-5 5-5 5-5 6-6
(e) : 0, 10 + i 8-5 8-5 8-5 10-5 10-5

Tab. 2.3 – Mêmes variations que le tableau 2.2 mais avec le critère εXFB < 10−3.
XXXXXXXXXXXθi en ,̊ εr1

σz/λ0 0.1
TE-TM

0.5
TE-TM

1
TE-TM

1.5
TE-TM

2
TE-TM

(a) : 0, i∞ (PC) - 7-1 7-2 8-2 9-3 10-4
(b) : 60, i∞ (PC) - 9-1 9-2 9-2 9-3 13-3
(c) : 0, 2 + 0.01i 7-6 7-6 7-7 8-7 10-9
(d) : 60, 2 + 0.01i 8-7 8-7 8-7 8-7 9-9
(e) : 0, 10 + i 12-8 12-7 13-7 15-8 14-8

σz = 2λ0 et xd0 = 3Lc pour la FB-SA. Les autres paramètres de la scène sont les mêmes que
ceux du tableau 2.2.

Sur la figure 2.5, la comparaison est réalisée entre la méthode FB et la MdM (sous-entendu
avec inversion directe par décomposition LU) tandis que sur la figure 2.6 la comparaison est
effectuée entre la méthode FB-SA et la MdM.

Sur la figure 2.5, on remarque que lorsque l’ordre PFB augmente l’erreur relative diminue
et le coefficient de diffusion calculé par la FB converge vers celui de la MdM. Le dernier ordre
tracé sur chaque sous-figure assure la convergence du champ total sur la surface et de sa dérivée
normale avec une erreur relative inférieure à 1%, il est donné par le tableau 2.2. Déchamps et
al. [136] ont récemment montré que la méthode FB converge si la norme (égal au maximum du
module de ses valeurs propres), également nommé le rayon spectral, de la matrice caractéristique
suivante

M̄FB =
(
Z̄d + Z̄f

)−1
Z̄f
(
Z̄d + Z̄b

)−1
Z̄b, (2.62)

est strictement inférieure à un. Z̄d est une matrice de taille 2N×2N (ou N×N pour une surface
PC) construite à partir de la diagonale des matrices Ā, B̄, C̄ et D̄, toutes de taille N ×N . De
la même manière, {Z̄f , Z̄b} sont des matrices de taille 2N × 2N (ou N × N pour une surface
PC) construite à partir des parties triangulaires inférieures et supérieures, avec des diagonales à
valeurs nulles, des matrices Ā, B̄, C̄ et D̄, respectivement (Z̄ = Z̄f + Z̄d + Z̄b). La norme de
M̄FB (

∥∥M̄FB

∥∥) est un critère pertinent pour étudier la validité de la méthode FB puisqu’elle est
indépendante des angles d’incidence et de diffusion. Elle ne dépend que du profil de la surface
et de la permittivité relative εr1. Pour une surface diélectrique, Iodice [126] a étudié en détail
la convergence de la FB suivant le choix de la Fonction d’Autocorrélation des Hauteurs (FAH).
Pour une FAH gaussienne, la FB converge toujours, alors que pour une FAH exponentielle avec
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Fig. 2.5 – Comparaison du coefficient de diffusion en dB calculé avec la méthode FB avec celui
calculé par la MdM. Dans la légende entre parenthèses figurent l’ordre de l’itération (PFB) suivi
de l’erreur relative sur le coefficient de diffusion εσFB. Les paramètres de la scène sont les mêmes
que le tableau 2.2 avec σz/λ0 = 2, les résultats pour le cas (a) sont représentés sur les figures
du haut (TE et TM) et ceux pour le cas (c) sont représentés sur les figures du bas (TE et TM).
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Fig. 2.6 – Mêmes variations que la figure 2.5 mais la comparaison est effectuée entre la méthode
FB-SA (avec xd0 = 3Lc) et la MdM. Dans la légende entre parenthèses figurent l’ordre de
l’itération (PFB) suivi de l’erreur relative sur le coefficient de diffusion εσFB-SA.

la même longueur de corrélation et le même écart-type des hauteurs que le cas gaussien, la FB
peut ne pas converger pour des surfaces très rugueuses.
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Sur la figure 2.6, on remarque que dans le cas PC, la FB-SA donne des résultats identiques
à la FB. Des simulations avec d’autres angles d’incidence et écarts-type des hauteurs ont été
réalisées et confirment que la contribution des interactions faibles dans le cas de la FB-SA est
évaluée correctement pour une surface PC (et donc par extension, également pour une surface
très conductrice sous l’approximation IBC). La valeur de xd0 = 3Lc et les paramètres du nouveau
contour d’intégration sont donc bien choisis. Pour une surface diélectrique, le résultat de la FB-
SA tend vers le résultat de la FB mais ne l’égale pas. En faisant tendre xd0 → L/2, la FB-SA
tend vers la FB, mais ce résultat est parfaitement prévisible puisque cela revient à ne considérer
aucune interaction faible et donc de n’utiliser que la FB pour le calcul des interactions sur la
surface. Ceci signifie que les interactions faibles ne sont pas correctement quantifiées pour une
surface diélectrique. Pour remédier à cela, il faudrait calculer un nouveau contour d’intégration
bien adapté à ce problème. Cependant ce n’est pas ici l’objet de cette étude et nous nous
contenterons d’utiliser la même déformation du contour d’intégration qu’utilisée pour le cas PC
à la manière de Moss et al. dans leurs travaux concernant une couche rugueuse [135].

2.1.2.4 Convergence des méthodes FB et FB-SA pour une surface de mer

Les méthodes FB et FB-SA sont appliquées au cas d’une surface de mer monodimensionnelle.
Dans ce manuscrit, une surface de mer est une surface, supposée très conductrice (L’approxi-
mation IBC est donc utilisée), obéissant à un processus gaussien (distribution des hauteurs
gaussienne) centré et pour laquelle le spectre de Elfouhaily est utilisé (voir paragraphe 1.5.2.3).
Pour étudier la convergence de l’algorithme itératif de la FB, l’ordre PFB, obtenu avec un critère
de convergence fixé, est calculé pour une réalisation de surface de mer (un seul profil généré).
Le tableau 2.4 présente l’ordre PFB obtenu avec le critère de convergence εXFB < 10−2 en fonction
de la fréquence, de la vitesse du vent à 10 m au-dessus de la mer et de l’angle d’incidence θi.
Deux fréquences sont considérées : f = 3 GHz et f = 5 GHz. La permittivité relative de la mer,
fonction de la fréquence, vaut alors εr1 = 70.4+40.6i pour f = 3 GHz et εr1 = 69.2+35.7i pour
f = 5 GHz [122]. Deux vitesses de vent sont considérées : u10 = 5 m/s et u10 = 10 m/s. Une
vitesse u10 = 5 m/s correspond à une force de vent 3 sur l’échelle de Beaufort (petite brise), et
u10 = 10 m/s correspond à une force de vent 5 sur l’échelle de Beaufort (bonne brise) [97]. Trois
angles d’incidence sont considérés : θi = 0̊ , θi = 30̊ et θi = 60̊ . Le pas d’échantillonnage de la
surface est ∆x = λ0/10 avec N = 3000 échantillons sur la surface et g = L/6 pour l’onde de
Thorsos. La longueur de la surface est L = 30 m pour f =3 GHz et L = 18 m pour f =5 GHz.
Les valeurs sont données pour les deux polarisations (TE et TM). L’écart-type des hauteurs de
la surface générée est forcé à la valeur théorique obtenue à partir du spectre de mer de Elfouhaily
qui vaut σthe

z = 0.1138 m pour u10 = 5 m/s et σthe
z = 0.4603 m pour u10 = 10 m/s [97].

D’après le tableau 2.4, on observe un comportement similaire à celui vu avec le tableau 2.2
pour la convergence de la méthode FB : une faible sensibilité à l’angle d’incidence et à l’écart
type des hauteurs (qui augmente quand u10 augmente) et une convergence plus rapide en TM
qu’en TE. On remarque également que la fréquence n’influe pas sur la convergence de la méthode
FB. Ces résultats sont très intéressants puisqu’il suffira de choisir PFB = 5 en TE et PFB = 2
en TM pour s’assurer de la convergence de la FB et ceci même avec des paramètres (θi, f , u10)
différents.

Afin d’illustrer cette convergence, le coefficient de diffusion est tracé sur la figure 2.7. Sur les
deux figures de gauche, le coefficient de diffusion (en dB) calculé avec la méthode FB est comparé
à celui obtenu par la MdM. Sur les deux figures de droite, la comparaison est effectuée entre
le coefficient de diffusion évalué par la FB-SA avec celui obtenu par la MdM. Les polarisations
TE (figures du haut) et TM (figures du bas) sont considérées. Dans la légende entre parenthèses
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Chapitre 2. Diffusion par un diffuseur placé en espace libre - cas scalaire

Tab. 2.4 – Ordre PFB pour εXFB < 10−2 pour les polarisations TE et TM, pour f = {3, 5} GHz,
pour u10 = {5, 10} m/s et en fonction de 3 valeurs de θi. Pas d’échantillonnage ∆x = λ0/10,
N = 3000 échantillons sur la surface et g = L/6 pour l’onde de Thorsos. Pour εXFB < 10−3,
PFB = {6; 6; 7} en TE et PFB = {2; 2; 2} en TM pour θi = {0̊ ; 30̊ ; 60̊ } sauf pour f = 5 GHz et
u10 = 10 m/s où PFB = {2; 3; 3} en TM.

PPPPPPPPPPPPPθi en˚

f
&u10

3 GHz
&5 m/s
TE-TM

3 GHz
&10 m/s
TE-TM

5 GHz
&5 m/s
TE-TM

5 GHz
&10 m/s
TE-TM

0 4-1 4-1 4-1 4-2
30 4-1 4-1 4-1 4-2
60 5-1 5-2 5-1 5-2

figurent l’ordre de l’itération (PFB) suivi de l’erreur relative sur le coefficient de diffusion : εσFB

pour la FB et εσFB-SA pour la FB-SA. Les paramètres de la scène sont les mêmes que ceux du
tableau 2.4 avec f = 3 GHz (εr1 = 70.4+40.6i), u10 = 5 m/s et θi = 0̊ . Le pas d’échantillonnage
de la surface est ∆x = λ0/10 avecN = 3000 échantillons sur la surface, soit L = 30 m, et g = L/6
pour l’onde de Thorsos. Dans le cas d’une surface gaussienne, la distance des interactions fortes
était proportionnelle à la longueur de corrélation : xd0 = αLc avec α ' 3. Cependant, il est
difficile de parler de longueur de corrélation avec une surface de mer, puisque deux types de
rugosité co-existent (la grande échelle et la petite échelle). Dans [97], la longueur de corrélation
pour une surface de mer (obéissant au spectre de Elfouhaily) est définie par Lc = (0.154u2.04

10 )
et correspond en quelque sorte à la périodicité spatiale de la rugosité de grande échelle. Ainsi,
la distance des interactions fortes pour le calcul de la FB-SA dans le cas de la surface de mer
serait xd0 = α(0.154u2.04

10 ) et nous avons choisi α = 0.5 pour la figure 2.7 (soit xd0 = 2.053 m).

On remarque sur cette figure que la FB-SA donne des résultats identiques à ceux de la FB.
En effet, l’approximation IBC décrit le problème comme une combinaison linéaire du cas PC
en polarisations TE et TM. Or, il a été montré au paragraphe 2.1.2.3, que la FB-SA converge
vers la FB avec xd0 = αLc pour α = 3 (et avec les paramètres, choisis antérieurement, pour le
contour d’intégration) pour le cas PC que ce soit en polarisation TE ou TM (voir figures 2.5 et
2.6). Il en est donc de même pour le cas TC avec l’approximation IBC. L’erreur relative sur le
coefficient de diffusion démontre également la convergence des méthodes pour l’ordre PFB défini
au tableau 2.4. Cependant, il est important de noter qu’ici, la convergence de la FB-SA vers la
FB est obtenue pour α = 0.5 alors qu’avec cette valeur la FB-SA ne convergeait pas pour une
surface gaussienne PC. Pour étudier cela, l’erreur relative sur le coefficient de diffusion εσ est
tracée, sur les figures 2.8(a) et 2.8(b), pour les méthodes FB et FB-SA en fonction du paramètre
α (déterminant la longueur des interactions fortes) pour les polarisations TE et TM et deux
vitesses de vent : u10 = {5, 10} m/s. L’ordre PFB est choisi à l’aide du tableau 2.4, soit PFB = 4
en TE et PFB = 1 en TM. La surface a un pas d’échantillonnage ∆x = λ0/10, et N = 3000
échantillons. g = L/6 pour l’onde de Thorsos, f = 3 GHz et l’angle d’incidence vaut θi = 0̊ .

A partir de α = 0.02, la FB-SA converge. Des simulations faites pour θi = 60̊ aboutissent
au même résultat. La distance des interactions fortes définie par xd0 = αLc est de ce fait très
petite devant la longueur de corrélation. Alors que dans le cas d’une surface gaussienne, cette
distance est de l’ordre de la longueur de corrélation, et il fut montré que α doit être de l’ordre
de 3 pour obtenir la convergence de la FB-SA (voir paragraphe 2.1.2.2 et [120, 134, 137]). Mais
la distance des interactions fortes peut être redéfinie comme xd0 = α′L′c où α′ est de l’ordre de
3 et L′c < Lc correspondrait à la longueur de corrélation de la petite échelle. Ainsi ces résultats,
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Fig. 2.7 – Comparaison du coefficient de diffusion en dB calculé avec les méthodes FB et FB-SA
avec celui calculé par la MdM. Dans la légende entre parenthèses figurent l’ordre de l’itération
(PFB) suivi de l’erreur relative sur le coefficient de diffusion. xd0 = 0.5Lc pour la FB-SA. Les
paramètres de la scène sont les mêmes que ceux du tableau 2.4 avec f = 3 GHz, u10 = 5 m/s et
θi = 0̊ . Cas TE sur les figures du haut, cas TM sur celles du bas. Méthode FB sur les figures
de gauche, et méthode FB-SA sur celles de droite.
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Fig. 2.8 – Erreur relative εσ des méthodes FB et FB-SA en fonction du paramètre α pour deux
vitesses de vent u10 pour les polarisations TE et TM. ∆x = λ0/10, N = 3000 échantillons,
g = L/6 pour l’onde de Thorsos, f = 3 GHz, θi = 0̊ , PFB = 4 en TE et PFB = 1 en TM.

tendrait à montrer que les interactions fortes de la FB-SA ne concernent que la petite échelle.
La conclusion importante est qu’une très faible distance d’interactions fortes peut être utilisée
pour le cas d’une surface de mer réaliste. La FB-SA est donc une méthode particulièrement bien
adaptée pour des applications maritimes.

A noter que les longueur des surfaces considérées ici ne permettent pas de couvrir “conve-
nablement” tout le spectre de mer. En effet, la contrainte d’une longueur finie agit comme un
filtrage passe-haut sur le spectre des hauteurs, tandis que l’échantillonnage agit comme un fil-
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trage passe-bas. Le spectre de la surface générée est alors tronqué dans les basses-fréquences
(vagues de gravité) à la valeur de k = 2π/L, et dans les hautes fréquences (vagues de capilla-
rité) par k = 2π/∆x. Dans [97], un critère est donné pour que le spectre de la surface générée
couvre “convenablement” le spectre de mer théorique. Il convient de couvrir le spectre jusqu’à
kmin = 0.25kpic où kpic = Ω2g/u2

10 est le nombre d’onde de la vague de plus grande énergie4.
Ω = 0.84 pour une mer complètement développée et g = 9.81 m/s2. Ainsi pour u10 = 10 m/s,
on pose kmin = 2π/L = 0.25kpic et kpic ≈ 0.07 rad/m et finalement, pour couvrir le spectre sous
le critère énoncé on devrait prendre une longueur L ≈ 363 m soit N = 36300 inconnues (pour
f = 3 GHz et ∆x = λ0/10). La MdM n’est pas applicable pour un si grand nombre d’inconnues,
et afin de valider l’approche FB et FB-SA pour une surface de mer il est alors nécessaire de
prendre une plus petite surface rugueuse.

Ce paragraphe a permis d’exposer le calcul de la diffusion par une surface rugueuse avec
une méthode dite exacte et rapide. Les calculs et les codes ayant permis ces simulations et
résultats ont été développés au sein de l’équipe Radar du laboratoire IREENA, en partie par N.
Déchamps et C. Bourlier. Mon travail a été de reprendre et d’assimiler ces codes existants et
de les appliquer au cas d’une surface de mer TC pour des applications micro-ondes. J’ai ainsi
montré que la FB-SA était particulièrement intéressante pour ce type de surface. Ces codes vont
être utilisés pour les calculs de diffusion par un objet au-dessus d’une surface rugueuse. Mais
avant de positionner un objet au-dessus d’une surface, il convient de bien mâıtriser également
le calcul de la diffraction par un objet en espace libre. Ainsi nous commencerons par voir le cas
du cylindre dont la solution analytique exacte existe.

2.2 Diffraction par un objet en espace libre

Contrairement aux surfaces rugueuses que nous avons décrites précédemment, un objet quel-
conque ne possède pas forcément une surface univoque (il n’existe pas nécessairement de fonction
bijective dans le cas 2D telle que (x) → z(x)). De plus la normale à la surface de l’objet (qui doit
rester orientée vers le milieu incident pour que les équations intégrales restent valides) ne sera
pas obligatoirement orientée vers les z positifs comme pour la surface rugueuse. De ce fait les
matrices impédances doivent être modifiées. Afin de valider ces nouvelles matrices impédances,
il convient de comparer les résultats obtenus par la MdM sur l’objet avec une méthode de ré-
férence. Puisqu’il n’existe pas de solution analytique exacte du problème de la diffraction par
une croix en espace libre, la comparaison est effectuée avec un cas canonique. C’est le cas par
exemple du cylindre infini selon son axe de révolution parfaitement conducteur dont la solution
analytique exacte existe.

2.2.1 Diffraction par un cylindre elliptique infini PC par la MdM

L’univocité de la surface d’un cylindre elliptique, de demi-grand axe a et demi-petit axe
b, peut être obtenue en utilisant les coordonnées cylindriques (a, b, φ ∈ [0; 2π]) pour exprimer
un point de la surface. A partir des coordonnées cylindriques il est possible de calculer les
coordonnées cartésiennes définissant l’ellipse{

x = xc + a cosφ
z = zc + b sinφ

, (2.63)

4Sous ce critère, la vague dont le nombre d’onde est kmin a une énergie 105 fois plus petite que l’énergie de la
vague de nombre d’onde kpic.

82



Chapitre 2. Diffusion par un diffuseur placé en espace libre - cas scalaire

où (xc, zc) définit la position du centre de l’ellipse. L’élément infinitésimal en abscisse est évalué
à partir de φ et dφ

dx
dφ

= −a sinφ, (2.64)

dx = −a sinφdφ , (2.65)

ainsi que la pente de la surface

γ =
dz
dx

=
dz
dφ

dφ
dx

= − b
a

cotφ, (2.66)

et
γ′ =

dγ
dx

. (2.67)

L’élément de surface ds est forcément positif, or, dx peut être négatif suivant les valeurs de φ
(voir équation (2.65)) comme illustré sur la figure 2.9. Ainsi ds s’écrit

ds =
√

dx 2 + dz 2 = |dx |

√
1 +

(
dz
dx

)2

= |dx |
√

1 + γ2 = |dxα| , (2.68)

et en utilisant les équations (2.65) et (2.66), on obtient

ds =
√
a2 sin(φ)2 + b2 cos(φ)2 dφ . (2.69)

La normale à la surface s’écrit

n̂ = v
1√

1 + γ2

[
−γ
1

]
, (2.70)

où v permet d’orienter la normale vers l’extérieur de l’ellipse (vers le milieu incident) :

v =
{

+1 ∀φ ∈ [ 0;π [
−1 ∀φ ∈ [ π; 2π [

. (2.71)

Afin d’utiliser la MdM, l’ellipse doit être échantillonnée et l’équation (2.63) est discrétisée en{
xn = xc + a cosφn
zn = zc + b sinφn

, (2.72)

où φn est obtenu par une discrétisation angulaire de l’ellipse (l’échantillonnage en abscisse est
différent de celui réalisé pour une surface rugueuse) :

φn = (n− 1)∆φ avec ∆φ =
2π
N

et n = 1..N, (2.73)

où N est le nombre d’échantillons permettant de décrire l’ellipse :

N = Nλ
p

λ
. (2.74)

Nλ est le nombre d’échantillons par longueur d’onde et p le périmètre de l’ellipse défini par
l’intégrale elliptique suivante :

p = 4a
∫ π/2

0

√
1− e2 sin(φ)2 dφ , (2.75)
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Fig. 2.9 – Illustration des paramètres de
l’échantillonnage de l’ellipse.
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Fig. 2.10 – Représentation graphique des
angles θi et θs (utilisés dans la MdM) et des
angles locaux θ′i et θ′s utilisés dans la solution
analytique.

avec e l’excentricité de l’ellipse qui correspond au rapport de la demi-distance focale sur le demi-
grand axe : e =

√
a2−b2
a . L’intégrale elliptique est évaluée numériquement à l’aide de la fonction

“ellipke” de Matlab. Ainsi l’ellipse discrétisée est définie par l’équation (2.72), où les éléments φn
et le pas angulaire ∆φ sont évalués par l’équation (2.73) en fixant soit le nombre d’échantillons
total soit le nombre d’échantillons par longueur d’onde (en utilisant (2.75) et (2.74)).
Les matrices impédances font intervenir le pas de discrétisation de la surface qui devient dans
le cas de l’ellipse

∆sn = |∆xn|αn = |∆xn|
√

1 + γ2
n =

√
a2 sin(φn)2 + b2 cos(φn)2∆φ, (2.76)

où la valeur absolue sur le pas en abscisse permet de forcer la valeur positive de l’élément de
surface. Le sens de la normale est décrit par

vn =
{

+1 ∀φn ∈ [0;π [
−1 ∀φn ∈ [π; 2π [

. (2.77)

Les matrices impédances pour une surface PC, vues aux équations (2.14) et (2.16) peuvent alors
être adaptées au cas de l’ellipse. Les éléments de la matrice impédance Z̄Dirichlet font intervenir
l’élément de surface ∆sn, alors les éléments s’écrivent :

EFIE TE : ZDirichlet
m,n =

i∆sn
4


1 +

2i
π

ln (0.164k0∆sn) pour m = n

H
(1)
0 (k0 ‖rn − rm‖) pour m 6= n

, (2.78)

où ∆sn est obtenu à l’aide de la relation (2.76). Les éléments de la matrice impédance Z̄Neumann

font intervenir le calcul de n̂ · (rn− rm)∆sn. En utilisant les relations (2.76) et (2.71), ce terme
devient −v |∆xn| γn(xn − xm) + v |∆xn| (zn − zm). Ainsi, les éléments de la matrice Z̄Neumann
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sont donnés par

MFIE TM :

ZNeumann
m,n =


+

1
2
− vn

|∆xn|
4π

(γm)′

1 + (γm)2
pour m = n

−vn
ik0 |∆xn|

4
H

(1)
1 (k0 ‖rn − rm‖)
‖rn − rm‖

[γn(xn − xm)− (zn − zm)] pour m 6= n

.

(2.79)

Comme illustré sur la figure 2.9, ∆xn est négatif quand vn est positif et ∆xn est positif quand
vn est négatif. Alors |∆xn| = −v∆xn, d’où

v |∆xn| = −v2∆xn = −∆xn, (2.80)

et les éléments de la matrice Z̄Neumann s’écrivent finalement

MFIE TM :

ZNeumann
m,n =


+

1
2

+
∆xn
4π

(γm)′

1 + (γm)2
pour m = n

+
ik0∆xn

4
H

(1)
1 (k0 ‖rn − rm‖)
‖rn − rm‖

[γn(xn − xm)− (zn − zm)] pour m 6= n

.

(2.81)

Connaissant les matrices impédances, le système Z̄X = b peut être résolu par inversion matri-
cielle à l’aide d’une décomposition LU. Ainsi, le champ total sur la surface ψ (pour le cas TM)
et sa dérivée normale ∂ψ

∂n (pour le cas TE) sont obtenus, et le champ diffracté ψs est évalué à
l’aide du principe de Huygens (voir l’équation (1.28)). Sous l’hypothèse de champ lointain, le
champ diffracté s’exprime à l’aide des équations (2.24) et (2.25) où cette fois-ci :

− iks · n̂ = ik0v
γ sin θs − cos θs√

1 + γ2
. (2.82)

L’élément de surface ds est donné par les équations (2.68), d’où

ψ∞s (θs) =
∫
S

{
ik0v [γ sin θs − cos θs]ψ(r)−

√
1 + γ2

∂ψ(r)
∂n

}
e−iks·r |dx | , (2.83)

et finalement

ψ∞s (θs) =
∫
S

{
−ik0 [γ sin θs − cos θs]ψ(r) + v

√
1 + γ2

∂ψ(r)
∂n

}
e−iks·r dx . (2.84)

2.2.2 Validation de la MdM à l’aide de la solution analytique exacte du cy-
lindre circulaire PC

La modification des matrices impédances et le calcul du champ diffracté sont validés par
comparaison avec une solution analytique exacte. Bien que pour le cas de l’ellipse, cette solution
existe, elle nécessite l’emploi de fonctions de Mathieu qui sont difficiles à calculer numériquement.
Cependant, la solution analytique exacte du cylindre infini PC utilise les fonctions de Bessel,
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plus simples à manipuler [92]. C’est donc en étudiant le cas particulier du cylindre, en posant
a = b et rc = 0 (cylindre centré sur l’origine du repère) pour la MdM, que la comparaison est
effectuée. Cette solution repose sur la méthode de séparation des variables [92, 138] : ψs(r′, θ′s) =
ψ1(r′)ψ2(θ′s), en utilisant l’équation de propagation dans le système de coordonnées cylindriques,
on aboutit finalement à

ψs(r′, θ′s) =
n=+∞∑
n=−∞

CnH
(1)
n (k0r

′)einθ
′
s , (2.85)

où la constante Cn est à déterminer à l’aide des conditions aux limites. En polarisation TE, le
champ total surfacique est nul (condition de Dirichlet) et donc pour r = a et θ′s = φ :

ψ(a, φ) = ψs(a, φ) + ψi(a, φ) = 0 ∀φ, (2.86)

avec une onde plane pour champ incident :

ψi(r) = ψi0e
+iki·r = ψi(a, φ) = ψi0e

−ik0a cos(φ−θ′i). (2.87)

Or de [139] on a la fonction génératrice e
z
2(t− 1

t ) =
∑+∞

n=−∞ tnJn(z). En posant z = k0a et
t = −iei(φ−θ′i), le champ incident (2.87) s’écrit

ψi(a, φ) = ψi0

+∞∑
n=−∞

e−in
π
2 ein(φ−θ

′
i)Jn(k0a). (2.88)

Le calcul de (2.86) avec (2.85) et (2.88) aboutit à une équation qui doit être vérifiée ∀(φ, n), et
on obtient finalement pour le cas TE en posant ψi0 = 1 :

Cn = −Jn(k0a)e−in
π
2 e−inθ

′
i

H
(1)
n (k0a)

. (2.89)

A partir de (2.85), (2.88) et (2.89), la dérivée normale du champ total sur la surface peut être
calculée :

∂ψ

∂n
=

+∞∑
n=−∞

C ′ne
−in(θ′i+π

2
−φ), (2.90)

avec
C ′n = J̇n(k0a)−

Jn(k0a)

H
(1)
n (k0a)

Ḣ(1)
n (k0a), (2.91)

où ḟ(x) =
∂f

∂x
. De même en polarisation TM, en utilisant la condition de Neumann et en menant

les calculs comme dans le cas TE, on obtient les coefficients Cn :

Cn = − J̇n(k0a)e−in
π
2 e−inθ

′
i

Ḣ
(1)
n (k0a)

, (2.92)

ainsi que le champ total sur la surface

ψ =
+∞∑

n=−∞
C ′ne

−in(θ′i+π
2
−φ), (2.93)

avec cette fois-ci

C ′n = Jn(k0a)−
J̇n(k0a)

Ḣ
(1)
n (k0a)

H(1)
n (k0a). (2.94)
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Que ce soit dans le cas TE ou TM, des relations de récurrence sur les fonctions de Bessel et
fonctions de Hankel peuvent être utilisées pour calculer les dérivées. Ces relations sont données
dans [139]. Connaissant le champ total sur la surface (cas TM) ou sa dérivée normale (cas TE), le
principe de Huygens permet d’obtenir le champ diffracté. Une autre manière d’évaluer le champ
diffracté en champ lointain est d’utiliser l’équation (2.85) en utilisant les coefficients Cn évalués
dans le cas TE (2.89) et le cas TM (2.92). Les angles θ′s et θ′i sont représentés sur la figure 2.10.
Les relations de passage vers les angles θs et θi définis pour l’application de la MdM sont les
suivantes {

θ′i = θi + π
2

θ′s = π
2 − θs

. (2.95)

Ainsi, le champ diffracté est obtenu en fonction de θi et θs avec les relations (2.95) et (2.85). La
somme est tronquée à l’ordre Nc et la représentation de |Cn| permet d’étudier la convergence de
la solution analytique. Lorsque |Cn| devient nul, la contribution de la nième itération est nulle et
la série a convergé.
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Fig. 2.11 – Module des coefficients Cn en fonction de l’indice de la somme n : illustration de la
convergence de la solution analytique. Cas d’un cylindre PC infini suivant son axe de révolution
et de rayon b = a = 5λ. Paramètres de calcul : Nc = 40 et θi = 0̊ .

Afin de valider le code de la MdM appliquée au cylindre, la comparaison avec la solution
analytique est effectuée pour un cylindre PC infini suivant son axe de révolution de rayon
b = a = 5λ. Les paramètres du calcul sont Nc = 40, Nλ = 20 soit N = 629 inconnues,
θi = 0̊ . Le cylindre est centré à l’origine du repère et le calcul en champ lointain est réalisé à
une distance r′ = 2000a. Les modules des coefficients Cn en fonction de l’indice n de la somme
pour les polarisations TE et TM sont tracés, respectivement, sur les figures 2.11(a) et 2.11(b).
Limiter la somme à l’indice Nc = 40 est un choix judicieux puisque |Cn| s’annulent à partir de
n = 38.

Les comparaisons des résultats obtenus en polarisation TM par la MdM et la solution ana-
lytique sont représentées sur la figure 2.12. Le champ total sur la surface ainsi que sa phase
sont comparés sur la sous-figure 2.12(a), tandis que la SER et la phase du champ diffracté sont
comparées sur la sous-figure 2.12(b).

Rappelons que la SER5 est évaluée à l’aide de l’équation (1.45) appliquée ici pour un objet
à deux dimensions :

σ(r′, θs) = lim
r′→∞

2πr′
|ψs(r′, θs)|2

|ψi(a, θi)|2
, (2.96)

5Dans le cas 2D, la SER est parfois nommée LER pour Longueur Equivalente Radar puisqu’elle est homogène
à des mètres. Cependant, pour des facilités de compréhension (et par abus de langage) nous la nommerons SER.
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Fig. 2.12 – Comparaisons du champ total sur la surface en module et phase, de la SER et de la
phase du champ diffracté entre la MdM et la solution analytique en polarisation TM. Cas d’un
cylindre PC infini suivant son axe de révolution et de rayon b = a = 5λ. Paramètres de calcul :
Nc = 40, Nλ = 20 soit N = 629 inconnues, θi = 0̊ , calcul en champ lointain à une distance
r′ = 2000a.

avec |ψi(a, θi)| = 1 puisque le champ incindent est une onde plane définie par (2.87) et ψi0 = 1.
Finalement la SER est donnée par σ(r′, θs) = 2πr′ |ψs(r′, θs)|2 où ψs(r′, θs) est donné par (2.85)
pour la solution analytique et par les équations (2.24) et (2.84) pour la MdM.

Les comparaisons des résultats obtenus en polarisation TE par la MdM et la solution analy-
tique sont représentés sur la figure 2.13. La dérivée normale du champ sur la surface ainsi que
sa phase sont comparées sur la sous-figure 2.13(a), tandis que la SER et la phase du champ
diffracté sont comparées sur la sous-figure 2.13(b).
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(a) Comparaison sur la dérivée normale du champ
total sur la surface en module et phase.
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Fig. 2.13 – Comparaisons de la dérivée normale du champ total sur la surface en module et
phase, de la SER et de la phase du champ diffracté entre la MdM et la solution analytique en
polarisation TE. Même paramètres que la figure 2.12.
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Les résultats présentés sur les figures 2.12(a) et 2.12(b) démontrent un parfait accord entre
la MdM et la solution analytique en polarisation TM. Des différences entre les deux méthodes
sont observées sur la figure 2.13(a) pour la comparaison en polarisation TE, mais il est possible
de montrer qu’en augmentant le nombre d’échantillons sur le cylindre les résultats issus de la
MdM convergent vers ceux issus de la solution analytique exacte.

La raison pourrait être la suivante : dans le cas d’objets bornés, les équations EFIE et MFIE
n’assurent pas l’unicité de la solution pour un jeu de fréquence correspondant aux fréquences
de résonance de la cavité de même forme que la cible. Ces fréquences sont nommées dans la
littérature “fréquences irrégulières” (“irregular frequencies”) et plusieurs méthodes permettent
d’obtenir une solution unique [140]. Pour y remédier, une possibilité serait d’utiliser l’équation
CFIE (Combined Field Integral Equation) [141] ou l’équation AFIE (Augmented Field Integral
Equation) [142] qui assurent l’unicité de la solution. Cependant, elles requièrent des équations
supplémentaires ce qui se traduit par une augmentation du nombre d’inconnues avec la CFIE
et à un système surdéterminé (résolu par une méthode des moindres carrés qui induit une
augmentation du temps de calcul) avec la AFIE. Ngakosso et al. ont montré dans [143], que
les fréquences irrégulières sont associées à une paire pôle-zéro de la matrice de diffraction dans
le plan des fréquences complexes. Théoriquement, l’influence du pôle s’oppose à l’influence du
zéro (ils se compensent car ils interviennent à la même fréquence réelle) mais, dans la pratique,
l’échantillonnage introduit une dissociation du pôle et du zéro. Cet effet est notamment obtenu en
polarisation TE pour le cas d’un cylindre circulaire [143]. Ngakosso et al. ont également montré
que la largeur de la bande de fréquence concernée par cette anomalie peut être réduite en affinant
l’échantillonnage. Ainsi l’effet de la résonance de la cavité de même forme que l’objet (résonance
non physique car l’objet est PC) n’est alors présent que pour un jeu de fréquence réduit. Une
autre solution est d’utiliser la méthode “Extended-Boundary Conditions” [143, 144] qui revient
à appliquer le théorème d’extinction à quelques points placés dans le volume de l’objet, forçant
alors le champ à s’annuler dans cette zone et empêchant alors la résonance interne (non physique)
d’exister numériquement. Ce procédé aboutit à un système surdéterminé, résolu par une méthode
des moindres carrés mais qui induit une augmentation du temps de calcul, néanmoins plus faible
qu’avec la AFIE (le nombre d’équations ajoutées au système est réduit). Dans notre étude
nous avons choisi d’appliquer la MdM aux équations EFIE et MFIE et d’affiner, si besoin,
l’échantillonnage lorsque ce problème peut survenir (objets bornés avec une forme permettant
de créer une cavité6).

Malgré ces différences sur la dérivée normale du champ surfacique, les comparaisons sur la
SER et sur la phase du champ diffracté, sur la figure 2.13(b), démontrent un parfait accord entre
les deux méthodes. En conclusion, l’application proposée de la MdM sur un objet quelconque
est valide à condition que l’objet soit suffisamment échantillonné (notamment pour la polarisa-
tion TE). Sur les figures 2.12(b) et 2.13(b), les SER sont tracées en fonction de l’angle θs. La
configuration monostatique est de ce fait obtenue pour θs = 0̊ et θs = 360̊ . Que ce soit en
polarisation TE ou TM, la SER est maximale pour θs = 180̊ , ce qui correspond à une configu-
ration de fort bistatisme. En effet ces angles correspondent au cas où l’émetteur et le récepteur
sont diamétralement opposés. Le récepteur est ainsi situé dans ce qui est appelée, pour un objet
grand devant la longueur d’onde, zone d’ombre7 : les courants sont quasiment nuls sur le côté
du cylindre “observé” par le récepteur (le champ total surfacique et sa dérivée normale sont
quasiment nulles pour φ = 270̊ sur les figures 2.12(a) et 2.13(a)). Sous cette configuration de
fort bistatisme, le champ diffracté a tendance a augmenter significativement, et par conséquent

6Par conséquent, ce problème n’existe pas pour une plaque d’épaisseur très faible devant la longueur d’onde
puisqu’elle est incapable de jouer le rôle de cavité.

7Ce terme fait référence à l’optique et plus particulièrement à l’Optique Géométrique sous la notion de rayon.
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la SER également. Ce phénomène , mis en évidence la première fois par Mie en 1908 porte
le nom de “forward scattering” [145, 146, 147, 148, 149]. Le champ diffracté tend à contrer le
champ incident (présent dans tout l’espace par définition car le champ incident est une donnée
du problème et non une inconnue) pour tenir compte de l’effet perturbateur de l’obstacle dans
le champ total capté derrière l’objet. Il est possible de montrer que l’effet du forward scattering
est d’autant plus présent que la taille de l’obstacle augmente par rapport à la longueur d’onde
[2].

2.2.3 Diffraction par une croix par la méthode des moments

Fort de la validation de la MdM appliquée au cylindre elliptique, la diffraction par un objet
quelconque peut être étudiée, et donc plus particulièrement la diffraction par un obstacle cruci-
forme. Un réflecteur polyédrique dans une scène 2D est représenté par une croix (voir paragraphe
1.5.1.5) composée de 4 dièdres. Chaque dièdre est formé de deux plaques (linéiques en 2D) de
longueur égales et formant un angle droit.

Pour chaque plaque, le concept d’écran infiniment mince parfaitement conducteur pourrait
être utilisé [150]. Supposons que nous ayons une plaque, la face supérieure de celle-ci a une surface
nommée Sf (f pour “front”) et la face inférieure a une surface nommée Sb (b pour “back”). Dans
le cas TM, si la plaque est parfaitement conductrice, les inconnues sont les champs surfaciques
sur les deux faces (ψf sur la face “front” et ψb sur la face “back”) de la plaque. Le principe de
Huygens permet de calculer le champ diffusé par cette distribution de courant sur la surface
totale de la plaque St = Sf + Sb :

ψs(r′) = +
∫
St

ψ(r)
∂g(r, r′)
∂n̂

ds = +
∫
Sf

ψf (rf )
∂g(rf , r

′)
∂n̂

ds+
∫
Sb

ψb(rb)
∂g(rb, r

′)
∂n̂

ds . (2.97)

Si l’épaisseur de la plaque tend vers 0, alors les vecteurs rf et rb pointent sur le même élément
(r = rf = rb). Les dérivées normales de Green sont alors identiques, et puisque les deux faces
ont la même surface (même longueur en 2D), S = Sf = Sb, on a

ψs(r′) = +
∫
S

[
ψf (r)

∂g(r, r′)
∂n̂

+ ψb(r)
∂g(r, r′)
∂n̂

]
ds , (2.98)

et finalement

ψs(r′) = +
∫
S

[ψf (r) + ψb(r)]︸ ︷︷ ︸
=ψs(r)

∂g(r, r′)
∂n̂

ds . (2.99)

Cela revient à considérer une plaque avec une seule face (de surface S) sur laquelle les inconnues
sont la somme des inconnues obtenues en considérant deux faces dissociées (ψs = ψf + ψb).
L’avantage est que le nombre d’inconnues est divisé par deux (puisqu’une seule face n’est à
considérer dans la MdM). L’inconvénient est qu’il n’est pas possible de remonter à l’information
des courants sur chaque côté de la plaque car nous n’avons la connaissance que de leur somme.
Si dans la suite de notre étude nous voulons comparer les courants sur les plaques en considé-
rant physiquement les phénomènes (ombrages, doubles réflexions ...) il est alors nécessaire de
pouvoir différencier les côtés “front” et “back” des plaques, au prix d’un doublement du nombre
d’inconnues.

Dans notre étude les méthodes rigoureuses entreprises sont appliquées pour valider les mo-
dèles asymptotiques développés par la suite. Nous avons donc choisi de doubler le nombre d’in-
connues afin d’exhiber au mieux les phénomènes physiques. Cependant, l’épaisseur doit être
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suffisamment faible pour que les phénomènes de diffraction soient ceux d’une plaque et non d’un
rectangle. Mais l’épaisseur doit être suffisamment grande pour éviter les singularités dans les
fonctions de Green. L’échantillonnage de la croix pour la MdM s’obtient par concaténation de
l’échantillonnage de quatre plaques. L’échantillonnage de la plaque est illustré sur la figure 2.14
où les losanges indiquent l’emplacement des échantillons.
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Fig. 2.14 – Illustration de l’échantillonnage de la plaque.

La plaque est paramétrée par sa longueur L, par son inclinaison d’angle α par rapport à x̂,
par son épaisseur e et par le pas d’échantillonnage ∆s. La plaque est décomposée en une face
supérieure (face 1) et inférieure (face 2) toutes deux parallèles, de longueur L et possédant Nf

échantillons. En définissant un pas ∆s constant pour échantillonner les faces, la longueur rnf

séparant l’échantillon nf du début de la face considérée s’écrit

rnf
= nf∆s avec nf = 1..Nf et Nf∆s = L, (2.100)

et la plaque possède ainsi N = 2Nf éléments (deux faces avec Nf échantillons) de coordonnées :{
x1
nf

= rnf
cos(α) + x0 − e sin(α)

2

z1
nf

= rnf
sin(α) + z0 + e cos(α)

2

et

{
x2
nf

= rNf−nf+1 cos(α) + x0 + e sin(α)
2

z2
nf

= rNf−nf+1 sin(α) + z0 − e cos(α)
2

, (2.101)

où la différence entre la face 1 et 2 introduit l’épaisseur de la plaque et un arrangement différent
avec l’indice Nf − nf + 1. Cet indice permet de retourner la face inférieure afin que le dernier
échantillon de la face 1 soit voisin du premier échantillon de la face 2. Ces coordonnées sont
concaténées dans deux vecteur x =

[
x1

1..x
1
Nf
x2

1..x
2
Nf

]
et z =

[
z1
1 ..z

1
Nf
z2
1 ..z

2
Nf

]
. Ainsi, à partir de

ces vecteurs, les coordonnées des éléments de la plaque sont obtenues : xn = x(n) et zn = z(n)
avec n = 1..N . L’échantillonnage selon x̂ et ẑ, qui diffère selon la face considérée, est défini par{

∆x1
nf

= ∆s cos(α)
∆z1

nf
= ∆s sin(α)

{
∆x2

nf
= −∆s cos(α)

∆z2
nf

= −∆s sin(α)
, (2.102)

où le signe − pour la face 2 provient du retournement de la face, précédemment évoqué. De
même, suite à une concaténation, ∆xn et ∆zn sont obtenus. L’orientation des normales est
exprimée par {

v1
nf

= +sign(cos(α))
v2
nf

= −sign(cos(α))
, (2.103)
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où la fonction sign(x) est définie par

sign(x) =
{

+1 si x ≥ 0
−1 sinon

. (2.104)

Comme précédemment, par concaténation vn est obtenu. Finalement, γn peut être calculé à
l’aide de l’équation suivante :

γn =
∆zn
∆xn

, (2.105)

ainsi que (γn)′ défini par (2.67). Les matrices impédances exprimées aux équations (2.78) et
(2.79), et qui ont été validées précédemment, sont utilisées pour calculer le champ total sur la
surface ψ de la plaque ainsi que sa dérivée normale ∂ψ

∂n (suivant que l’étude est menée en TE
ou TM). Le champ diffusé en champ lointain est évalué à l’aide du principe de Huygens avec
l’équation (2.84). De cette manière, à partir de l’échantillonnage de la plaque et des matrices
impédances, il est possible de modéliser la diffraction par, entre autres, une plaque, un dièdre
et une croix. Il suffit pour cela de remarquer que le dièdre et la croix sont un assemblage de
plaques d’angles α différents. Les paramètres nécessaires au calcul des matrices impédances sont
obtenus par concaténation des éléments de toutes les plaques de l’objet.

2.2.4 Modèle asymptotique analytique de la diffraction par une croix en
hautes fréquences

Comme nous l’avons précédemment évoqué, deux équipes [78, 79, 80] ont proposé un modèle
asymptotique rapide pour la diffraction par un trièdre grand devant la longueur d’onde. Ce mo-
dèle à l’avantage de proposer une solution analytique du problème. Le temps de calcul est, de
ce fait, très court. Puisque nous envisageons d’utiliser ce modèle et de l’étendre aux réflecteurs
polyédriques, la même approche est appliquée en 2D pour la diffraction par la croix. Le modèle
proposé pour le trièdre [78, 79, 80] est basé sur les méthodes de l’OP pour tenir compte des
Simples Réflexions (SR), de l’OG combinée à l’OP pour tenir compte des Doubles et Triples Ré-
flexions (DR et TR) ainsi que la Méthode des Courants Equivalents pour les Simples Diffractions
d’arêtes (SD). Pour le cas de la croix, objet invariant suivant une dimension, il ne peut y avoir
de phénomène de triple réflexion. Les arêtes deviennent dans le cas 2D des points, l’approche
de la MEC (basée sur une intégrale linéique des courants d’arête) ne peut être appliquée. Ces
phénomènes ne sont donc pas pris en compte dans le modèle asymptotique de la diffraction par
la croix. Seules les simples et les doubles réflexions sont considérées.

La croix, composée de quatre dièdres, possède des faces planes. Si la taille des faces est grande
devant la longueur d’onde (L ≥ 10λ classiquement), alors les courants décroissent très rapide-
ment sur la partie de la surface non directement illuminée par le champ incident. Les courants
sont ainsi considérés comme nuls sur cette surface de l’obstacle (voir 1.4.2.2) et les conditions
permettant l’utilisation de l’OP sont vérifiées. Cette méthode introduit la notion d’interaction
locale : on applique localement les coefficients de Fresnel pour en déduire les courants surfaciques.
Ces courants ne sont donc pas fonctions de l’intensité du courant d’autres points de l’objet. Au-
trement dit, les ondes rampantes sont négligées. Sous cette approximation, les quatre dièdres de
la croix sont découplés : le courant sur les plaques d’un dièdre ne modifiera pas le courant sur
les plaques d’un autre dièdre. Alors, sous l’hypothèse hautes fréquences, le champ diffracté en
champ lointain par la croix est la somme (cohérente) des champs diffractés, en champ lointain,
par chacun des dièdres.

Le champ diffracté par un dièdre en hautes fréquences peut être décomposé en deux contri-
butions : les Simples Réflexions (SR) et les Doubles Réflexions (DR). On dénombre une SR
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par face et deux DR (de la face 1 vers la face 2 et de la face 2 vers la face 1). Le calcul des
contributions des SR et DR repose sur le calcul du problème élémentaire de la diffraction par
une plaque linéique à l’aide de l’OP.

2.2.4.1 Diffraction par une plaque linéique par l’OP

Dans le cas général, une plaque peut être centrée en un point O′ de coordonnées (x0, z0), et
inclinée d’un angle α. Ainsi nous pouvons définir un repère local (O′,x′,z′) dans lequel la plaque
est centrée à l’origine et orientée selon un seul axe (parallèle à la direction de x′). Les vecteurs
d’onde incidente et de diffraction sont définis dans le repère global (O,x,z) à partir des angles
angles d’incidence θi et de diffraction θs. Dans le repère local, les vecteurs d’onde s’expriment à
partir d’angles locaux, comme illustré sur la figure 2.15.
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Fig. 2.15 – Illustration des angles locaux et du repère local associés à la plaque.

Ceux-ci sont liés aux angles du repère global par{
θ′i = θi − α
θ′s = θs + α

. (2.106)

La transformation du repère global vers le repère local est composée d’une rotation d’angle α
et d’une translation de vecteur OO′. Les calculs peuvent donc être réalisés dans le repère local
en utilisant les angles locaux avec les relations (2.106), et en tenant compte de la position de
l’origine du repère local en introduisant un déphasage. En appliquant localement les coefficients
de Fresnel, l’approximation de l’OP relie le champ total sur la surface ψ et sa dérivée normale ∂ψ

∂n

avec le champ incident ψi et sa dérivée normale ∂ψi

∂n (voir paragraphe 1.4.2.2). Pour une surface
PC, la condition aux limites de Neumann (cas TM) impose ∂ψ

∂n = 0 et on a avec l’OP en TM : ψ(r) = 2ψi(r)
∂ψ(r)
∂n

= 0,
∀r ∈ Si, (2.107)

où Si est la surface de la plaque excitée par l’onde incidente, soit tout le côté de la plaque orientée
vers l’émetteur. La surface totale de la plaque (les deux côtés) est : S = Si ∪ Sombre, où Sombre
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est la surface de la plaque qui n’est pas excitée par l’onde incidente. La condition aux limites de
Dirichlet impose ψ = 0, et l’OP permet d’écrire en TE : ψ(r) = 0

∂ψ(r)
∂n

= 2
∂ψi(r)
∂n

= 2i (ki · n̂)ψi(r)
∀r ∈ Si, (2.108)

où n̂ est la normale à la plaque. Et sur la surface Sombre, l’OP impose quelle que soit la polari-
sation de l’onde incidente :  ψ(r) = 0

∂ψ(r)
∂n

= 0
∀r ∈ Sombre. (2.109)

On rappelle que le champ diffusé obtenu par le principe de Huygens s’écrit en champ lointain

ψs(r′) =
ieikr

′−iπ
4

2
√

2πkr′
ψ∞s (θs) , (2.110)

avec

ψ∞s (θs) =
∫
S

[
−i (ks · n̂)ψ(r)− ∂ψ(r)

∂n

]
e−iks·r ds , (2.111)

où le vecteur position sur l’obstacle peut s’écrire à partir d’un vecteur position dans le repère
local r′′ auquel on ajoute la translation de l’origine : r = r′′+OO′. En utilisant les relations de
l’OP (2.107), (2.111) devient dans le cas TM :

ψ∞s (θs) = −2i (ks · n̂)
∫
Si

ψi(r)e−iks·r′′e−iks·OO′
ds ∀r ∈ Si, (2.112)

et avec (2.108), (2.111) devient dans le cas TE :

ψ∞s (θs) = −2
∫
Si

∂ψi(r)
∂n

e−iks·r′′e−iks·OO′
ds ∀r ∈ Si. (2.113)

En considérant que le champ incident est une onde plane (voir (2.87)), le champ incident et sa
dérivée normale s’écrivent : ψi(r) = ψi0e

+iki·r′′e+iki·OO′

∂ψi(r)
∂n

= i (ki · n̂)ψi0e
+iki·r′′e+iki·OO′ , (2.114)

et les équations (2.112) et (2.113) s’écrivent :{
Cas TM : ψ∞s (θs) = −2iψi0 (ks · n̂) Ise−ikδ

Cas TE : ψ∞s (θs) = −2iψi0 (ki · n̂) Ise−ikδ
∀r ∈ S. (2.115)

avec
Is =

∫
Si

e−i(ks−ki)·r′′ ds ∀r ∈ Si, (2.116)

et
δ =

(
k̂s − k̂i

)
·OO′, (2.117)

soit
δ = (sin θs − sin θi)x0 + (cos θs + cos θi) z0. (2.118)
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Dans le repère local, les vecteurs s’expriment :
ki = k sin(θ′i)x̂

′ − k cos(θ′i)ẑ
′

ks = k sin(θ′s)x̂
′ + k cos(θ′s)ẑ

′

n̂ = ẑ′

r′′ = xx̂′ avec x ∈
[
−L

2 ; +L
2

] . (2.119)

et (2.116) se simplifie en

Is =
∫ +L

2

−L
2

e−ik(sin θ
′
s−sin θ′i)x dx , (2.120)

et est finalement calculée analytiquement :

Is = L sinc
(
k
L

2
[sin (θs + α)− sin (θi − α)]

)
. (2.121)

Le champ diffracté est donc obtenu analytiquement en fonction des angles θi et θs et des para-
mètres de la plaque (longueur L, inclinaison α, coordonnées du centre de la plaque (x0, z0)). En
TM :

ψ∞s (θs) = −2ikψi0 cos(θs + α)L sinc
(
k
L

2
[sin(θs + α)− sin(θi − α)]

)
e−ikδ, (2.122)

et en TE :

ψ∞s (θs) = +2ikψi0 cos(θi − α)L sinc
(
k
L

2
[sin(θs + α)− sin(θi − α)]

)
e−ikδ. (2.123)

Le champ sur la surface (cas TM) et sa dérivée normale (cas TE) obtenus par la MdM et
l’OP (à l’aide des équations (2.107), (2.108) et (2.109)) sont comparés en fonction de l’angle
d’observation θs, respectivement sur les figures 2.16(a) et 2.16(b). La plaque est de longueur
L = 10λ, centrée à l’origine du repère global avec une inclinaison nulle (α = 0̊ ), le pas d’échan-
tillonnage de la surface est λ/20, l’épaisseur (utilisée pour le calcul par la MdM) est e = λ/20
et l’angle d’incidence est θi = 0̊ (incidence normale).

On observe de très bons accords entre les deux méthodes, notamment dans le cas TE. L’OP
est assez précise pour évaluer le champ et sa dérivée normale au centre des faces (autour de
n = 100 et n = 300) mais n’est pas capable de considérer la concentration des courants sur
les bords de la plaque (autour de n = 0, n = 200 et n = 400). Dans le cas TM, le champ
total surfacique varie plus fortement le long de la plaque alors que l’OP considère un champ
total constant. D’autres comparaisons permettent de montrer que l’OP est plus précise lorsque
la longueur de la plaque augmente mais moins précise lorsque l’angle d’incidence augmente
(incidence rasante). Dans ce cas, les courants varient fortement le long de la plaque et l’onde
rampante est non négligeable.

Comme évoqué dans le cadre de la diffraction par le cylindre, le phénomène de “forward
scattering” doit être pris en compte dans le modèle asymptotique. Ce phénomène intervient
lorsque le récepteur est situé en face du côté non excité de l’objet, soit pour le cas de la plaque :
θs ∈ [−180̊ ;−90̊ ]∪ [+90̊ ;+180̊ ] si θi ∈ [−90̊ ; +90̊ ]. Plusieurs solutions ont été proposées pour
tenir compte de ce phénomène dans les modèles asymptotiques [147, 148, 151]. Avec la méthode
asymptotique proposée ci-dessus, une approximation des courants sur la surface de la plaque est
obtenue. Ces courants sont très proches de ceux calculés avec la MdM, et le principe de Huygens
peut être appliqué également sans aucunes considérations sur l’emplacement du récepteur (voir
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Fig. 2.16 – Comparaison du champ total surfacique et de sa dérivée normale obtenus avec la
MdM et l’OP. L = 10λ, OO′ = 0, α = 0̊ , ∆s = λ/20, e = λ/20 et θi = 0̊ .

paragraphe 1.2.2). Cette méthode consiste à utiliser les équations (2.122) et (2.123) ce qui revient
à calculer la diffraction par une plaque à l’aide de l’OP quel que soit l’angle d’observation [147].
Une autre méthode permettant une résolution analytique est d’utiliser l’OP, comme expliqué ci-
avant, sauf dans la zone de forward scattering. Le champ diffracté dans cette zone est alors obtenu
en utilisant le principe de Babinet avec les conditions aux limites de Kirchhoff [2]. Le calcul de
la diffusion dans la zone d’ombre (pour des angles d’incidence et de diffraction correspondant
au forward scattering) revient à intégrer les courants induits (obtenus de manière approchée)
dans une ouverture équivalente à la silhouette de l’obstacle et découpée dans un plan opaque
infini [146, 151]. D’après les conditions aux limites de Kirchhoff, les courants sur l’ouverture
équivalente de surface S sont :  ψ(r) = ψi(r)

∂ψ(r)
∂n

=
∂ψi(r)
∂n

∀r ∈ S. (2.124)

Finalement, à partir de (2.110) et (2.111), le rayonnement de ces courants donne le champ
diffracté dans la zone d’ombre, et ce quelle que soit la polarisation de l’onde incidente :

ψ∞s (θs) = ikψi0 [− cos(θs + α) + cos(θi + α)]L sinc
(
k
L

2
[sin(θs + α)− sin(θi − α)]

)
e−ikδ.

(2.125)

On nomme la méthode asymptotique uniquement basée sur le principe de Huygens :
“OP+Huygens” et celle utilisant le principe de Babinet : “OP+Babinet”. Ces deux méthodes
sont comparées à la méthode de référence (MdM) sur les figures 2.17(a) et 2.17(b), sur lesquelles
la SER (évaluée à l’aide de l’équation (2.96)) et la phase du champ diffracté en champ lointain
sont tracées en fonction de l’angle d’observation θs. La plaque est de longueur L = 10λ, centrée
à l’origine du repère global avec une inclinaison nulle (α = 0̊ ), le pas d’échantillonnage de la
surface est λ/20 et θi = 0̊ . L’épaisseur, utilisée pour le calcul par la MdM, est e = λ/20.

Les deux méthodes asymptotiques sont en bon accord avec la MdM, notamment autour de
la direction de fort bistatisme θs = 180̊ et de la direction spéculaire θs = 0̊ . Ceci provient du
fait que les courants sur la plaque sont obtenus analytiquement en appliquant les lois de Snell-
Descartes qui supposent que l’énergie est concentrée dans la direction spéculaire. Cette hypothèse
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Fig. 2.17 – Comparaison de la SER et de la phase du champ diffracté obtenus avec la MdM,
la méthode asymptotique “OP+Huygens” et la méthode asymptotique “OP+Babinet”. L = 10λ,
OO′ = 0, α = 0̊ , ∆s = λ/20, e = λ/20 et θi = 0̊ .

est d’autant plus vérifiée que la plaque est grande, et les courants évalués par l’OP rayonne un
champ diffracté dans la direction spéculaire, très proche de celui obtenu par la MdM. Les deux
méthodes asymptotiques ne différent, d’un point de vue mathématique, que dans la zone de
forward scattering (θs ∈ [90̊ ; 180̊ ]), et on note que les deux méthodes délivrent des résultats
quasiment identiques sauf pour des angles rasants dans la zone d’ombre : θs ∈ [90̊ ; 120̊ ]. Tandis
que la méthode “OP+Babinet” est plus précise en polarisation TM, la méthode “OP+Huygens”
est plus précise en TE. Les deux méthodes sont néanmoins incapables d’évaluer correctement la
SER pour des angles d’observation rasants, ceci étant principalement dû à la concentration des
courants sur les bords qui n’est pas prise en compte dans ces méthodes asymptotiques.

Les deux méthodes sont comparées à la méthode de référence (MdM) sur la figure 2.18 sur
laquelle est tracée la SER en fonction de l’angle d’observation θs pour la polarisation TE. La
plaque est de longueur L = 10λ, centrée à l’origine du repère global, le pas d’échantillonnage de
la surface est λ/20, et l’épaisseur utilisée pour le calcul par la MdM est e = λ/20. L’inclinaison
est de α = −10̊ et θi = +10̊ pour la comparaison effectuée sur la figure 2.18(a), et α = 0̊ et
θi = −70̊ pour la figure 2.18(b).

Pour la figure 2.18(a), la zone de forward scattering correspond à θs ∈ [−180̊ ;−80̊ ] ∪
[100̊ ; 180̊ ], du fait de l’inclinaison de la plaque, et correspond à θs ∈ [−180̊ ;−90̊ ] ∪ [90̊ ; 180̊ ]
pour la figure 2.18(b). Les méthodes asymptotiques sont toujours en bon accord avec la méthode
de référence autour de la direction spéculaire (θs = 30̊ pour la figure 2.18(a) et θs = −70̊ pour
la figure 2.18(b)), mais de fortes différences sont observées lorsque la plaque est excitée à angle
rasant et observée hors de la direction spéculaire (voir la figure 2.18(b)). Ceci étant dû, comme
cela fut évoqué précédemment, aux fortes variations du courant sur la plaque lorsqu’elle est
excitée à angle rasant. La transition vers la zone de forward scattering (par exemple à θs = −80̊
pour la figure 2.18(a) et θs = −90̊ pour la figure 2.18(b)) s’effectue avec une discontinuité pour la
méthode “OP+Babinet”, et même si les comportements entre les deux méthodes asymptotiques
sont légèrement différents, la précision de leurs résultats par rapport à la MdM est similaire.
Par la suite, la méthode asymptotique “OP+Huygens” est retenue pour sa simplicité de mise en
œuvre (les mêmes équations sont utilisées quelle que soit la position du récepteur).
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Fig. 2.18 – Comparaison de la SER obtenue avec la MdM, la méthode asymptotique
“OP+Huygens” et la méthode asymptotique “OP+Babinet” en polarisation TE. L = 10λ,
OO′ = 0, ∆s = λ/20 et e = λ/20.

2.2.4.2 Diffraction par un dièdre par l’OP combinée à l’OG

Le dièdre est composé de deux faces de longueur L formant un angle droit. Dans le repère
local du dièdre (0′′, x̂′′, ẑ′′) (illustré sur la figure 2.19(a)), la face 1 est parallèle à la direction
de x̂′′ et la face 2 est parallèle à la direction de ẑ′′. L’origine du dièdre est située au point O′′.
Comme illustré sur la figure 2.19(b), un repère local est associé à chaque face.
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(a) Repère local du dièdre
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(b) Repère locaux des faces

Fig. 2.19 – Illustration des repères locaux du dièdre et des faces 1 et 2. La face 2 est excitée sur
son côté externe, un partie de la face 1 n’est pas excitée.

Les angles définissant la rotation des repères locaux sont définis à partir de l’angle de rotation
du repère local du dièdre αd : {

α1 = αd
α2 = αd − π

2

. (2.126)

et les angles d’incidence et d’observation dans les repères locaux des faces (θ′i1 , θ
′
s1 , θ

′
i2

et θ′s2)
sont obtenus à l’aide des équations (2.126) et (2.106).
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Phénomènes d’ombrage Comme illustré sur la figure 2.19(b), un phénomène d’ombrage
peut exister. Sur cet exemple, la face 2 crée une ombre sur une partie du côté interne de la face
1. Ce phénomène peut également être vu comme une conséquence du forward scattering : l’onde
incidente est présente sur toute la face 1 mais le champ diffracté par le côté externe de la face 2 en
“forward scattering” vient annuler le champ incident de sorte qu’une ombre se crée et une partie
du côté interne de la face 1 n’est pas excitée. Le même phénomène intervient pour la réception et
un exemple est illustré sur la figure 2.20(b). La face 2 masque une partie de la face 1. Cette zone,
bien qu’excitée par l’onde incidente, rayonne un champ qui est intercepté par la face 2 et par
conséquent ne contribuera pas au niveau du récepteur. Une autre manière de voir ce phénomène
serait de considérer que toute la surface de la face 1 rayonne sans phénomène de masquage (le
terme de blocage est parfois aussi employé). Mais il faudrait alors considérer que le courant
induit sur le côté interne de la face 2 par le champ provenant de la face 1 rayonne en direction
du récepteur en “forward scattering”. Cette contribution “forward” annule le champ rayonné par
la partie de la face 1 non observée. Ces deux considérations (ombrage et “forward scattering”)
sont deux façons équivalentes de voir les mêmes phénomènes. Par soucis de compréhension, ces
phénomènes seront vus comme des masquages/ombrages des faces (plus intuitif de par l’analogie
avec l’optique).

On ne s’intéresse ici qu’à la diffraction par les faces internes du dièdre puisque dans la
croix, les faces externes d’un dièdre sont des faces internes pour les dièdres voisins. Les Simples
Réflexions (SR) sont étudiées dans un premier temps.

Contribution des SR du dièdre Les simples réflexions sont calculées en utilisant les équa-
tions de la diffraction par une plaque tout en considérant les ombrages. Les tests permettant de
savoir si la face est à la fois excitée et observée au moins en partie sont{

k′
ij
· n̂j < 0

k′
sj
· n̂j > 0

avec j = 1..2, (2.127)

où les vecteurs sont définis dans les repères locaux associés aux faces (à l’aide de l’équation
(2.119) et des angles θ′i1 , θ

′
s1 , θ

′
i2

et θ′s2) et n̂j = ẑj
′.
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(b) Ombrage en observation

Fig. 2.20 – Illustration de la SR de la face 1 avec ombrage en excitation et ombrage en obser-
vation.
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On définit le point B′i comme le projeté du point B sur la face 1 par le vecteur k̂′
i1

comme
illustré sur la figure 2.20(b). Comme B′i est situé sur la face 1, le vecteur O′′B′

i est porté
par x̂′

1. Puisque l’angle
(
BO′′,BB′

i

)
= θ′i1 (car les deux faces sont perpendiculaires), alors∥∥O′′B′

i

∥∥ = L tan(θ′i1) et on a finalement

O′′B′
i = L tan(θ′i1)x̂

′
1 + 0ẑ′

1, (2.128)

et si tan(θ′i1) > 1 il y a ombrage total de la face et donc aucune partie de la face 1 ne contribue.
Si tan(θ′i1) < 0, il n’y a pas d’ombrage en excitation, la surface entière de la face 1 contribue
(on positionne alors le point B′i en O′′). Ainsi les coordonnées de B′i sont connues et la partie
illuminée de la face 1, qui se situe entre les points B′i et A, est obtenue. De même, on définit
le point B′s, projeté du point B sur la face 1 par le vecteur k̂′

s1
. Les coordonnées de ce point

sont calculées avec la même démarche que pour B′i. La partie observée de la face 1 se situe entre
les points B′s et A. Et la partie à la fois excitée et observée est [B′iA] ∩ [B′sA]. Connaissant les
coordonnées des points, le centre de cette zone noté O′′1 est facilement évalué. Ce point sert de
nouvelle origine pour le repère local de la face 1, et le calcul de la diffraction par une plaque
PC vu au paragraphe précédent est appliqué. En effet, sont connus : l’angle α, la longueur de la
surface qui contribue (il s’agit de la longueur de [B′iA] ∩ [B′sA]), les coordonnées de l’origine du
repère local (il s’agit du point O′′1) et enfin, les angles d’incidence et de diffusion, dans le repère
local (avec l’équation (2.126)).

De même pour la face 2, le point A′i, projeté du point A sur la face 2 par le vecteur k̂′
i2

, et le
point A′s, projeté du point A sur la face 2 par le vecteur k̂′

s2
, sont calculés dans le repère local

de la face 2. La partie de la face 2 qui contribue dans la diffraction en SR est [A′iB]∩ [A′sB]. Et
les calculs sont menés à partir du cas élémentaire de la plaque vu précédemment.

Contribution des DR du dièdre Une méthode pour calculer la contribution des doubles
réflexions serait d’itérer l’OP. Connaissant les courants induits par le champ incident sur la face 1
(à l’aide de l’OP), le principe de Huygens serait utilisé pour connâıtre le champ diffusé au niveau
de la face 2, et les courants induits par ce champ diffracté pourraient être obtenus à l’aide de
l’OP. Finalement, le principe de Huygens serait de nouveau appliqué pour évaluer le rayonnement
en champ lointain de cette contribution. Mais cette méthode nécessite le calcul d’une double
intégrale (quadruple intégrale pour le cas 3D) qui ne peut être réalisé analytiquement à cause du
rayonnement en champ proche entre la face 1 et 2. Pour obtenir un calcul asymptotique rapide
(sans intégrale numérique), il convient de coupler les faces en champ lointain. Ceci est réalisé
à l’aide de l’Optique Géométrique, et la démarche ainsi que la validité de cette approche sont
discutées pour le cas 3D dans [78, 80, 152].

L’OG est utilisée de la manière la plus simple : le développement asymptotique de Luneberg
et Kline [40, 41] n’est pas utilisé, seuls le principe de Fermat et les lois de Snell-Descartes
sont considérés (voir paragraphe 1.4.2.1). L’OG est utilisée sur la première réflexion de la DR
considérée, et l’OP est appliquée sur la deuxième face de la DR. La réflexion sur la première
face de la DR est réalisée dans la direction spéculaire, et une simple considération géométrique
permet de voir que les DR ne sont possibles que si les deux conditions suivantes sont vérifiées :{

k′
i1
· n̂1 < 0

k′
i2
· n̂2 < 0

. (2.129)

En effet, si l’une des faces, par exemple la face 1, est excitée sur son côté externe alors l’onde
réfléchie sur l’autre face (la face 2), qui est orientée par la direction spéculaire, s’éloigne de la
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(a) Dans le repère local de la face 1
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(b) Dans le repère local de la face 2

Fig. 2.21 – Illustration, dans les repères locaux des faces, de la DR (face 1 → face 2) avec
ombrage en observation.

face 1. Si les deux conditions de (2.129) sont vérifiées alors les DR sont possibles, et l’ombrage
en excitation ne peut pas intervenir sous ces conditions.

D’après les lois de Snell-Descartes, comme illustré sur la figure 2.21(a), la direction de l’onde
réfléchie par la face 1 (direction spéculaire) forme avec la normale n̂1 un angle θr1 = −θ′i1
exprimé dans le repère local de la face 1 . L’onde réfléchie est une onde incidente pour la face 2
et il est possible de montrer, comme illustré sur la figure 2.21(b), que la direction de cette onde
forme avec la normale n̂2 l’angle :

θr12 = −θ′i2 , (2.130)

exprimé dans le repère local de la face 2. Le vecteur d’onde de l’onde réfléchie kr12 , exprimé
dans le repère de la face 2 est

kr12 = k sin(θr12)x̂
′
2 − k cos(θr12)ẑ

′
2. (2.131)

La surface de la face 2 ne sera pas nécessairement excitée totalement par l’onde réfléchie par la
face 1. Afin de déterminer cette zone excitée, le point A′r est évalué en projetant le point A sur
la face 2 par le vecteur kr12 , de la même manière que sont obtenus les points A′s et A′i pour les
SR de la face 2. A′r est positionné au point B si la totalité de la face 2 est excitée par l’onde
réfléchie par la face 1. La surface excitée est alors [O′′A′r].

Comme illustré sur les figures 2.21(a) et 2.21(b), un ombrage en observation est possible.
Comme dans le calcul des SR, on détermine la surface observée en calculant les coordonnées du
point A′s, obtenu par projection du point A par le vecteur ks2

′. Finalement l’OP est appliquée
sur la zone de la face 2, à la fois illuminée (par l’onde réfléchie par la face 1) et observée : [A′sA

′
r].

Pour ce faire, le calcul du problème élémentaire de la diffraction par une plaque PC (vu au
paragraphe précédent) est appliqué sur le segment [A′sA

′
r]. Les paramètres nécessaires pour ce

calcul sont la longueur du segment et les coordonnées de son centre (connus car les coordonnées
de A′s et A′r ont été calculés) ainsi que l’angle d’incidence dans le repère local (évalué par θr12),
l’angle d’observation dans le repère local (θ′s2), et enfin, la rotation du repère local (α2). La même
démarche est conduite pour la DR de la face 2 vers la face 1 où, cette fois, l’angle d’incidence
(de l’onde réfléchie par la face 2) dans le repère local de la face 1 est :

θr21 = −θ′i1 . (2.132)

La contribution en forward scattering est évaluée, comme pour le cas de la plaque, en appli-
quant le principe de Huygens sur les courants de l’OP en SR en ne considérant que l’ombrage en
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excitation. La croix étant constituée de 4 dièdres, et connaissant les angles locaux dans chaque
dièdre (puisque la rotation d’angle α est connue pour chaque dièdre), on applique le calcul pro-
posé précédemment. Finalement le champ diffracté en champ lointain de la croix est obtenu par
sommation cohérente du champ diffracté de tous les dièdres.

2.2.4.3 Résultats

La méthode asymptotique (OP+OG/OP) appliquée sur la croix est comparée à la MdM,
utilisée comme méthode de référence. La géométrie de l’obstacle est illustré sur la figure 2.22 et
les numérotations des faces et des dièdres sont définies. Une comparaison sur la dérivée normale
du champ total surfacique (cas TE) est tracée sur la figure 2.23. La croix a une inclinaison α = 0̊ ,
la longueur des plaques est L = 5λ, et leur épaisseur est e = λ/15, le pas d’échantillonnage vaut
∆s = λ/20. La croix est illuminée par une onde plane d’angle d’incidence θi = 45̊ .
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Fig. 2.22 – Numérotation des faces et des
dièdres dans la croix.
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Fig. 2.23 – Comparaison de la dérivée nor-
male du champ surfacique (cas TE) sur la
croix. θi = 45̊ , L = 5λ, α = 0̊ , e = λ/15,
∆s = λ/20.

Sous cette configuration et d’après la figure 2.22, on remarque que les faces 1 et 8 sont
directement illuminées par l’onde incidente. De ce fait, les courants sur les faces se couplent. Du
point de vue de la méthode asymptotique, les DR (1 → 8) et (8 → 1) tiennent compte de ce
couplage en s’ajoutant aux contributions des SR. Ainsi la dérivée normale du champ surfacique
est bien évaluée par la méthode OP+OG/OP sur les faces 1 et 8. La MdM prédit un courant non
négligeable, sur les terminaisons des faces 3 et 6, qui décroit vers la base des faces. La méthode
asymptotique est incapable de prédire ces courants puisque ces faces ne sont pas directement
excitées par l’onde incidente. Physiquement ces courants peuvent être dus à la diffraction de
l’arête des faces 1 et 2 et de l’arête des faces 7 et 8. Ces arêtes rayonnent vers les faces 3
et 6, excitant alors une onde de surface qui décroit peu à peu le long des faces : le courant se
concentrant sur le bord des faces. Dans le cas TM (comparaison non illustrée dans ce manuscrit),
les résultats sont similaires. A savoir un très bon accord sur les faces directement illuminées, et
des ondes rampantes sur les autres faces qui semblent légèrement plus présentes que dans le cas
TE. De plus, le champ surfacique décroit moins vite et l’onde de surface contribue davantage.

Les résultats en SER issus de la méthode OP+OG/OP sont comparés à ceux issus de la MdM
sur la figure 2.24 où le cas TE est considéré. La longueur des plaques de la croix est L = 10λ,
et leur épaisseur est e = λ/15, le pas d’échantillonnage vaut ∆s = λ/20 et θi = 0̊ . La figure
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2.24(a) correspond au cas où la croix a une inclinaison α = 0̊ , alors que α = 45̊ pour la figure
2.24(b).
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Fig. 2.24 – Comparaison de la SER (cas TE) d’une croix. θi = 0̊ , L = 10λ, e = λ/15, ∆s = λ/20.

Les résultats montrent un très bon accord autour de la direction spéculaire (spéculaire des
SR des faces 3 et 8 pour la figure 2.24(a) et spéculaire des DR entre les faces 2 et 3 pour la
figure 2.24(b)). Pour un angle d’observation plus rasant (θs ∈ [60̊ ; 140̊ ]) les résultats diffèrent,
loin de la direction spéculaire l’OP devient moins précise. De plus les diffractions d’arêtes sont
négligées dans l’approche asymptotique et peuvent contribuer dans cette zone angulaire. En zone
de forward scattering l’OP+OG/OP tend à nouveau vers la MdM. Les SR et les DR sont donc
biens prises en compte dans la méthode car de bons résultats sont obtenus dans le domaine de
validité de l’OP (proche de la direction spéculaire)

Un des avantages de la méthode asymptotique est de proposer une résolution analytique du
problème. Les résultats sont obtenus presque instantanément, et ceci, quelle que soit la taille du
problème (taille de l’obstacle par rapport à la longueur d’onde). Alors que la MdM peut être
inutilisable si l’objet devient trop grand. En effet dans ce cas, le nombre d’inconnues est très
important et la matrice impédance ne peut pas être inversée (par décomposition LU) sur un PC
standard. Lorsque le calcul est réalisable, la MdM peut nécessiter un temps de calcul de l’ordre
de la minute en fonction de la taille de l’objet. Un autre avantage de la méthode OP+OG/OP
est qu’il est possible de calculer les contributions séparément. Par exemple, les contributions (en
SR, DR et forward scattering) ne provenant que du dièdre 1 peuvent être évaluées et comparées
au champ diffracté obtenu en considérant tous les dièdres. De même il est possible de calculer
le champ diffracté du uniquement aux SR des faces. En conclusion, la méthode permet une
souplesse de calcul, très utile pour comprendre physiquement le rôle de chaque contribution.

Sur la figure 2.25, la SER de la croix est tracée. Une comparaison est effectuée entre la MdM
et les différentes contributions de la méthode asymptotique : une courbe où seules les SR de
la croix sont considérées, une deuxième courbe où le forward scattering est ajouté aux SR, et
enfin une courbe où toutes les contributions sont considérées (ajout des DR). L’inclinaison de la
croix est de α = 0̊ , la longueur de ses plaques L = 10λ, et leur épaisseur est e = λ/15, le pas
d’échantillonnage vaut ∆s = λ/20 et θi = 55̊ .

Avec cet angle d’incidence, les faces 1 et 8 sont directement illuminées par l’onde incidente
et contribueront en SR et DR. Une partie de la face 6 est excitée et contribuera en SR. Sur la
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Fig. 2.25 – SER (cas TE) de la croix. Comparaison entre les résultats obtenus par la MdM
et par les différentes contributions de la méthode asymptotique. θi = 55̊ , α = 0̊ , L = 10λ,
e = λ/15, ∆s = λ/20.

figure 2.25, on remarque que la méthode asymptotique est en bon accord avec la MdM autour
de θs = −125̊ , ce qui correspond à la direction spéculaire des SR des faces 1 et 6. Mais les
SR seules ne permettent pas de prédire le pic centré à θs = −55̊ ni le champ diffracté dans
la zone d’ombre (θs ∈ [0; 180̊ ]), bien que la SR de la face 8 permet d’obtenir des valeurs pour
θs ∈ [0; 45̊ ] ; celle-ci étant encore visible par le récepteur dans cette zone angulaire. Dans la zone
d’ombre, l’ajout de la contribution des forward scattering est essentiel, et on observe un bon
accord autour de θs = 125̊ , angle correspondant au plus fort bistatisme. Enfin, l’ajout des DR
permet de prédire très précisément le pic à θs = −55̊ , correspondant à la direction spéculaire
des DR. Le champ diffracté obtenu par la méthode asymptotique (en considérant toutes les
contributions) est finalement proche de celui calculé par la MdM.

Dans ce paragraphe, un modèle asymptotique (basé sur l’OP combinée à l’OG) et un modèle
rigoureux (basé sur la MdM) ont été proposés. Les résultats ont montré à la fois l’exactitude de
la MdM et une précision intéressante pour la méthode asymptotique. Il convient maintenant de
coupler l’objet avec la surface rugueuse. C’est l’objet du troisième chapitre.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, les travaux menés au laboratoire IREENA, concernant le calcul de la
diffusion par une surface rugueuse par des méthodes “exactes” rapides, ont été rappelés. Puisque
le cas plus complexe d’un objet situé au-dessus de la mer nécessite d’acquérir une mâıtrise de
ces outils, mon travail a consisté à assimiler le développement théorique des méthodes (MdM,
FB et FB-SA) ainsi que les codes existants et à les appliquer au cas réaliste d’une surface de
mer très conductrice.
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Ainsi, une étude a été menée sur la convergence de la FB-SA pour ce type de surface. La
conclusion importante de ce travail est que la distance des interactions fortes pour une surface de
mer est très petite devant la taille de la surface contrairement au cas d’une surface gaussienne.
Ainsi, la méthode FB-SA s’avère particulièrement intéressante pour des applications maritimes.
La diffraction par une croix en espace libre a également été étudiée dans ce chapitre. La Méthode
des Moments a d’abord été appliquée au cas du cylindre, et des comparaisons avec la solution
analytique exacte a démontré la validité de l’application. Fort de ces résultats, la MdM a pu être
appliquée au cas de la croix. Un modèle asymptotique analytique (basé sur l’OP et l’OG) a été
proposé pour évaluer la SER d’une croix en espace libre et des comparaisons avec la méthode de
référence (la MdM) ont montré des résultats encourageants. Il convient maintenant de continuer
dans l’élaboration d’un modèle rigoureux pour une scène plus complexe où un objet est situé
au-dessus d’une surface rugueuse.
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Chapitre 3

Diffusion par un objet au-dessus
d’une surface rugueuse - cas scalaire

D
ans le chapitre précédent, l’étude a porté sur la diffusion par
la surface rugueuse seule et sur la diffraction par un objet
en espace libre. Dans ce chapitre nous allons présenter com-

ment modéliser la diffraction par une scène 2D où un objet est situé
au-dessus d’une surface rugueuse. Les phénomènes de couplage seront
tout d’abord mis en exergue en étudiant les équations intégrales de la
scène. En utilisant l’étude menée au chapitre 2, la Méthode des Moments
sera appliquée et servira de méthode de référence. Après avoir proposé
une méthode rigoureuse “exacte” facilitant le calcul de la diffusion par
un objet au-dessus d’une surface rugueuse, sa validité et sa convergence
seront étudiées. Cette méthode permettra notamment d’accélérer le cal-
cul en utilisant les travaux vus au chapitre 2. Des modèles rigoureux et
hybrides seront construits à partir de cette méthode.

3.1 Positionnement du problème
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Fig. 3.1 – Illustration de la scène étu-
diée : un objet situé au-dessus d’une
surface rugueuse.

Lorsqu’un objet est situé à proximité d’une autre
surface, et que cet ensemble de diffuseurs est excité par
une onde électromagnétique, le champ diffusé par cette
scène n’est pas égal à la somme des champs diffusés par
chacun des diffuseurs considérés indépendamment (en
espace libre). En effet, les deux surfaces vont se cou-
pler, ou autrement dit : les courants sur la surface d’un
objet dépendent des courants sur la surface de l’autre
diffuseur. Comme nous l’avons déjà évoqué, ce sujet
d’étude est de grand intérêt puisque dans la nature un
diffuseur est rarement à la fois isolé de son environne-
ment et isolé d’autres diffuseurs proches. Une modéli-
sation réaliste de la diffusion par ces scènes complexes
doit prendre en compte ces phénomènes de couplage.
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Toujours dans le souci d’obtenir une méthode “exacte”, la Méthode des Moments est utilisée.
La scène considérée, illustrée sur la figure 3.1, est composée d’un obstacle placé au-dessus d’une
surface rugueuse monodimensionnelle.

Contrairement au cas traité par Wang et al. [153] (qui appliquent la MdM sur un objet
partiellement enfoui) et par Pino et al. [105] (qui proposent une méthode “exacte” rapide dans le
cas 2D), l’objet n’est pas sur la surface mais au-dessus de la surface rugueuse. Les autres travaux
sur ce sujet datent de cette dernière décennie ; nous avons déjà cité [108, 109, 110, 111], qui
proposent tous une méthode hybride ou asymptotique du problème dans le cas 2D. Cependant,
l’élaboration d’une méthode dite “exacte” et rapide est nécessaire afin de traiter des problèmes
de grande taille, et afin de valider par la suite les modèles asymptotiques envisagés. L’approche
de Wang et al. [107] applique la Méthode des Moments avec une inversion directe de la matrice
impédance de la scène globale. Cette scène est composée d’un objet PC placé au-dessus d’une
surface rugueuse diélectrique ; l’étude de Wang et al. est uniquement menée pour le cas TM. Une
approche intéressante, déjà évoquée au paragraphe 1.6, est celle de Johnson [106], où un modèle
est proposé pour le cas 3D. Cependant, il est utile de rappeler que ce modèle utilise la méthode
dite “exacte” et rapide Coupled CAnonical Grid/Discrete Dipole Approach (CCAG/DDA) [113]
qui implique une complexité de O(N−log(N−)) sur la surface de mer (où N− est le nombre
d’inconnues sur la surface de mer). Or, la FB-SA propose, quant à elle, une complexité de
O(N−). Il serait donc intéressant de développer un modèle capable de coupler “rigoureusement”
l’objet avec la surface de mer, et dans lequel la FB-SA est appliquée sur la surface de mer. Avant
d’envisager ce modèle accéléré, considérons d’abord le calcul par la MdM.

3.2 Diffusion de la scène par la Méthode des Moments

Dans cette partie, le problème de deux diffuseurs quelconques est étudié. Ils sont considérés
dans un premier temps, tous deux, diélectriques. Le cas où seulement un diffuseur est parfai-
tement conducteur est ensuite étudié pour finalement traiter le cas où les deux diffuseurs sont
PC. Pour poser rigoureusement le problème de la diffusion électromagnétique par cette scène
“complexe”, il convient d’établir les équations intégrales de cette nouvelle scène.

3.2.1 Equations intégrales - cas de deux diffuseurs quelconques diélectriques
placés dans le milieu incident

Le problème considéré est illustré sur la figure 3.2. Une source est placée dans un milieu Ω0

de permittivité ε0 et de volume V0. Ce milieu incident contient deux diffuseurs : le diffuseur 1
de milieu Ω1 de permittivité ε1 et de volume V1 et le diffuseur 2 de milieu Ω2 de permittivité
ε2 et de volume V2. S1 est la surface délimitant le volume V1 ; sa normale, n̂1, est dirigée vers
l’extérieur de V1 (donc dirigée vers le milieu incident). De même, S2 est la surface délimitant
le volume V2 ; sa normale, n̂2, est dirigée vers l’extérieur de V2. S∞ est la surface délimitant
le volume V0 à l’infini ; sa normale pointe vers l’extérieur de V0. En appliquant le théorème de
Green dans le volume V0, comme vu aux paragraphes 1.2.1.2 et 1.2.2 et dans l’annexe A (où seul
le problème “simple diffuseur’ est considéré) mais en menant le calcul avec deux diffuseurs, on
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Fig. 3.2 – Le problème de la diffusion par deux diffuseurs placés dans le milieu incident.

obtient{
ψ0(r′) si r′ ∈ V0

0 sinon
= ψi(r′) +

∫
S1

[
ψ1(r1)

∂g0(r1, r
′)

∂n1
− g0(r1, r

′)
∂ψ1(r1)
∂n1

]
ds

+
∫
S2

[
ψ2(r2)

∂g0(r2, r
′)

∂n2
− g0(r2, r

′)
∂ψ2(r2)
∂n2

]
ds . (3.1)

Dans le volume V0 on obtient le principe de Huygens, ∀r′ ∈ V0 :

ψs0(r
′) = ψs1(r

′) + ψs2(r
′), (3.2)

avec

ψs1(r
′) = +

∫
S1

[
ψ1(r1)

∂g0(r1, r
′)

∂n1
− g0(r1, r

′)
∂ψ1(r1)
∂n1

]
ds ∀r1 ∈ S1, (3.3)

ψs2(r
′) = +

∫
S2

[
ψ2(r2)

∂g0(r2, r
′)

∂n2
− g0(r2, r

′)
∂ψ2(r2)
∂n2

]
ds ∀r2 ∈ S2. (3.4)

En se positionnant sur la surface du diffuseur 1, les conditions aux limites imposent :
ψ0(r) = ψ1(r)

∂ψ0(r)
∂n

=
1
ρ10

∂ψ1(r)
∂n

∀r ∈ S1, (3.5)

où ρ10 = 1 dans le cas TE et ρ10 = ε1/ε0 dans le cas TM. Alors si r′ tend vers S1, à partir de
l’équation (3.1) on obtient une première équation intégrale, ∀r1, r

′ ∈ S1 et ∀r2 ∈ S2 :

ψi(r′) = +
1
2
ψ1(r′)−−

∫
S1

∂g0(r1, r
′)

∂n1
ψ1(r1) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā1

+
∫
S1

g0(r1, r
′)
∂ψ1(r1)
∂n1

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄1

−
∫
S2

∂g0(r2, r
′)

∂n2
ψ2(r2) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā21

+
∫
S2

g0(r2, r
′)
∂ψ2(r2)
∂n2

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄21

. (3.6)
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En se positionnant sur la surface du diffuseur 2, les conditions aux limites imposent :
ψ0(r) = ψ2(r)

∂ψ0(r)
∂n

=
1
ρ20

∂ψ2(r)
∂n

∀r ∈ S2, (3.7)

où ρ20 = 1 dans le cas TE et ρ20 = ε2/ε0 dans le cas TM. Si r′ tend vers S2, à partir de l’équation
(3.1) on obtient une deuxième équation intégrale, ∀r1 ∈ S1 et ∀r2, r

′ ∈ S2 :

ψi(r′) = −
∫
S1

∂g0(r1, r
′)

∂n1
ψ1(r1) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā12

+
∫
S1

g0(r1, r
′)
∂ψ1(r1)
∂n1

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄12

+
1
2
ψ2(r′)−−

∫
S2

∂g0(r2, r
′)

∂n2
ψ2(r2) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā2

+
∫
S2

g0(r2, r
′)
∂ψ2(r2)
∂n2

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄2

. (3.8)

Avec deux diffuseurs, le problème possède quatre inconnues : le champ total sur la surface du
diffuseur 1 (ψ1), sa dérivée normale (∂ψ1

∂n1
), le champ total sur la surface du diffuseur 2 (ψ2)

et sa dérivée normale (∂ψ2

∂n2
). Il manque encore deux équations pour que le système soit bien

conditionné. Celles-ci sont obtenues en appliquant le théorème de Green dans le volume V1

d’une part :{
ψ1(r′) si r′ ∈ V1

0 sinon
= −

∫
S1

[
ψ1(r1)

∂g1(r1, r
′)

∂n1
− g1(r1, r

′)
∂ψ1(r1)
∂n1

]
ds , (3.9)

et dans le volume V2 d’autre part :{
ψ2(r′) si r′ ∈ V2

0 sinon
= −

∫
S2

[
ψ2(r2)

∂g2(r2, r
′)

∂n2
− g2(r2, r

′)
∂ψ2(r2)
∂n2

]
ds , (3.10)

où les signes − viennent du fait que la normale à la surface du diffuseur 1 (n̂1) et celle du
diffuseur 2 (n̂2) sont dirigées vers l’intérieur de V0. A partir de l’équation (3.9), quand r′ tend
vers S1 on a

0 = −1
2
ψ1(r′)−−

∫
S1

∂g1(r1, r
′)

∂n1
ψ1(r1) ds︸ ︷︷ ︸

⇒C̄1

+ρ10

∫
S1

g1(r1, r
′)
∂ψ1(r1)
∂n1

ds︸ ︷︷ ︸
⇒D̄1

∀r′ ∈ S1. (3.11)

A partir de l’équation (3.10), quand r′ tend vers S2 on a

0 = −1
2
ψ2(r′)−−

∫
S2

∂g2(r2, r
′)

∂n2
ψ2(r2) ds︸ ︷︷ ︸

⇒C̄2

+ρ20

∫
S2

g2(r2, r
′)
∂ψ2(r2)
∂n2

ds︸ ︷︷ ︸
⇒D̄2

∀r′ ∈ S2. (3.12)

Comme pour le cas d’une seule surface diélectrique, les équations intégrales s’écrivent comme
une combinaison linéaire des conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann, c’est pourquoi
nous retrouvons les termes de la EFIE TE (2.4) et la MFIE TM (2.7) dans les équations (3.6)
(3.8) (sans valeur principale de Cauchy pour les termes annotés Ā21 et Ā12 puisque les deux
vecteurs de la fonction de green ne peuvent être égaux : pas de singularité). Dans les équations
(3.11) et (3.12) nous retrouvons également le terme de la MFIE TM mais également un terme
proche de celui de la EFIE TE avec, cependant, un signe − devant 1

2ψ(r′) comme vu pour le
cas diélectrique “simple diffuseur” avec l’équation (2.33).
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3.2.2 Discrétisation par la Méthode des Moments

Les équations (3.6), (3.8), (3.11) et (3.12) forment un système couplé. En appliquant la
MdM comme vu au paragraphe 2.1.1.2, en utilisant les mêmes fonctions de base et de test, les
équations sont discrétisées et le système couplé s’écrit sous la forme matricielle Z̄X = b. Le
vecteur inconnu X est égal à

X =
[

X1

X2

]
, (3.13)

où X1 et X2 contiennent les inconnues surfaciques des champs ψ et ∂ψ
∂n sur les surfaces des

diffuseurs 1 et 2, respectivement. Ils sont donnés par

X1 =
[
ψ1(r11) . . . ψ1(r1N )

∂ψ1(r11)
∂n1

. . .
∂ψ1(r1N )
∂n1

]t
, (3.14)

X2 =
[
ψ2(r21) . . . ψ2(r2M )

∂ψ2(r21)
∂n2

. . .
∂ψ2(r2M )

∂n2

]t
, (3.15)

où l’exposant t désigne la transposée et N et M sont les nombres d’échantillons des surfaces du
diffuseur 1 et 2, respectivement. Ainsi, X1 est de taille 2N et X2 est de taille 2M . Le terme b,
de taille 2(N +M), contient l’information sur le champ incident

b =
[

b1

b2

]
= [ψi(r11) . . . ψi(r1N ) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

b1
t

ψi(r21) . . . ψi(r2M ) 0 . . . 0]t︸ ︷︷ ︸
b2

t

. (3.16)

La matrice impédance (matrice carrée de taille 2(N +M)× 2(N +M)) peut se mettre sous la
forme 

Ā1 B̄1 Ā21 B̄21

C̄1 ρ10D̄1 0̄ 0̄
Ā12 B̄12 Ā2 B̄2

0̄ 0̄ C̄2 ρ20D̄2

 , (3.17)

où les sous-matrices qui la composent sont obtenues à partir des opérateurs des équations (3.6)
(3.8), (3.11) et (3.12).

Les matrices Ā1, B̄1, C̄1 et D̄1 peuvent se grouper sous forme d’une sous-matrice impédance
notée Z̄1 :

Z̄1 =
[

Ā1 B̄1

C̄1 ρ10D̄1

]
. (3.18)

Elle correspond à la matrice impédance du problème “simple diffuseur” dans le cas diélectrique ;
la surface considérée étant S1, séparant un milieu de permittivité ε0 d’un milieu de permitti-
vité ε1. Ainsi, les matrices Ā1, B̄1, C̄1, D̄1 correspondent aux matrices Ā, B̄, C̄, D̄ données
respectivement par (2.36), (2.37), (2.38) et (2.39) avec entre autre rn = r1n et γn = γ1n : les
échantillons de la surface du diffuseur 1 sont utilisés. Les matrices Ā1, B̄1 sont calculées pour
le milieu de propagation ε = ε0 et C̄1, D̄1 sont calculées pour le milieu de propagation ε = ε1.
De même pour la sous-matrice impédance :

Z̄2 =
[

Ā2 B̄2

C̄2 ρ10D̄2

]
, (3.19)

où cette fois la surface considérée est S2, séparant un milieu de permittivité ε0 d’un milieu de
permittivité ε2. Ainsi, les matrices Ā2, B̄2, C̄2, D̄2 correspondent aux matrices Ā, B̄, C̄, D̄
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données respectivement par (2.36), (2.37), (2.38) et (2.39) avec entre autre rn = r2n et γn = γ2n :
les échantillons de la surface du diffuseur 2 sont utilisés. Les matrices Ā2, B̄2 sont calculées pour
le milieu de propagation ε = ε0 et C̄2, D̄2 sont calculées pour le milieu de propagation ε = ε2.

A titre d’exemple, les éléments des matrices Ā1 et D̄2 sont données par :

A1m,n =


+1

2 −
∆x1
4π

(γ1m )′

1+(γ1m )2
pour m = n

− ik0∆x1
4

H
(1)
1 (k0‖r1n−r1m‖)
‖r1n−r1m‖ [γ1n(x1n − x1m)− (z1n − z1m)] pour m 6= n

, (3.20)

D2m,n =
i∆x2α2n

4


1 + 2i

π ln (0.164k2α2m∆x2) pour m = n

H
(1)
0 (k2 ‖r2n − r2m‖) pour m 6= n

. (3.21)

Les matrices Ā21 et B̄21 ainsi que les matrices Ā12 et B̄12 peuvent être vues comme des
matrices de couplage entre les deux surfaces. Plus précisément, d’après l’équation intégrale (3.8),
les matrices Ā12 et B̄12 multipliées à un vecteur contenant les inconnues (respectivement ψ1

et ∂ψ1

∂n1
) donnent une grandeur homogène à un champ, ce champ étant situé sur le diffuseur 2.

Autrement dit, Ā12 et B̄12 font propager l’information du champ de la surface S1 vers la surface
S2. Ainsi la matrice impédance, dite de couplage (S1  S2), s’écrit

Z̄12 =
[

Ā12 B̄12

0̄ 0̄

]
, (3.22)

La même remarque peut être faite pour les matrices Ā21 et B̄21 :

Z̄21 =
[

Ā21 B̄21

0̄ 0̄

]
, (3.23)

où Z̄21 est la matrice de couplage de la surface du diffuseur 2 vers la surface surface du diffuseur
1 (S2  S1).

Les matrices Ā12 et Ā21 sont obtenues en discrétisant le terme correspondant (par la MdM)
dans les équations (3.6) et (3.8). Ces termes sont très similaires à (2.7) qui aboutit à (2.14), mais
il n’y a pas de singularité dans la fonction de Green puisque les vecteurs ne peuvent pointer
sur le même élément. En effet, quand l’un pointe sur la surface du diffuseur 1, l’autre pointe
sur celle du diffuseur 2. Le même raisonnement est fait pour obtenir les matrices B̄12 et B̄21 et
finalement on peut écrire :

A12m,n = − ik0∆x1
4

H
(1)
1 (k0‖r1n−r2m‖)
‖r1n−r2m‖ [γ1n(x1n − x2m)− (z1n − z2m)] ∀m,n, (3.24)

B12m,n = + i∆x1α1n
4 H

(1)
0 (k0 ‖r1n − r2m‖) ∀m,n, (3.25)

A21m,n = − ik0∆x2
4

H
(1)
1 (k0‖r2n−r1m‖)
‖r2n−r1m‖ [γ2n(x2n − x1m)− (z2n − z1m)] ∀m,n , (3.26)

B21m,n = + i∆x2α2n
4 H

(1)
0 (k0 ‖r2n − r1m‖) ∀m,n , (3.27)
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En résumé, le système matriciel Z̄X = b peut être mis sous la forme[
Z̄1 Z̄21

Z̄12 Z̄2

] [
X1

X2

]
=
[

b̄1

b̄2

]
, (3.28)

où Z̄1 est une matrice de taille 2N × 2N , Z̄21 est de taille 2N × 2M , Z̄12 est de taille 2M × 2N
et enfin Z̄2 est de taille 2M × 2M .

3.2.3 Cas d’un diffuseur quelconque PC proche d’un diffuseur quelconque
diélectrique

Si le diffuseur 1 est PC et le diffuseur 2 est diélectrique, alors les équations intégrales à
considérer sont obtenues en appliquant le théorème de Green dans le volume V2 ce qui amène
à l’équation intégrale (3.12), ainsi que dans le milieu V0 qui aboutit à l’équation (3.1) où les
conditions aux limites de Dirichlet (2.1) et de Neumann (2.2) sont appliquées sur la surface 1.
Ainsi, en faisant tendre r′ vers S1, on obtient une équation intégrale qui s’exprime dans le cas
TE, ∀r1, r

′ ∈ S1 et ∀r2 ∈ S2 :

ψi(r′) =

+
∫
S1

g0(r1, r
′)
∂ψ1(r1)
∂n1

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄1

−
∫
S2

∂g0(r2, r
′)

∂n2
ψ2(r2) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā21

+
∫
S2

g0(r2, r
′)
∂ψ2(r2)
∂n2

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄21

, (3.29)

et s’exprime dans le cas TM, ∀r1, r
′ ∈ S1 et ∀r2 ∈ S2 :

ψi(r′) =

+
1
2
ψ1(r′)−−

∫
S1

∂g0(r1, r
′)

∂n1
ψ1(r1) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā1

−
∫
S2

∂g0(r2, r
′)

∂n2
ψ2(r2) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā21

+
∫
S2

g0(r2, r
′)
∂ψ2(r2)
∂n2

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄21

.

(3.30)
En faisant tendre r′ vers S2 et en utilisant les conditions aux limites du cas diélectrique (3.7)
sur la surface 2, on obtient une équation intégrale qui s’exprime dans le cas TE, ∀r2, r

′ ∈ S2 et
∀r1 ∈ S1 :

ψi(r′) =

+
∫
S1

g0(r1, r
′)
∂ψ1(r1)
∂n1

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄12

+
1
2
ψ2(r′)−−

∫
S2

∂g0(r2, r
′)

∂n2
ψ2(r2) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā2

+
∫
S2

g0(r2, r
′)
∂ψ2(r2)
∂n2

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄2

,

(3.31)
et s’exprime dans le cas TM, ∀r2, r

′ ∈ S2 et ∀r1 ∈ S1

ψi(r′) =

−
∫
S1

∂g0(r1, r
′)

∂n1
ψ1(r1) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā12

+
1
2
ψ2(r′)−−

∫
S2

∂g0(r2, r
′)

∂n2
ψ2(r2) ds︸ ︷︷ ︸

⇒Ā2

+
∫
S2

g0(r2, r
′)
∂ψ2(r2)
∂n2

ds︸ ︷︷ ︸
⇒B̄2

.

(3.32)
Le système couplé formé par les équations (3.29), (3.31) et (3.12) pour le cas TE et par les
équations (3.30), (3.32) et (3.12) pour le cas TM, s’écrit sous la forme du système matriciel vu
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à l’équation (3.28), où Z̄2 est toujours définie par (3.19) mais la matrice impédance du diffuseur
1 (de taille N ×N) est définie, suivant la polarisation TE ou TM, par :

cas TE : Z̄1 = B̄1,
cas TM : Z̄1 = Ā1,

(3.33)

où les matrices B̄1 et Ā1 sont les mêmes que celles vues à l’équation (3.18). La matrice de
couplage Z̄12 (de taille 2M ×N) s’exprime, suivant la polarisation TE ou TM, par

cas TE : Z̄12 =
[

B̄12

0̄

]
,

cas TM : Z̄12 =
[

Ā12

0̄

]
,

(3.34)

et la matrice de couplage Z̄21 (de taille N × 2M) par

Z̄21 =
[
Ā21 B̄21

]
, (3.35)

où les matrices B̄12, Ā12, B̄21 et Ā21 sont définies par les équations (3.25), (3.24), (3.27), (3.26),
respectivement. Le vecteur contenant l’information sur le champ incident s’écrit ici

b =
[

b1

b2

]
= [ψi(r11) . . . ψi(r1N )︸ ︷︷ ︸

b1
t

ψi(r21) . . . ψi(r2M ) 0 . . . 0]t︸ ︷︷ ︸
b2

t

, (3.36)

et enfin, le vecteur inconnu X contient les inconnues surfaciques des champs ψ2 et ∂ψ2

∂n2
sur la

surface du diffuseur 2 et ψ1 (cas TM) ou ∂ψ1

∂n1
(cas TE) sur la surface du diffuseur 1. Il est défini

par l’équation (3.13) avec cette fois

cas TE : X1 =
[
∂ψ1(r11)
∂n1

. . .
∂ψ1(r1N )
∂n1

]
,

cas TM : X1 = [ψ1(r11) . . . ψ1(r1N )] ,
(3.37)

3.2.4 Cas de deux diffuseurs quelconques PC

Si les deux diffuseurs sont Parfaitement Conducteurs (PC), alors les équations intégrales à
considérer sont obtenues en appliquant le théorème de Green seulement dans le volume V0 ce
qui aboutit à l’équation (3.1) où les conditions de Dirichlet (2.1) et de Neumann (2.2) sont
appliquées sur les surfaces S1 et S2. Dans ce cas on obtient un système couplé formé par deux
équations intégrales (d’écriture différente suivant la polarisation de l’onde) et qui s’écrit sous la
forme du système matriciel vu à l’équation (3.28), où la matrice impédance du diffuseur 1 (de
taille N ×N) est définie par (3.33). Il en est de même pour la matrice Z̄2 qui devient dans ce
cas :

cas TE : Z̄2 = B̄2,
cas TM : Z̄2 = Ā2,

(3.38)

où les matrices B̄2 et Ā2 sont les mêmes que celles vues à l’équation (3.19). Les matrices de
couplage Z̄12 (de taille M ×N) et Z̄21 (de taille N ×M) deviennent, suivant la polarisation de
l’onde :

cas TE : Z̄12 = B̄12,
cas TM : Z̄12 = Ā12,

(3.39)
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et
cas TE : Z̄21 = B̄21,
cas TM : Z̄21 = Ā21.

(3.40)

Enfin, les vecteurs contenant l’information sur le champ incident et les inconnues surfaciques
des champs sur les surfaces S1 et S2 sont définis, respectivement, par

b =
[

b1

b2

]
= [ψi(r11) . . . ψi(r1N )︸ ︷︷ ︸

b1
t

ψi(r21) . . . ψi(r2M )]t︸ ︷︷ ︸
b2

t

, (3.41)

et

cas TE : X2 =
[
∂ψ2(r21)
∂n2

. . .
∂ψ2(r2M )

∂n2

]
,

cas TM : X2 = [ψ2(r21) . . . ψ2(r2M )] .
(3.42)

3.3 Méthode PILE étendue combinée à la FB-SA

3.3.1 Intérêt de la méthode PILE classique

Nicolas Déchamps proposa durant sa thèse [1] un algorithme pour calculer la diffusion par
deux interfaces rugueuses superposées. Dans ce problème de diffusion, deux surfaces sont consi-
dérées mais seule l’interface supérieure est illuminée par l’onde incidente. La démarche proposée
par N. Déchamps s’appuie sur la décomposition par blocs de la matrice impédance [1, 154]. L’in-
verse par bloc de cette matrice fait apparaitre une matrice caractéristique du système formé par
les deux interfaces. Outre une compléxité en stockage mémoire améliorée, un des avantages de
cette méthode, nommée PILE (Propagation-Inside-Layer Expansion), est de pouvoir appliquer
des méthodes “exactes” rapides qui existent déjà pour le cas d’une surface rugueuse seule. La
complexité de la méthode (concernant le temps de calcul et l’espace mémoire) peut alors être
nettement améliorée.

Ainsi, dans la thèse de N. Déchamps [1], la méthode BMIA/CAG (Banded Matrix Iterative
Approach/CAnonical Grid) est intégrée dans la méthode PILE pour le calcul des interactions
locales sur chaque surface rugueuse de la couche. Dans [155], l’étude a été étendue pour accélérer
le calcul des produits matrice-vecteur dans l’étage de couplage entre les deux interfaces. Et
enfin, l’approche FB-SA a été intégrée dans la méthode PILE [136] à la fois pour le calcul
des interactions locales sur chacune des interfaces et pour les produits matrice-vecteur dans
l’étage de couplage entre les deux interfaces. La méthode PILE a été comparée a des résultats
de la littérature, ce qui a conduit à une très bonne concordance pour toutes les configurations
rencontrées [154, 120]. Ces travaux réalisés au laboratoire IREENA concernent uniquement le
calcul de la diffusion par une couche rugueuse homogène (deux surfaces rugueuses superposées).

Mais les équations intégrales de ce problème sont analogues à celles obtenues pour un diffuseur
quelconque inclus dans un autre diffuseur (qui est de ce fait diélectrique). Ce problème est illustré
sur la figure 3.3. De plus elles sont également similaires pour un objet placé au-dessous d’une
surface rugueuse [156, 157, 158, 107, 159, 160, 161, 162]. A noter néanmoins que la matrice
impédance d’une surface rugueuse et celle d’un objet (surface fermée) ne sont pas identiques
(voir chapitre 2). Ainsi, le problème d’un objet au-dessous d’une surface rugueuse est légèrement
différent de celui d’une couche rugueuse. Il nous a donc paru intéressant d’appliquer la méthode
PILE pour ce scénario. Ceci a fait l’objet d’une publication en revue [134], dans laquelle les
interactions sur la surface sont calculées à l’aide de la FB-SA. Quelques résultats sont présentés
dans ce manuscrit.
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Fig. 3.3 – Le problème de la diffusion par deux diffuseurs. le diffuseur 2 est inclus dans le
diffuseur 1.
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Fig. 3.4 – Module du champ total sur la surface rugueuse en fonction de l’abscisse normalisée.
Dans la légende : l’ordre de la méthode PILE suivi de l’erreur relative sur le champ total sur-
facique. θi = 0̊ , Lc = 2λ0, εr1 = 2 + 0.01i, σz = λ0, Lsurf = 120λ0, g = Lsurf/6, Ncyl = 126,
zc = −4λ0, a = b = 2λ0, polarisation TE. En haut PILE, au milieu PILE+FB (avec PFB = 7),
en bas PILE+FB-SA (xd0 = 3Lc). Les résultats issus de la MdM sont tracés sur chaque courbe.

Sur la figure 3.4 est représenté le module du champ total sur la surface rugueuse en fonction
de l’abscisse normalisée x/λ0. Un cylindre parfaitement conducteur de rayon a = b = 2λ0, décrit
par Ncyl = 126 échantillons, est situé sous la surface et centré en (xc = 0; zc = −4λ0). La
permittivité relative de la surface rugueuse est εr1 = 2 + 0.01i, l’écart-type de ses hauteurs est
σz = λ0 et sa longueur est Lsurf = 120λ0. Le paramètre de l’onde de Thorsos est g = Lsurf/6.
Les résultats issus des méthodes PILE, PILE accélérée par la FB et PILE accélérée par la FB-
SA sont représentés en fonction de l’ordre de la méthode PILE et comparés à la MdM (avec
inversion par décomposition LU). L’ordre de la FB est PFB = 7 et xd0 = 3Lc pour la FB-SA.
Les coefficients de diffusion calculés avec les méthodes PILE, PILE+FB, PILE+FB-SA et MdM
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sont tracés en fonction de l’angle θs sur la figure 3.5 pour la polarisation TE. Les paramètres
sont les mêmes que pour la figure 3.4. L’ordre de la méthode PILE est PPILE = 4 pour chaque
méthode.
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Fig. 3.5 – Comparaison du coefficient de diffusion obtenu avec les méthodes PILE, PILE+FB,
PILE+FB-SA et la MdM pour la polarisation TE. PPILE = 4 pour chaque méthode. Dans la
légende : l’erreur relative sur le coefficient de diffusion. Les paramètres sont les mêmes que pour
la figure 3.4.

Les figures 3.4 et 3.5 montrent que la méthode PILE converge et valident également l’inté-
gration des méthodes FB et FB-SA dans l’algorithme de PILE. Les écarts observés sur l’erreur
relative (mais qui sont difficilement identifiables sur les courbes) pour la méthode FB-SA sont
dus à l’application de la méthode sur une surface diélectrique. En effet, comme nous l’avons
expliqué pour le cas d’une surface seule, les interactions faibles dans la méthode FB-SA ne sont
pas correctement quantifiées pour une surface diélectrique.
Sur la figure 3.6 est représenté le module du champ total en fonction de l’abscisse normalisée
x/λ0 et de la hauteur normalisée h/λ0 pour la polarisation TE. Les paramètres sont les mêmes
que pour la figure 3.4 sauf σz = 0.5λ0, Lsurf = 80λ0, θi = 30̊ et g = Lsurf/4.

La méthode PILE admet une interprétation physique simple : l’ordre de la méthode corres-
pond au nombre d’interactions entre les deux surfaces [1]. Ainsi, on peut remarquer sur la figure
3.6 que pour PPILE = 0 seule la surface rugueuse contribue. Puis pour PPILE = 1, le champ sur
la surface a été propagé vers l’objet puis diffracté par celui-ci vers la surface rugueuse. Enfin,
pour PPILE = 2, un nouvel aller-retour entre les deux surfaces a été pris en compte et la surface
rugueuse rayonne un champ tenant compte de ces interactions.

De par les résultats concluants obtenus, il semble donc très intéressant d’appliquer la mé-
thode PILE à notre étude. Cependant, le cas d’un objet situé au-dessus d’une surface rugueuse
correspond au cas plus général où deux diffuseurs sont dans le milieu incident. Les équations
intégrales (définies précédemment à la section 3.2.1) sont différentes de celles pour lesquelles
l’objet est sous la surface (que l’on retrouve dans [1]), les matrices impédances ne s’écrivent
donc pas sous la même forme. De plus, dans ce cas (illustré sur la figure 3.2) les deux surfaces
sont excitées par l’onde incidente alors que si l’objet est sous la surface il n’est pas excité par
l’onde incidente : b1 6= 0 et b2 = 0 (cas illustré sur la figure 3.3) ; alors, l’algorithme proposé
par Déchamps et al. n’est plus applicable. La méthode PILE “classique” doit donc être étendue
au cas plus général où b1 6= 0 et b2 6= 0. C’est l’objet du prochain paragraphe, où le cas général
est considéré : un diffuseur 1 et un diffuseur 2 sont placés dans le milieu incident.
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Fig. 3.6 – Module du champ total en fonction de l’abscisse normalisée x/λ0 et de la hauteur
normalisée h/λ0 pour la polarisation TE et pour différents ordres de la méthode PILE. Les
paramètres sont les mêmes que pour la figure 3.4 sauf σz = 0.5λ0, Lsurf = 80λ0, θi = 30̊ et
g = Lsurf/4.

3.3.2 Généralisation de la méthode PILE : la méthode PILE étendue

3.3.2.1 Formulation mathématique

En considérant des diffuseurs quelconques, qu’ils soient PC ou diélectriques, l’application
de la MdM sur les équations intégrales aboutit à l’écriture matricielle de l’équation (3.28). On
note N1 le nombre d’inconnues sur le diffuseur 1 (= N pour un objet PC et = 2N s’il est
diélectrique) et N2 le nombre d’inconnues sur le diffuseur 2 (= M pour un objet PC et = 2M s’il
est diélectrique). La résolution de (3.28) nécessite le calcul de l’inversion de la matrice impédance
Z̄ de taille (N1 +N2)× (N1 +N2). Afin d’éviter l’inversion directe par décomposition LU (MdM
classique) (de complexité O((N1 + N2)3)), une décomposition par blocs de la matrice Z̄

−1 à
déterminer, est proposée :

Z̄
−1 =

[
T̄ Ū
V̄ W̄

]
, (3.43)

où les blocs T̄ , Ū , V̄ et W̄ de la matrice Z̄
−1 sont à déterminer séparément. Ceci s’avère

possible à partir de relations matricielles données dans [163] qui expriment Z̄
−1 à partir des

quatre sous-matrices (Z̄1, Z̄21, Z̄12 et Z̄2) composant Z̄ par

T̄ =
(
Z̄1 − Z̄21Z̄2

−1
Z̄12

)−1
,

Ū = −
(
Z̄1 − Z̄21Z̄2

−1
Z̄12

)−1
Z̄12Z̄2

−1
,

V̄ = −Z̄2
−1

Z̄12

(
Z̄1 − Z̄21Z̄2

−1
Z̄12

)−1
,

W̄ = Z̄2
−1 + Z̄2

−1
Z̄12

(
Z̄1 − Z̄21Z̄2

−1
Z̄12

)−1
Z̄21Z̄2

−1
.

(3.44)
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En procédant ainsi, il est possible d’obtenir la matrice impédance inverse en n’inversant que des
matrices de plus petites dimensions. Si par exemple N2 = N1 = N toutes les matrices à inverser
sont de tailles N ×N au lieu de 2N × 2N pour l’inversion directe de Z̄. Pour améliorer le temps
de calcul, les propriétés du problème à résoudre sont utilisées. Supposons que l’inversion soit
effectuée et que les matrices T̄ , Ū , V̄ et W̄ soient connues. Alors, le vecteur inconnu X est
obtenu par [

X1

X2

]
= Z̄

−1
[

b1

b2

]
=
[

T̄ b1 + Ūb2

V̄ b1 + W̄b2

]
. (3.45)

Développons le calcul de X1 = T̄ b1 + Ūb2 en utilisant les relations de l’équation (3.44) :

X1 =
(
Z̄1 − Z̄21Z̄2

−1
Z̄12

)−1
b1 −

(
Z̄1 − Z̄21Z̄2

−1
Z̄12

)−1
Z̄21Z̄2

−1
b2, (3.46)

qui peut également s’écrire :

X1 =
(
Z̄1 − Z̄21Z̄2

−1
Z̄12

)−1 (
b1 − Z̄21Z̄2

−1
b2

)
. (3.47)

La matrice Z̄1 peut être mise en facteur, on obtient

X1 =
(
Ī − M̄c,1

)−1
Z̄1

−1
(
b1 − Z̄21Z̄2

−1
b2

)
, (3.48)

où
M̄c,1 = Z̄1

−1
Z̄21Z̄2

−1
Z̄12. (3.49)

Ī est la matrice identité et M̄c,1 est appelée “Matrice caractéristique” de la surface 1. Par
analogie à la série de Taylor, la matrice

(
Ī − M̄c,1

)−1 peut être développée comme

(
Ī − M̄c,1

)−1 =

p=∞∑
p=0

M̄c,1
p

 , (3.50)

à condition que
∥∥M̄c,1

∥∥ < 1, où
∥∥M̄c,1

∥∥ est le rayon spectral (ou norme) de la matrice M̄c,1

(égal au maximum du module de ses valeurs propres). Pour calculer numériquement la somme
définie en (3.50), une troncature à la valeur p = PPILE est réalisée, et on obtient finalement

X1 =

p=PPILE∑
p=0

M̄c,1
p

 Z̄1
−1
(
b1 − Z̄21Z̄2

−1
b2

)
=

p=PPILE∑
p=0

Y1
(p), (3.51)

avec {
Y1

(0) = Z̄1
−1
(
b1 − Z̄21Z̄2

−1
b2

)
pour p = 0

Y1
(p) = M̄c,1Y1

(p−1) pour p > 0
. (3.52)

Les inconnues surfaciques sur la surface du diffuseur 2, contenues dans le vecteur X2, sont obte-
nues en substituant les indices {1, 2, 12, 21} par, respectivement, {2, 1, 21, 12} dans les équations
(3.51), (3.52), (3.50) et (3.49). La substitution dans cette dernière équation fait apparâıtre la
matrice caractéristique de la surface 2 :

M̄c,2 = Z̄2
−1

Z̄12Z̄1
−1

Z̄21. (3.53)

Il s’agit bien d’une extension de la méthode PILE classique détaillée dans [1] car en posant
b2 = 0 dans les équations, les mêmes formulations sont retrouvées dans les deux méthodes :
PILE étendue et PILE classique.
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3.3.2.2 Interprétation physique

La méthode PILE étendue est appliquée au cas d’un objet (diffuseur 1) situé au-dessus d’une
surface rugueuse (diffuseur 2). La matrice Z̄1 est donc la matrice impédance de l’objet considéré
en espace libre, définie par les équations (2.78) et (2.81) (voir paragraphe 2.2). La matrice Z̄2 est
la matrice impédance de la surface rugueuse considérée seule, définie au paragraphe 2.1.1 pour
une surface PC, diélectrique ou très conductrice (approximation IBC). Enfin, les matrices Z̄12

et Z̄21 correspondent, respectivement aux matrices de couplage (objet surface) et (surface 
objet).

Le calcul des inconnues surfaciques par la méthode PILE admet une interprétation physique
simple illustrée sur les figures 3.7(a) et 3.7(b).
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(b) Aller-retours par la matrice caractéristique

Fig. 3.7 – Interprétation physique du développement en série (3.51).

Pour p = 0, la matrice Z̄1
−1 multipliée par le vecteur (b1 − Z̄21Z̄2

−1
b2), prend en compte

les interactions locales sur la surface S1. Y1
(0) correspond donc aux courants surfaciques (champ

et dérivée normale du champ) sur l’objet quand il est excité par le champ direct incident b1

et le champ diffusé par la surface de mer S2 : Z̄21Z̄2
−1

b2. En effet, Z̄2
−1 prend en compte les

interactions locales sur la surface inférieure et Z̄21 propage les courants surfaciques sur S2 vers
la surface de l’objet. A l’ordre 1 (p = 1), Y1

(1) = M̄c,1Y1
(0), où Z̄12 propage l’information des

courants surfaciques sur S1, Y1
(0), vers S2, Z̄2

−1 prend en compte les interactions locales sur S2

et Z̄21 propage les courants surfaciques résultants sur S2, vers la surface de l’objet ; finalement
Z̄1

−1 actualise les courants surfaciques sur la surface de l’objet. Ainsi, la matrice caractéritique
M̄c,1 réalise un aller-retour entre la surface de l’objet et la surface rugueuse. En conclusion,
l’ordre de la méthode PILE étendue PPILE, correspond au nombre d’aller-retours entre l’objet et
la surface de mer. De la même manière, M̄c,2 réalise un aller retour entre la surface rugueuse et
l’objet.

Si la surface rugueuse est PC, les matrices Z̄12 et Z̄21 sont définies par les équations (3.39),
(3.40) et sont définies par les équations (3.34) et (3.35) si la surface rugueuse est diélectrique.
Pour le cas IBC les équations pour une surface PC sont utilisées en combinant linéairement
les cas TE et TM (voir section 2.1.1.6). Ces matrices font intervenir le calcul des sous-matrices
définies aux équations (3.24), (3.25), (3.26) et (3.27) dans lesquelles les grandeurs γ2, α2, r2, ∆x2

sont données au paragraphe 2.1.1.2. Les éléments γ1, ∆x1, α1, r1 sont donnés aux paragraphes
2.2.1 pour le cylindre et 2.2.3 pour la croix. A noter que ∆x1n doit être remplacé par vn |∆x1n |
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pour (3.24) et ∆x1n par |∆x1n | pour (3.25) afin de tenir compte du sens de la normale et du
signe de ∆s1 pour l’objet.

Ainsi, à partir de l’étude réalisée en amont sur la surface rugueuse seule puis l’objet seul, le
calcul de la diffusion par un cylindre elliptique ou une croix (obstacle cruciforme) au-dessus de
la mer peut facilement être réalisé. En effet, dès les sous-matrices calculées, la matrice totale de
la scène (définie à l’équation (3.28)) est connue. Cette matrice peut être inversée par la méthode
PILE étendue vue précédemment. Les inconnues sur la surface de l’objet X1 et celles sur la
surface rugueuse X2 sont ainsi calculées et le principe de Huygens est utilisé (équation (3.2)
en tenant compte du sens de la normale et du signe de ∆s1 pour l’objet comme expliqué à la
section 2.2.1) pour évaluer le champ diffracté, par la scène, au point d’observation. En champ
lointain, une expression simplifiée est obtenue (voir section 2.1.1.4) :

ψs0(r
′) =

ieik0r
′−iπ

4

2
√

2πk0r′
ψ∞s0 (θs), (3.54)

avec

ψ∞s0 (θs) =
j=2∑
j=1

∫
Sj

{
ik0vj [γj(x) sin θs − cos θs]ψj(rj)−

√
1 + γ2

j

∂ψj(rj)
∂nj

}
e−iks·rj |dxj | ,

(3.55)
où vj = sign (n̂j · ẑ). Le coefficient de diffusion de la scène est alors donné par :

σcd(θi, θs) =
1

16πη0k0

∣∣ψ∞s0 (θs)
∣∣

Pi
, (3.56)

3.3.2.3 Convergence de PILE étendue

Afin de tester la convergence de la méthode PILE étendue, l’erreur relative sur les inconnues
sur les surfaces, notée εX est calculée, comme pour l’étude de la convergence de la FB-SA pour
le cas d’une surface seule (voir équation (2.59)). On rappelle ici son expression dans le cadre de
la méthode PILE1 :

εXPILE =

∥∥∥X(PPILE)
PILE −XLU

∥∥∥
‖XLU‖

, (3.57)

où X
(PPILE)
PILE est le vecteur contenant les inconnues sur les surfaces obtenu par la méthode PILE

étendue à l’ordre PPILE (nombre d’itérations dans la procédure de la méthode PILE). XLU est
le vecteur contenant les inconnues sur les surfaces obtenu par la MdM avec inversion directe
par décomposition LU qui est la méthode de référence. L’erreur relative est calculée lorsque le
vecteur X représente le champ total sur la surface rugueuse ψ2, sa dérivée normale ∂ψ2

∂n2
, le champ

total sur la surface de l’objet ψ1 et sa dérivée normale ∂ψ1

∂n1
. L’erreur relative la plus grande est

retenue. L’ordre PPILE est obtenu lorsque le critère εXPILE < 10−2 est satisfait.

Différents scénarios sont définis dans les tableaux 3.1, 3.2 et 3.3. Dans la suite de ce chapitre,
on se référera à ces tableaux pour indiquer les paramètres des scènes étudiées. Ainsi, lorsque
l’étude concernera des surfaces gaussiennes, le tableau 3.1 sera employé, tandis que le tableau
3.2 sera utilisé pour les scènes maritimes. Les paramètres de l’objet sont donnés dans le tableau
3.3. A noter que le terme “var” indique que la grandeur est variable.

1Afin d’alléger les notations et explications on parlera parfois, avec un abus de langage, de méthode “PILE”
bien qu’il s’agisse en réalité de la méthode “PILE étendue” puisque l’étude concerne un objet au-dessus d’une
surface rugueuse.
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Tab. 3.1 – Définitions de différents scénarios impliquant une surface gaussienne. Sont donnés :
la permittivité relative de la surface, son écart-type des hauteurs normalisé, sa longueur de
corrélation normalisée, sa longueur normalisée, son nombre d’échantillons, le paramètre de l’onde
de Thorsos, la polarisation ainsi que l’angle d’incidence.

PPPPPPPPPScénario
εr2 σz/λ0 Lc/λ0 L2/λ0 N2 g Polarisation θi

(a) : var var 2 120 1200 L2/6 var var
(b) : i∞ 0.5 2 120 1200 L2/6 var 0̊
(c) : 2 + 0.01i 1 2 120 1200 L2/6 TE 0̊
(d) : i∞ 1 2 120 1200 L2/6 TM 0̊
(e) : 2 + 0.01i 0.5 2 80 800 L2/6 TE 20̊

Tab. 3.2 – Définitions de différents scénarios impliquant une surface de mer. Sont donnés : la
vitesse du vent à 10 mètres au-dessus de la mer, la fréquence, la longueur normalisée de la
surface, son nombre d’échantillons, le paramètre de l’onde de Thorsos, la polarisation ainsi que
l’angle d’incidence.

PPPPPPPPPScénario
u10 f L2/λ0 N2 g Polarisation θi

(a) : 5 m/s 3 GHz 200 2000 L2/6 TM 0̊
(b) : 5 m/s 3 GHz 200 2000 L2/6 TE 20̊
(c) : 5 m/s 3 GHz var var L2/6 TE 0̊
(d) : 5 m/s 3 GHz var var L2/6 TM 60̊

Tab. 3.3 – Définitions de différents objets au-dessus de la surface rugueuse. Sont donnés : le
type de l’objet, la position normalisée de son centre, le demi-grand axe normalisé du cylindre,
le demi-petit axe normalisé du cylindre, le nombre d’échantillons, la longueur normalisée d’une
plaque et son épaisseur normalisée pour la croix ainsi que son angle d’orientation α.

HH
HHHHObjet

Type zo/λ0 xo a/λ0 b/λ0 N1 L/λ0 e/λ0 α

(a) : cylindre 4 0 1 1 63 - - -
(b) : cylindre 4 0 var 1 var - - -
(c) : croix 20 −zo tan(θi) - - 800 10 1/15 45̊
(d) : croix 20 −zo tan(θi) - - 800 10 1/15 0̊

Le tableau 3.4 présente l’ordre PPILE obtenu avec ce critère de convergence en fonction de
l’écart-type des hauteurs normalisé de la surface rugueuse σz/λ0, pour une réalisation de surface
gaussienne (un seul profil généré), pour les deux polarisations (TE et TM) et pour cinq scènes
différentes (surface PC ou diélectrique, permittivités relatives différentes, angles d’incidence dif-
férents). Les paramètres de la surface sont donnés par le scénario (a) du tableau 3.1 et ceux de
l’objet par le cas (a) du tableau 3.3.

A partir de ce tableau, plusieurs conclusions peuvent être tirées. L’ordre PPILE augmente
lorsque le module de la permittivité relative de la surface, |εr2| augmente. Ce résultat est loin
d’être étonnant puisque lorsque |εr2| augmente, l’énergie réfléchie par la surface rugueuse vers
l’objet est plus élevée, ce qui implique que le nombre de réflexions, contribuant au phénomène de
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Tab. 3.4 – Ordre PPILE en fonction de σz/λ0 pour un cylindre circulaire au-dessus d’une surface
rugueuse gaussienne. Polarisations TE et TM. Cinq cas sont considérés. Scénario (a) du tableau
3.1 cas (a) du tableau 3.3.

XXXXXXXXXXXXθi in ,̊ εr2

σz/λ0 0.5
TE-TM

1
TE-TM

1.5
TE-TM

2
TE-TM

(a) : 0, i∞ (PC) 2-2 4-4 5-5 5-4
(b) : 60, i∞ (PC) 2-2 3-3 5-3 4-3
(c) : 0, 2 + 0.01i 1-1 1-1 1-1 1-1
(d) : 60, 2 + 0.01i 1-1 1-1 1-1 1-2
(e) : 0, 10 + i 2-2 2-2 3-2 2-2

couplage entre la surface rugueuse et l’objet, augmente. L’ordre PPILE ne dépend quasiment pas
de la polarisation et de l’angle d’incidence. Ces deux paramètres n’agissent que faiblement sur le
nombre de réflexions significatives entre l’objet et la surface rugueuse. Le cas le plus défavorable
dans la convergence de la méthode PILE est donc lorsque la surface rugueuse est PC.

Le tableau 3.5 présente l’ordre PPILE obtenu avec le même critère de convergence en fonction
de la longueur du demi-grand axe du cylindre elliptique, pour un seul profil (de surface gaus-
sienne) généré et pour les polarisations TE et TM. Les paramètres de la scène sont donnés en
considérant le cas (b) du tableau 3.1 et le cas (b) du tableau 3.3.

Tab. 3.5 – Ordre PPILE en fonction de a/λ0 pour un cylindre elliptique au-dessus d’une surface
gaussienne PC. Le nombre d’échantillons N+ du cylindre est également donné. Polarisations TE
et TM. Cas (b) du tableau 3.1 et cas (b) du tableau 3.3.

H
HHH

HH

a/λ0 1
N+ = 63

2
N+ = 97

3
N+ = 134

4
N+ = 172

5
N+ = 210

TE 2 12 43 66 46
TM 2 12 39 56 40

A partir de ce tableau, on remarque que plus le demi-grand axe du cylindre elliptique aug-
mente et plus l’ordre PPILE augmente. En effet, le cylindre elliptique étant plus allongé, telle une
plaque horizontale, la zone située entre l’objet et la surface est assimilable à un guide d’onde
ouvert. L’onde est alors guidée entre les deux surfaces ce qui favorise les multiples réflexions
entre le cylindre elliptique et la surface inférieure. Encore une fois, l’ordre PPILE dépend très peu
de la polarisation de l’onde.

Afin d’illustrer la convergence de la méthode PILE étendue, le coefficient de diffusion obtenu
avec cette méthode est comparée avec la MdM, en fonction de l’angle de diffusion, pour différents
ordre PPILE et pour deux scènes différentes composées d’un cylindre circulaire au-dessus d’une
surface gaussienne. Les paramètres de la première scène (figure 3.8(a)) sont donnés par le cas
(c) du tableau 3.1 et le cas (a) du tableau 3.3. Ceux de la deuxième scène (figure 3.8(b)) sont
définis par le cas (d) du tableau 3.1 et le cas (a) du tableau 3.3.

On remarque que plus l’ordre de la méthode PILE augmente, plus l’erreur relative sur le
coefficient de diffusion εσ décroit. En effet, lorsque l’ordre augmente, le nombre de réflexions
prises en compte entre les deux surfaces augmente, et les phénomènes de couplage sont donc
évalués de plus en plus finement. Pour illustrer ceci, il est également intéressant de comparer les
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−90 −60 −30 0 30 60 90
−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

θ
s
 en °

C
oe

ffi
ci

en
t d

e 
di

ffu
si

on
 e

n 
dB

 

 

MdM
PILE 0    : 0.482
PILE 1    : 0.171
PILE 4    : 0.003
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Fig. 3.8 – Comparaison des coefficients de diffusion obtenus avec la méthode PILE et la MdM
avec différentes valeurs de PPILE. Dans la légende : l’ordre PPILE suivi de l’erreur relative sur le
coefficient de diffusion. Les paramètres sont donnés par les cas (c) et (d) du tableau 3.1 et le cas
(a) du tableau 3.3.

champs totaux sur la surface de l’objet et sur la surface rugueuse. Sur la figure 3.9(a), les champs
totaux surfaciques sur le cylindre, obtenus avec la méthode PILE et la MdM avec différentes
valeurs de PPILE sont comparés, en polarisation TM, en fonction de l’angle φ balayant le cylindre
(voir figure 2.9 et équation (2.73)). Les paramètres sont les mêmes que pour la figure 3.8(b)
(Cas (d) du tableau 3.1 et cas (a) du tableau 3.3). Le champ total sur le cylindre lorsqu’il
est considéré en espace-libre (sans la présence de la surface rugueuse) est également tracé. En
considérant la même scène, sur la figure 3.9(b), les champs totaux surfaciques sur la surface
inférieure, obtenus avec la méthode PILE (avec différentes valeurs de PPILE) et la MdM sont
comparés. Le champ total sur la surface rugueuse lorsqu’elle est considérée en espace-libre (sans
la présence du cylindre) est également tracé. Dans la légende sont inscrits l’ordre PPILE suivi de
l’erreur relative sur le champ surfacique εX .

On remarque sur la figure 3.9(a) que la présence de la surface inférieure modifie clairement
les courants sur l’objet. Le maximum est alors obtenu pour φ = 270̊ ce qui correspond aux
échantillons qui sont directement en face de la surface rugueuse (alors que pour le cylindre en
espace libre ces échantillons sont dans la zone d’ombre et le courant est donc faible). Pour la
surface rugueuse, les différences sont surtout notables vers les bords de la surface (à partir de
x = 30λ0 surtout). Il est important de noter que plus PPILE augmente et plus l’erreur relative
sur les champs diminue et les résultats issus de la méthode PILE avec l’ordre le plus élevé se
superposent à ceux issus de la MdM.

La figure 3.10 illustre également la convergence de la méthode PILE. Le module du champ
total rayonné est tracé en fonction de l’abscisse normalisée et de la hauteur normalisée de la scène
pour la polarisation TE et pour différents ordres de la méthode PILE. Un cylindre circulaire est
situé au-dessus d’une surface rugueuse gaussienne et les paramètres de cette scène sont données
en considérant le cas (e) du tableau 3.1 et le cas (a) du tableau 3.3.

On observe clairement que la présence de la surface inférieure perturbe le champ diffracté par
le cylindre. Ainsi, il peut être noté que de l’énergie est présente dans la zone d’ombre derrière le
cylindre, alors que ceci n’est pas le cas pour le cylindre considéré en espace libre. L’ordre 0 de la
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Fig. 3.9 – Comparaison des champs totaux surfaciques obtenus avec la méthode PILE et la
MdM avec différentes valeurs de PPILE en polarisation TM. Dans la légende : l’ordre PPILE suivi
de l’erreur relative sur le champ surfacique. Les paramètres sont les mêmes que pour la figure
3.8(b) (Cas (d) du tableau 3.1 et cas (a) du tableau 3.3). De plus, les champs surfaciques obtenus
par la MdM lorsque l’objet (figure de gauche) et la surface (figure de droite) sont considérés en
espace-libre, sont tracés.
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Fig. 3.10 – Module du champ total rayonné pour un cylindre au-dessus d’une surface rugueuse
gaussienne diélectrique. Les paramètres sont donnés par le cas (e) du tableau 3.1 et le cas (a)
du tableau 3.3.

méthode PILE produit un résultat visuellement très proche de celui où le critère de convergence
est atteint (PPILE = 2) de sorte qu’il faut comparer attentivement les deux courbes pour observer
de légères différences.
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En considérant l’ordre obtenu avec le critère de convergence choisi (εXPILE < 10−2), il est
intéressant d’étudier la conservation d’énergie comme évoquée au paragraphe 1.3.1. Dans le cas
d’un objet PC au-dessus d’une surface rugueuse PC (pas de puissance transmise), la conservation
d’énergie impose Pr/Pi = 1 (voir équation (1.35)), où Pr est la puissance réfléchie par les deux
surfaces et Pi la puissance incidente sur les deux surfaces. On appelle la valeur de la conservation
d’énergie le rapport Pr/Pi, qui est proche de 1 si la méthode s’avère précise. Le tableau 3.6
présente la valeur de la conservation d’énergie obtenue avec l’ordre PPILE défini au tableau 3.4
(en considérant de ce fait les mêmes paramètres). Seuls les cas (a) et (b) du tableau 3.4 sont
considérés.

Tab. 3.6 – Conservation d’énergie en fonction de σz/λ0 pour un cylindre circulaire au-dessus
d’une surface rugueuse PC. Polarisations TE et TM. Les paramètres sont les mêmes que ceux
du tableau 3.4 mais seuls les cas (a) et (b) sont considérés.

XXXXXXXXXXXXθi in ,̊ εr2

σz/λ0 0.5
TE-TM

1
TE-TM

1.5
TE-TM

2
TE-TM

(a) : 0, i∞ (PC) 1.000-0.991 0.998-1.010 0.990-1.061 1.000-1.006
(b) : 60, i∞ (PC) 0.990-0.994 0.996-1.007 0.997-1.026 0.997-1.032

Et sur le tableau 3.6 la valeur de la conservation d’énergie obtenue avec l’ordre PPILE défini
au tableau 3.5 (en considérant de ce fait les mêmes paramètres) est présentée.

Tab. 3.7 – Conservation d’énergie en fonction de a/λ0 pour un cylindre elliptique au-dessus
d’une surface gaussienne PC. Polarisations TE et TM. Les paramètres sont les mêmes que ceux
du tableau 3.5.

HH
HHHH

a/λ0 1
N+ = 63

2
N+ = 97

3
N+ = 134

4
N+ = 172

5
N+ = 210

TE 1.000 0.994 1.000 0.997 0.999
TM 0.991 0.994 1.040 0.993 1.001

A partir des tableaux 3.6 et 3.7, on remarque que la conservation d’énergie est égale à 1 à
±1% excepté pour trois cas du tableau 3.6 : en polarisation TM, pour σz = 1.5λ0 avec θi = 0̊
et θi = 60̊ et pour σz = 2λ0 avec θi = 60̊ . La cause pourrait être que, lorsque σz est élevé, le
champ sur la surface rugueuse ne s’annule pas suffisament sur les bords. Or, nous avons vu au
paragraphe 2.1.1.3 que le champ devait être nul sur les bords de la surface pour que les équations
intégrales puissent être utilisées. Il est important de noter que ceci n’est en aucun cas dû à la
méthode PILE. En effet, ces résultats sont également obtenus avec la MdM sur la même scène,
mais aussi lorsque la surface rugueuse est considérée seule (sans la présence de l’objet). Afin
de remédier à cela, il convient de considérer une surface rugueuse de plus grande étendue. Le
principe de conservation d’énergie n’est pas non plus respecté pour un cas du tableau 3.7 : pour
a = 3λ0 en polarisation TM. Ceci est également dû à la présence d’un champ non nul sur les
bords de la surface rugueuse. La présence de l’objet en est la cause. En effet, celui-ci diffuse
un champ en direction de la surface rugueuse, même sur les éléments de surface très éloignés
de la position du cylindre elliptique. Cet effet est surtout observable en TM. Comme évoqué
précédemment, une solution est de considérer une surface rugueuse de plus grande étendue. Ceci
implique que le nombre d’inconnues sur la surface inférieure augmente et la méthode PILE seule
utilisant des inversion directes par décomposition LU peut s’avérer inutilisable. Il convient alors
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de pouvoir accélérer le calcul, particulièrement sur la surface rugueuse puisqu’elle possède le plus
grand nombre d’inconnues.

3.3.3 Intégration de la FB-SA : Résultats et complexité de la méthode

Afin d’accélérer le calcul de la diffusion par un objet situé au-dessus d’une surface rugueuse,
les méthodes FB et FB-SA sont appliquées pour le calcul des interactions locales sur la surface
rugueuse. Sans l’utilisation de la méthode PILE étendue, cela ne peut être réalisé puisque ces
méthodes seraient alors appliquées pour l’inversion de la matrice impédance totale de la scène.
Or, les considérations physiques validant l’utilisation de l’algorithme FB et de l’accélération
spectrale ne sont valables que pour la surface rugueuse. Il convient donc d’appliquer ces mé-
thodes uniquement sur la surface rugueuse. Ceci est possible avec la méthode PILE grâce à la
décomposition par bloc de la matrice impédance. Concrètement, lors du calcul des inconnues
surfaciques (3.51), l’inversion de la matrice impédance de la surface rugueuse suivie du produit
matrice vecteur Z̄2

−1
u (où u est homogène à un champ et correspond au champ incident ou au

champ provenant de l’objet) est réalisée à l’aide de la méthode FB-SA (paragraphe 2.1.2). La
complexité de la méthode PILE+FB-SA ainsi obtenue, est étudiée dans la section suivante.

3.3.3.1 Complexité de la méthode PILE+FB-SA

Pour une itération PFB de la méthode FB-SA, les étapes backward et forward appliquées
à la sous-matrice de la surface aboutit à [5(2Q+ 1)(N2 −Ns)× 2] multiplications pour les in-
teractions faibles et 2N2Ns pour les interactions fortes. L’inversion directe (par décomposi-
tion LU) de la matrice impédance de l’objet Z̄1 aboutit à N3

1 /3 multiplications. Ainsi le cal-
cul de la matrice caractéristique requiert 2N1N2 + N2

1 pour les produits matrice-vecteur et
N3

1 /3 + [10(2Q+ 1)(N2 −Ns) + 2N2Ns]PFB pour les inversions. Finalement, à partir de l’équa-
tion (3.51), le calcul de X1 et X2 à l’ordre PPILE avec la méthode PILE étendue combinée à la
FB-SA, requiert

2
{

2N1N2 +N2
1 (produits matrice-vecteur) +[

10(2Q+ 1)(N2 −Ns) + 2N2Ns

]
PFB (inversion de Z̄2)

}
PPILE +

2
{[

10(2Q+ 1)(N2 −Ns) + 2N2Ns

]
PFB +N1N2 +N2

1

}
(ordre 0, inversion de Z̄2 et produits matrice-vecteur) +
N3

1 /3 (initialisation : inversion de Z̄1) (3.58)

opérations, au lieu de N3
1 /3 + N3

2 /3 + 2(N2
1 + N2

2 + N1N2) + 2(2N1N2 + N2
1 + N2

2 )PPILE pour
la méthode PILE étendue seule. A l’ordre zéro, puisque N2 >> Ns et N2 >> 1, la méthode
PILE+FB-SA est rapide par rapport à PILE si N2

2 /3+2N2 >> 2 [10(2Q+ 1) + 2Ns]PFB. Clas-
siquement, Ns = 100, PFB = 5, Q = 16, alors N2 >> 124. A l’ordre PPILE, on doit avoir
N2 >> [10(2Q+ 1) + 2Ns]PFB, ce qui aboutit à N2 >> 2650. Mais, le stockage mémoire de
l’inverse de Z̄2 n’est pas nécessaire contrairement à PILE. En effet, avec la FB-SA, seuls les
éléments des interactions fortes de la sous-matrice Z̄2 doivent être stockés. Pour la sous-matrice
impédance liée à la surface rugueuse, le nombre d’éléments est (Ns(Ns + 1)/2)+(N2−Ns−1)Ns,
soit N2Ns pour N2 >> Ns au lieu de N2

2 . Ainsi la méthode PILE+FB-SA devient intéressante
pour des scènes pour lesquelles la surface rugueuse est décrite par un très grand nombre d’in-
connues. Tant sur le point de vue du temps de calcul que sur la possibilité de réaliser le calcul,
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l’inversion directe d’un trop grand nombre d’inconnues n’est généralement pas réalisable sur un
PC de bureau. La convergence de la méthode PILE+FB-SA fait l’objet de la prochaine section.

3.3.3.2 Convergence de PILE+FB-SA

La surface est excitée par l’onde incidente, mais, contrairement à une surface rugueuse en
espace libre, la surface est également excitée par un champ provenant de l’objet. Or, a priori, la
FB-SA permet d’accélérer le calcul des interactions locales sur la surface quelle que soit la nature
du champ incident. Il semble donc cohérent de garder les paramètres de la FB-SA déterminés
dans le cas d’une surface seule (sans la présence de l’objet). Il suffit donc de reprendre les
résultats de l’étude menée au paragraphe 2.1.2.
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Fig. 3.11 – Module du champ total en dB sur la surface rugueuse gaussienne en fonction de
l’abscisse normalisée. Dans la légende : l’ordre de la méthode PILE suivi de l’erreur relative sur
le champ total surfacique. Mêmes paramètres que pour la figure 3.9(b) (cas (d) du tableau 3.1 et
cas (a) du tableau 3.3). En haut PILE, au milieu PILE+FB (avec PFB = 2), en bas PILE+FB-SA
(xd0 = 3Lc). Les résultats issus de la MdM sont tracés sur chaque courbe.

Pour étudier la convergence des méthodes PILE+FB (la méthode FB est appliquée pour le
calcul des interactions locales sur la surface rugueuse) et PILE+FB-SA, un cylindre circulaire
situé au-dessus d’une surface gaussienne est considéré. Sur la figure 3.11, le module du champ
total en dB sur la surface rugueuse en fonction de l’abscisse normalisée est tracé pour les trois
méthodes et pour différentes valeurs de PPILE. Les paramètres sont les mêmes que pour la figure
3.9(b) (cas (d) du tableau 3.1 et cas (a) du tableau 3.3). L’ordre PFB est choisi à partir du
tableau 2.2 (soit PFB = 2), et la distance des interactions fortes pour l’application de la FB-SA
est choisie comme xd0 = 3Lc.

On observe que les méthodes PILE+FB et PILE+FB-SA convergent en fonction de l’ordre de
la méthode PILE vers la MdM, exactement de la même manière que la méthode PILE. L’erreur
relative entre PILE+FB et PILE est identique, signifiant que l’ordre PFB est bien choisi. L’erreur
relative entre PILE+FB-SA et PILE+FB est identique, impliquant que la distance des interac-
tions fortes est bien dimensionnée. D’autres simulations, réalisées avec d’autres paramètres de
surface et d’autres objets (plaque, dièdre et croix) aboutissent à la même conclusion : le paramé-
trage des méthodes FB et FB-SA intégrées dans la méthode PILE ne dépend que du problème
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“surface seule”. Sur la figure 3.12, les coefficients de diffusion obtenus avec les méthodes PILE,
PILE+FB, PILE+FB-SA et la MdM sont comparés pour la polarisation TE. Dans la légende
figure l’erreur relative sur le coefficient de diffusion. Les paramètres sont les mêmes que pour la
figure 3.11.
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Fig. 3.12 – Comparaison du coefficient de diffusion obtenus avec les méthodes PILE, PILE+FB,
PILE+FB-SA et la MdM pour la polarisation TE. PPILE = 4 pour chaque méthode. Dans la
légende : l’erreur relative sur le coefficient de diffusion. Les paramètres sont les mêmes que pour
la figure 3.11.

L’ordre de la méthode PILE vaut PPILE = 4 pour chaque méthode ; le critère de convergence est
satisfait. Ceci est vérifié en observant l’erreur relative sur le coefficient de diffusion qui n’est que
de 0.1% pour les trois méthodes.

Les méthodes PILE, PILE+FB et PILE+FB-SA sont appliquées sur une scène maritime,
illustrée sur la figure 3.13, constituée d’une croix au-dessus d’une surface de mer (l’approximation
IBC est utilisée).

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−2

−1.5
−1

−0.5
0

0.5
1

1.5
2

2.5
3

3.5
4

Abscisse x (m)

H
au

te
ur

 z
 (

m
) 2 3

Fig. 3.13 – Illustration de la scène maritime. Cas (a) du tableau 3.2 et cas (c) du tableau 3.3.

Le module du champ total sur la surface de la croix est tracé sur la figure 3.14 en fonction
des échantillons de la croix. Dans la légende : l’ordre de la méthode PILE suivi de l’erreur
relative sur le champ total surfacique. Les paramètres de la scène sont donnés par le cas (a) du
tableau 3.2 et cas (c) du tableau 3.3. A noter que pour la fréquence considérée (f = 3 GHz ),
la permittivité relative pour la surface de mer est εr2 = 70.4 + 40.6i. L’ordre de la méthode
FB est choisi en considérant l’étude sur la surface seule, soit PFB = 2 et xd0 = 0.05Lc pour la
distance des interactions fortes (tous deux choisis volontairement un peu au-dessus de la limite
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de convergence pour s’assurer d’une bonne convergence).
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Fig. 3.14 – Module du champ total sur la surface de la croix. Dans la légende : l’ordre de la
méthode PILE suivi de l’erreur relative sur le champ total surfacique. La scène est illustrée sur la
figure 3.13. Cas (a) du tableau 3.2 et cas (c) du tableau 3.3. En haut PILE, au milieu PILE+FB
(avec PFB = 2), en bas PILE+FB-SA (xd0 = 0.05Lc). Les résultats issus de la MdM sont tracés
sur chaque courbe.

Sur la figure 3.15(a), le module du champ total sur la surface de la mer est tracé en dB en
fonction de l’abscisse normalisée. Sur la figure 3.15(b), le coefficient de diffusion de la scène est
tracé en dB en fonction de l’angle de diffusion. Les paramètres sont les mêmes que pour ceux de
la figure 3.14.
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(a) Module du champ total sur la surface de mer en
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(b) Coefficient de diffusion en dB (PPILE = 10)

Fig. 3.15 – Module du champ total sur la surface de mer en dB et coefficient de diffusion en
dB pour une croix au-dessus d’une surface de mer. Les paramètres sont les mêmes que pour la
figure 3.14.
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On observe sur la figure 3.14 un champ élevé et oscillant sur les échantillons n1 = 100 à 300
qui correspondent aux échantillons des faces 2 et 3 de la croix (voir figure 3.13). Physiquement,
ceci correspond aux doubles réflexions entre les faces 2 et 3 de la croix, toutes deux directement
illuminées par le champ incident. Un champ élevé sur les faces 6 et 7 de la croix (tournées vers la
surface rugueuse) provenant de la surface de mer est surestimé par l’ordre 0 de la méthode PILE.
Les ordres supérieurs de la méthode PILE corrigent ainsi ce champ pour converger vers la MdM.
Hormis les faces 2 et 3 de la croix, les faces ne sont pas illuminées par l’onde incidente, mais un
champ surfacique est présent dû aux contributions provenant de la surface de mer. Le couplage
entre la surface et la croix est donc correctement réalisé, et l’erreur relative diminue lorsque
l’ordre de la méthode augmente. Le même constat est observé sur la figure 3.15(a). Finalement,
en considérant l’ordre PPILE = 10, la figure 3.15(b) montre un très bon accord entre les méthodes
avec une erreur relative très faible. Comme pour le cas d’un cylindre au-dessus d’une surface
rugueuse obéissant à un processus gaussien centré de corrélation des hauteurs gaussienne, il
suffit de paramétrer les méthodes FB et FB-SA à partir de l’étude d’une surface en espace libre.
Toutefois, par sécurité, l’ordre de la FB et la distance des interactions fortes seront choisis un peu
au-dessus des valeurs assurant la convergence pour une surface seule, de sorte que la méthode
PILE+FB-SA peut être considérée comme une méthode de référence. L’ordre PPILE est quant à
lui obtenu par un critère de convergence.

3.3.3.3 Application à une croix au-dessus d’une surface de mer

Jusqu’à présent, les méthodes rigoureuses développées ont été appliquées sur une scène dé-
terministe puisqu’un seul profil de surface a été généré. Pour modéliser plus fidèlement la réalité,
il convient d’inclure le caractère aléatoire de la scène. Ceci est réalisé en générant des profils
indépendants de surface qui possèdent néanmoins des statistiques identiques (même distribution
des hauteurs et même spectre) au-dessus desquels la croix est figée. Il a été vu au paragraphe
1.3.2 que la grandeur caractérisant le pouvoir réflecteur de la scène est le coefficient de diffusion.
Pour le calculer, différentes surfaces numérotées p (avec p ∈ [1;P ]) sont générées à l’aide de
la méthode spectrale vue au paragraphe 1.5.2.2. La graine du bruit blanc gaussien à l’entrée
du filtre est différente pour chaque réalisation. C’est la méthode de Monte-Carlo. Pour chaque
scène p, le champ diffusé par la scène en champ lointain Ψp = ψs0,p(r

′) est calculé à l’aide la
méthode PILE+FB-SA (à partir des équations (3.54) et (3.55) et de l’algorithme de la méthode
PILE étendue avec intégration de la FB-SA). Il est alors possible de calculer différents moments
statistiques du champ diffusé par la scène. Ainsi, le coefficient de diffusion total, proportionnel
au moment statistique d’ordre 2 du champ diffusé, s’écrit

σtotcd (θi, θs) =
1

16πη0k0

〈
|Ψ|2

〉
Pi

. (3.59)

Le coefficient de diffusion cohérent, proportionnel au module au carré du moment statistique
d’ordre 1 (moyenne) du champ diffusé (la phase est prise en compte dans la moyenne), est donné
par

σcohcd (θi, θs) =
1

16πη0k0

|〈Ψ〉|2

Pi
. (3.60)

Enfin, le coefficient de diffusion incohérent (proportionnel au moment centré d’ordre 2 (variance)
du champ diffusé) s’écrit

σinccd (θi, θs) =
1

16πη0k0

〈
|Ψ− 〈Ψ〉|2

〉
Pi

=
1

16πη0k0

〈
|Ψ|2

〉
− |〈Ψ〉|2

Pi
= σtotcd − σcohcd , (3.61)
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avec 

|〈Ψ〉|2 =

∣∣∣∣∣ 1P p=P∑
p=1

Ψp

∣∣∣∣∣
2

,〈
|Ψ|2

〉
=

1
P

p=P∑
p=1

|Ψp|2 ,〈
|Ψ− 〈Ψ〉|2

〉
=
〈
|Ψ|2

〉
− |〈Ψ〉|2 .

(3.62)

Si ces calculs sont appliqués à une scène déterministe (par exemple une croix au-dessus d’une
surface plane) alors le coefficient de diffusion cohérent sera maximal et l’incohérent sera nul.
En effet, dans le cas d’une scène déterministe, le champ diffusé n’est pas une variable aléatoire
et de ce fait on a

〈
|Ψ|2

〉
= |〈Ψ〉|2 = |Ψp|2 (à partir de l’équation (3.62)). Par contre dans le

cas de la diffusion par une surface en espace libre qualifiée de très rugueuse (via le paramètre
de Rayleigh, voir entre autres [13, 66] pour plus de détails), le coefficient de diffusion cohérent
sera négligeable comparitivement à l’incohérent. De ce fait, le coefficient de diffusion cohérent
représente les contributions des éléments déterministes de la scène tandis que le coefficient de
diffusion incohérent représente les contributions des éléments aléatoires de la scène. Le coefficient
de diffusion total étant la somme de ces deux contributions (cohérent et incohérent).

Il convient dans un premier temps de définir une longueur pertinente pour la surface de mer.
En effet, si celle-ci n’est pas très grande devant la taille de l’objet, alors le faisceau de l’onde
de Thorsos sera en grande partie intercepté par la croix, et l’effet de la présence de la mer ne
sera pas réaliste. Le coefficient de diffusion total (P = 50 réalisations) est tracé en fonction de
l’angle de diffusion sur les figures 3.16 et 3.17 pour cinq longueurs de surface L2 différentes. Les
paramètres de la scène (constituée d’une croix au-dessus de la mer) sont donnés par le tableau 3.2
en considérant le scénario (c) ainsi que le cas (d) du tableau 3.3, de plus PFB = 5 et xd0 = 0.05Lc
et PPILE = 10. pour la scène considérée pour la figure 3.17, les paramètres sont donnés par le
scénario (d) du tableau 3.2 et le cas (d) du tableau 3.3, de plus PFB = 2 et xd0 = 0.05Lc et
PPILE = 10.
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Fig. 3.16 – Coefficient de diffusion total (P = 50 réalisations) pour une croix au-dessus de la
mer. Cinq longueurs L2 différentes, cas (c) du tableau 3.2 et cas (d) du tableau 3.3, PFB = 5,
xd0 = 0.05Lc et PPILE = 10.

A partir de ces deux figures, on remarque que les courbes pour L2 = 60 m et L2 = 100 m
sont très proches. Ainsi, on choisira par la suite une longueur L2 = 1000λ0 (= 100 m pour f = 3
GHz) puisque la surface semble suffisamment longue pour obtenir des résultats réalistes.

Une étude selon les différents paramètres de la scène est maintenant menée. Pour chaque
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Fig. 3.17 – Coefficient de diffusion total (P = 50 réalisations) pour une croix au-dessus de la
mer. Cinq longueurs L2 différentes, cas (d) du tableau 3.2 et cas (d) du tableau 3.3, PFB = 2,
xd0 = 0.05Lc et PPILE = 10.

scène, les coefficients de diffusion cohérent et incohérent sont tracés pour les paramètres sui-
vants : P = 50 réalisations, L2 = 1000λ0, ∆x2 = λ0/10, g = L2/6 pour l’onde de Thor-
sos, (xo = −zo tan(θi), zo = 20λ0), e = λ0/15, L1 = 10λ0, ∆s1 = λ0/10 (soit N1 = 800),
xd0 = 0.05Lc, PPILE = 7 (la convergence est assurée pour la valeur de L2 choisie), PFB = 2
si la polarisation est TM et PFB = 5 si la polarisation est TE. Les autres paramètres de la scène
sont différents et dépendent de la figure considérée. Le tableau 3.8 indique leur valeur pour
chaque figure.

Tab. 3.8 – Paramètres des figures : croix au-dessus d’une surface de mer TC. 50 réalisations,
pas d’échantillonnage λ/10 pour la surface rugueuse de longueur L2 = 1000λ0 (N2 = 10000),
paramètre de l’onde de Thorsos g = L2/6, N1 = 800, z0 = 20λ0.

PPPPPPPPPPPPP

Nom de
la figure

Paramètres
Polarisation f (en GHz) u10 (en m/s) α (en )̊ θi (en )̊

Référence TE 3 5 0 0
Cas TM TM 3 5 0 0
Fréquence TE 5 5 0 0
Vitesse u10 TE 3 10 0 0
Angle α TE 3 5 45 0
Angle θi TE 3 5 0 60

Pour chaque figure, les résultats issus de la FB-SA lorsque la mer est considérée en espace
libre (sans la présence de l’objet), sont tracés.

On remarque sur la figure 3.18(b) que la présence de la croix n’influe que pour les angles de
diffusion rasants sur le coefficient de diffusion incohérent. Pour θs ∈ [−60; 60̊ ], c’est la surface
de mer seule qui contribue. Il n’est pas surprenant que l’objet lui-même ne contribue pas dans le
coefficient de diffusion incohérent puisque sa surface est par nature déterministe. Cependant, les
effets de couplage induisent sur l’objet des courants différents suivant la réalisation p considérée,
l’objet contribuant alors dans le coefficient de diffusion incohérent dû au couplage avec la surface
de mer aléatoire. Ces effets ne sont visibles que pour des angles d’observation rasants puisque
les courants induits par la surface de mer sur l’objet ne concernent en majeure partie que les
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Croix sur mer
Mer seule

(a) Coefficient de diffusion cohérent
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Croix sur mer
Mer seule

(b) Coefficient de diffusion incohérent

Fig. 3.18 – Référence.
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Mer seule

(a) Coefficient de diffusion cohérent

−90 −60 −30 0 30 60 90
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

θ
s
 en °

C
oe

ffi
ci

en
t d

e 
di

ffu
si

on
 e

n 
dB

 

 

Croix sur mer
Mer seule

(b) Coefficient de diffusion incohérent

Fig. 3.19 – Cas TM.
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(a) Coefficient de diffusion cohérent
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Croix sur mer
Mer seule

(b) Coefficient de diffusion incohérent

Fig. 3.20 – Fréquence.
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Croix sur mer
Mer seule

(a) Coefficient de diffusion cohérent
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Croix sur mer
Mer seule

(b) Coefficient de diffusion incohérent

Fig. 3.21 – Vitesse u10.

échantillons du dessous de la croix (en vision directe de la surface). Ces éléments de l’objet
diffusent l’onde, généralement, vers des angles rasants. On remarque sur la figure 3.18(a), que
la surface de mer seule produit un coefficient de diffusion cohérent très faible par rapport au
cas où l’objet est présent. La présence de la croix produit un écart de 25 dB (par rapport
au cas sans objet) sur le coefficient de diffusion cohérent dans la direction de rétro-diffusion
(θs = 0̊ ). En comparant les résultats obtenus avec ceux pour lesquels la croix est située au-
dessus d’une surface plane, il est possible de montrer que le coefficient de diffusion cohérent est
similaire (valeurs similaires du coefficient) mais pas identique (allure de la courbe différente), ce
qui montre que la présence de la mer sous la croix perturbe sa réponse puisque sa rugosité influe
sur la réponse (même sur le coefficient de diffusion cohérent).

−90 −60 −30 0 30 60 90
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

θ
s
 en °

C
oe

ffi
ci

en
t d

e 
di

ffu
si

on
 e

n 
dB

 

 

Croix sur mer
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(a) Coefficient de diffusion cohérent
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Croix sur mer
Mer seule

(b) Coefficient de diffusion incohérent

Fig. 3.22 – Angle α.

Pour le cas TM, sur les figures 3.19(b) et 3.19(a), des résultats similaires sont obtenus.
Cependant, le coefficient de diffusion cohérent n’est pas symétrique autour de θs = 0̊ pour
le cas de la croix sur la mer. Alors que cela devrait être le cas puisque α = 0̊ , la forme de
la croix est donc symétrique autour de θi = 0̊ . De plus la surface de la mer possède une
fonction d’autocorrélation paire. Ainsi pour un grand nombre de réalisations, la symétrie doit
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(a) Coefficient de diffusion cohérent
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Croix sur mer
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(b) Coefficient de diffusion incohérent

Fig. 3.23 – Angle θi.

être observée sur le coefficient de diffusion, or ce n’est pas le cas. Ce phénomène, bien que moins
prononcé, est également présent sur le coefficient de diffusion cohérent pour le cas d’une croix
au-dessus d’une surface plane. Cela ne provient donc pas de la génération de la surface de mer, ce
serait donc un effet inhérent au calcul. Cela pourrait être dû aux courants non nuls sur les bords
de la surface rugueuse. Notons tout de même que cet effet devrait être estompé en considérant
un plus grand nombre de réalisations. En effet, dans les études précédentes (voir section 3.3.2.3)
il a été montré que cet effet est surtout observable en TM ; la MdM prédisant également ces
champs sur les bords.

L’augmentation de la fréquence f (figures 3.20(a) et 3.20(b)) et de la vitesse du vent u10

(figures 3.21(a) et 3.21(b)) ont des influences similaires : l’influence de l’objet est moins notable
sur le coefficient de diffusion incohérent, tandis que le coefficient de diffusion de la mer seule est
légèrement plus faible. Ceci s’explique notamment par le fait que l’augmentation de ces deux
paramètres accentue la rugosité (via le paramètre de Rayleigh) de la surface qui contribue alors
principalement dans le coefficient de diffusion incohérent, les effets de couplages étant moindres.

Une orientation différente de la croix (figures 3.22(a) et 3.22(b)) influe fortement sur les
couplages avec la surface, ce qui induit de ce fait un coefficient de diffusion élevé pour des
angles de diffusion rasants. En effet, avec α = 45̊ , les dièdres 2 et 4 de la croix montrent une
plaque qui est directement excitée par la mer et une autre plaque capable de réfléchir ce champ
(après de multiples réflexions) pour des angles de diffusion θs ∈ [−90;−60̊ ] (pour le dièdre 4)
et θs ∈ [60; 90̊ ] (pour le dièdre 2).

Avec un angle d’incidence plus rasant (figures 3.23(a) et 3.23(b)), les coefficients de diffusion
cohérent et incohérent ont des valeurs très élevées autour de la direction de rétro-diffusion
(θs = −60̊ ). Pour le coefficient de diffusion cohérent ce n’est pas surprenant puisque la croix
va réfléchir l’onde incidente notamment dans cette direction privilégiée alors que la surface de
mer seule contribue principalement dans la direction de réflexion spéculaire (θs = 60̊ ). Pour le
coefficient de diffusion incohérent, un fort couplage entre la surface de mer et la croix induit une
rétro-diffusion très importante, inexistante si chaque surface est considérée en espace libre.

Rappelons finalement que tous ces résultats ne peuvent pas être obtenus avec la MdM dû
au nombre très important d’inconnues. A l’aide de la méthode PILE étendue, la FB-SA peut
être appliquée à la surface de mer et des problèmes impliquant de très grandes surfaces de mer
peuvent être alors résolus.
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3.4 Hybridation de PILE étendue par intégration de l’Optique
Physique

Si la croix au-dessus de la surface est de grande dimension par rapport à la longueur d’onde,
l’étape la plus coûteuse dans le calcul par la méthode PILE+FB-SA reste l’inversion de la matrice
impédance de l’objet Z̄1 de complexité deO((N1)3). Une solution est alors d’utiliser une méthode
asymptotique pour accélérer cette étape. Ceci est réalisable en appliquant l’approximation de
l’OP.

3.4.1 Formulation mathématique de l’intégration de l’OP

Une évaluation de l’inverse de la matrice impédance peut être obtenue à l’aide de cette
méthode. On rappelle que pour une surface PC, on a avec l’OP en TM : ψ(r) = 2ψi(r)

∂ψ(r)
∂n

= 0,
∀r ∈ Si. (3.63)

Une analogie peut directement être faite en considérant l’ordre 0 dans l’équation (3.51) qui peut
s’écrire :

X1
(0) = Z̄1

−1
u (3.64)

où u est un champ excitant l’objet correspondant à ψi(r) dans l’équation (3.63). Les inconnues
surfaciques X1 sont représentées dans l’équation (3.63) par le champ total ψ(r) sur la surface.
Finalement, les éléments de l’inverse de la matrice impédance Z̄1

−1 valent 2δji (δji est le symbole
de Kronecker) sur la surface éclairée de l’objet et 0 sinon, par analogie avec l’équation (3.63).
Le produit matrice-vecteur Z̄1

−1
u devient alors un produit scalaire-vecteur, le scalaire valant 2

ou 0 (éléments de surface éclairés ou non). L’inversion de la matrice impédance est ainsi évaluée
analytiquement sans aucune multiplication. La difficulté ici est de déterminer quels échantillons
sont excités par le champ u illuminant l’objet. Dans la procédure de la méthode PILE étendue
ce champ est la somme du champ incident b1 et du champ provenant de la surface inférieure
−Z̄21Z̄2

−1
b2. Or l’ombrage n’est pas le même en fonction du champ considéré. Cela revient

à dire que les éléments de la matrice impédance (obtenus asymptotiquement) ne seraient pas
égaux selon que l’on considère la réponse au champ incident ou la réponse au champ provenant
de la surface rugueuse. En effet, le champ incident illumine le dessus de l’objet (et dépend de
l’angle d’incidence) tandis que le champ provenant de la surface inférieure illumine le dessous
de l’objet (et dépend de l’orientation de l’objet et du profil de la surface). Ainsi, il semble plus
simple de considérer comme constante l’inverse de la matrice impédance (notée Z̄′

1
−1 puisqu’elle

est évaluée asymptotiquement), et d’inclure les ombrages lors de la propagation. Cela revient à
modifier b1 (noté alors b′

1) et Z̄21 (notée alors Z̄′
21). Pour résumer, l’application numérique de

l’OP sur l’objet concerne deux types d’excitation : celle provenant de l’émetteur (b′
1) et celle

provenant de la surface inférieure (Z̄′
21Z̄2

−1
b2), et la procédure de la méthode PILE étendue

s’écrit avec intégration de l’OP :

X1 =

p=PPILE∑
p=0

M̄ ′
c,1

p

 Z̄′
1
−1
(
b′
1 − Z̄′

21Z̄2
−1

b2

)
, (3.65)

M̄ ′
c,1 = Z̄′

1
−1

Z̄′
21Z̄2

−1
Z̄12, (3.66)
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où Z̄′
1
−1 est obtenue par application de l’OP (sans tenir compte de l’ombrage qui est pris en

compte lors de la propagation des champs excitant l’objet) et peut, de ce fait, être remplacée
par le scalaire 2 : les éléments de Z̄′

1
−1 valent 2δji (le produit matrice-vecteur Z̄′

1
−1

u devient
alors un produit scalaire-vecteur 2u). Cependant, b′

1, Z̄′
21 sont modifiés pour tenir compte des

ombrages en excitation.

Pour illustrer la modification de b′
1 et Z̄′

21, considérons le cas d’une plaque d’angle α = 0̊
(plaque horizontale) au-dessus d’une surface rugueuse. La plaque est constituée de N1 échan-
tillons. Le champ incident n’illumine que les échantillons 1..N1/2, tandis que le champ provenant
de la surface n’illumine que les échantillons N1/2+1..N1. On force donc à 0 les valeurs du champs
incident sur les échantillons non excités par celui-ci :

b1
′ =



ψi(r11)
...

ψi(r1N1/2
)

0
...
0



Champ incident sur les échantillons n = 1..N1/2Champ incident sur les échantillons n = N1/2 + 1..N1

. (3.67)

Pour le champ provenant de la surface inférieure, on “interdit” la propagation des éléments de la
surface rugueuse vers les échantillons non excités, cela revient à modifier la matrice de couplage
en forçant à 0 les éléments de la matrice concernés par ces chemins de propagation. Selon que
la surface inférieure est diélectrique ou PC (ou IBC), Z̄21 est définie par les équations (3.35)
ou (3.40), respectivement. Dans les deux cas la matrice Ā21 modifiée (notée Ā′

21) a des valeurs
forcées à 0 tout comme la matrice B̄′

21 (modification de B̄21) :

Ā′
21 =



0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0
A21N1/2+1,1

. . . A21N1/2+1,N2
...

. . .
...

A21N1,1 . . . A21N1,N2




Champ provenant de
la surface inférieure sur les échantillons
n = 1..N1/2
Champ provenant de
la surface inférieure sur les échantillons
n = N1/2 + 1..N1

. (3.68)

Pour le cas de la croix, la procédure est plus compliquée. Premièrement l’évaluation de
l’ombrage en excitation est plus complexe puisqu’une plaque peut créer un ombrage en excitation
sur une autre plaque. Deuxièmement, le phénomène de DR entre deux faces internes d’un dièdre
est à prendre en compte dans l’inverse de la matrice impédance de l’objet. Pour s’affranchir
de la première difficulté, l’évaluation des zones excitées est réalisée en utilisant le calcul de
l’ombrage vu au paragraphe 2.2.4.2 au travers de la figure 2.20(a) et de l’équation (2.128). Il
est alors possible de connâıtre analytiquement les échantillons excités par le champ incident et
ceux excités par un élément de surface rugueuse considéré, et les valeurs des champs sur les
échantillons non excités sont forcées à 0 tout comme dans les équations (3.67) et (3.68). Pour
surmonter la seconde difficulté, les inconnues surfaciques sont décomposées en deux vecteurs :
les contributions en SR et les contributions en DR

X1 = XSR
1 + XDR

1 . (3.69)

Tandis que XSR
1 est calculé à l’aide de l’équation (3.65), XDR

1 est calculé en faisant propager
les inconnues surfaciques d’une face vers la face en vis à vis :

XDR
1 = Z̄′

1
−1

C̄DRXSR
1 , (3.70)

138



Chapitre 3. Diffusion par un objet au-dessus d’une surface rugueuse - cas scalaire

où C̄DR est la matrice de couplage entre les faces internes des dièdres de la croix et prend en
compte rigoureusement la propagation des champs d’une face des dièdres vers l’autre face des
dièdres. L’ombrage en observation n’est pas à prendre en compte ici puisqu’aucune approxima-
tion n’est faite lors de la propagation des champs surfaciques. Ainsi lors du rayonnement des
champs totaux surfaciques (contributions SR et DR) par le principe de Huygens qui est ici réalisé
sans ombrage en observation, le forward scattering d’une face s’opposera au champ provenant
d’une face non observée. Le champ diffusé sera alors rigoureusement calculé à partir de champs
surfaciques approchés. Alors que dans le paragraphe 2.2.4.2 il a été vu que la propagation entre
les faces est réalisée à l’aide de l’OG qui ne propage pas rigoureusement les champs. Dans ce
cas, il était nécessaire d’inclure artificiellement l’ombrage en observation pour évaluer de ma-
nière approchée le champ diffusé à partir de champs surfaciques approchés. Les DR n’existant
qu’entre deux faces internes d’un dièdre de la croix, seules 8 DR sont possibles : (f2  f3) et
(f3  f2), (f4  f5) et (f5  f4), (f6  f7) et (f7  f6), (f8  f1) et (f1  f8) (fi représente
la ième face). La numérotation des faces dans la croix est définie à la figure 2.22. C̄DR est donc
définie par

C̄DR =



0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ C̄f8 f1

0̄ 0̄ C̄f3 f2 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ C̄f2 f3 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ C̄f5 f4 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 0̄ 0̄ C̄f4 f5 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ C̄f7 f6 0̄
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ C̄f6 f7 0̄ 0̄

C̄f1 f8 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄


, (3.71)

où les éléments des sous-matrices C̄fi fj sont définis en TM par :

Cm,n = +
ik0vn |∆xn|

4
H

(1)
1 (k0 ‖rn − rm‖)
‖rn − rm‖

[γn(xn − xm)− (zn − zm)] ∀m,n, (3.72)

où n est l’indice d’un élément de la face fi et m l’indice d’un élément de la face fj de la croix
(fi représente la ième face et fj la jème face de la croix).

Finalement, les inconnues surfaciques sont obtenues par

X1 =
(
Ī + Z̄′

1
−1

C̄DR

)
XSR

1 , (3.73)

et à partir des équations (3.73), (3.69) et (3.65) :

X1 =

p=PPILE∑
p=0

M̄ ′
c,1

p

(Ī + Z̄′
1
−1

C̄DR

)
Z̄′

1
−1
(
b′
1 − Z̄′

21Z̄2
−1

b2

)
, (3.74)

et comme les éléments de Z̄′
1
−1 sont 2δji , on obtient finalement

X1 =

p=PPILE∑
p=0

M̄ ′
c,1

p

(Ī + 2C̄DR

)
2
(
b′
1 − Z̄′

21Z̄2
−1

b2

)
. (3.75)

Les inconnues surfaciques X1 sont donc obtenues à l’aide de la méthode PILE étendue dans
laquelle l’OP est intégrée. Néanmoins, ce calcul n’est valable qu’en TM, puisque l’évaluation
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analytique de l’inverse de la matrice impédance est obtenue en considérant les conditions aux
limites de l’OP en TM (équation (3.63)).

Pour le calcul en polarisation TE, on a avec l’OP : ψ(r) = 0
∂ψ(r)
∂n

= 2
∂ψi(r)
∂n

∀r ∈ Si, (3.76)

et l’analogie avec l’équation (3.64) indique que l’inverse de la matrice impédance vaut ici Z̄1
−1 =

2 ∂•
∂n1

où ∂•
∂n1

est l’opérateur de la dérivée normale sur l’objet. L’inverse de la matrice impédance
n’est alors pas calculable analytiquement puisque l’opérateur agit sur le champ u illuminant
l’objet. Il convient donc d’inclure cet opérateur lors de la propagation du champ u de sorte que
les éléments de l’inverse de la matrice impédance valent 2δji comme dans le cas TM. Finalement,
en utilisant les mêmes calculs pour les ombrages en excitation on a en TE :

X1 =

p=PPILE∑
p=0

M̄ ′′
c,1

p

(Ī + 2C̄′′
DR

)
2
(
b′′
1 − Z̄′′

21Z̄2
−1

b2

)
, (3.77)

M̄ ′′
c,1 = Z̄′′

1
−1

Z̄′′
21Z̄2

−1
Z̄12, (3.78)

où les éléments de b′′
1 sont obtenus à partir de ceux de b′

1 en appliquant une dérivée normale.
Pour ce faire, nous utilisons les fonctions directement obtenues avant échantillonnage :

b′′1(x1, z1) =
∂b′1(x1, z1)

∂n1
, (3.79)

de même pour le couplage de la surface vers l’objet, les éléments Z ′′21m,n
sont obtenus par échan-

tillonnage de la dérivée normale de la fonction permettant d’obtenir Z ′21m,n
:

Z ′′21(x1, z1) =
∂Z ′21(x1, z1)

∂n1
, (3.80)

et enfin, pour les éléments C ′′m,n de la matrice C̄′′
DR

C ′′(x1, z1) =
∂C(x1, z1)

∂n1
, (3.81)

et on a
Z̄′′

1
−1 = Z̄′

1
−1 = 2. (3.82)

Les calculs et les expressions des éléments b′′1n
, Z ′′21m,n

et C ′′m,n sont détaillés dans l’annexe B.

Ainsi, la méthode PILE étendue peut être accélérée en utilisant la FB-SA pour le calcul
des interactions locales sur la surface rugueuse et en appliquant l’OP sur la croix. La méthode
hybride résultante est alors nommée “PILE+FB-SA+OP”.

3.4.2 Résultats de la méthode hybride PILE+FB-SA+OP

Pour étudier la validité de la méthode hybride PILE+FB-SA+OP des comparaisons sont
effectuées avec des résultats issus de la MdM pour une croix située au-dessus d’une surface de
mer. Les paramètres sont les mêmes que ceux des figures 3.13 et 3.14 (cas (a) du tableau 3.2 et
cas (c) du tableau 3.3). L’ordre de la méthode FB est choisi en considérant l’étude sur la surface
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Fig. 3.24 – Module du champ total sur la surface de la croix. Dans la légende : l’ordre de la
méthode PILE suivi de l’erreur relative sur le champ total surfacique. La scène est illustrée sur
la figure 3.13 et les paramètres sont les mêmes que ceux de la figure 3.14.

seule, soit PFB = 2 et xd0 = 0.05Lc pour la distance des interactions fortes. Le module du champ
total sur la surface de la croix est tracé sur la figure 3.24 en fonction des échantillons de la croix.
Dans la légende l’ordre PPILE de la méthode PILE+FB-SA+OP est suivi de l’erreur relative sur
le champ total surfacique.

Sur la figure 3.25(a), le module du champ total sur la surface de la mer est tracé en dB
en fonction de l’abscisse normalisée. Sur la figure 3.25(b), le coefficient de diffusion de la scène
est tracé en dB en fonction de l’angle de diffusion avec PPILE = 5 pour la méthode PILE+FB-
SA+OP.
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(b) Coefficient de diffusion en dB (PPILE = 5)

Fig. 3.25 – Module du champ total sur la surface de mer en dB et coefficient de diffusion en
dB pour une croix au-dessus d’une surface de mer. Les paramètres sont les mêmes que pour la
figure 3.24.

On remarque sur la figure 3.24 que les phénomènes physiques observés sur la figure 3.14
sont en majeure partie pris en compte, notamment les fortes oscillations du champ surfacique
sur les échantillons n1 = 100 à 300 (qui sont les DR entre les faces 2 et 3 de la croix comme
expliqué au paragraphe 3.3.3.2) sont bien prises en compte avec la méthode hybride. De même
que la méthode PILE+FB-SA, la méthode hybride PILE+FB-SA+OP prédit, à l’ordre 0 de la
méthode PILE, un champ élevé sur les faces 6 et 7 de la croix (tournées vers la surface rugueuse)
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provenant de la surface. Les ordres supérieurs de la méthode PILE corrigent ces phénomènes. Il
est possible de montrer qu’à partir de l’ordre PPILE = 5 l’erreur sur les inconnues surfaciques ne
changent plus. La méthode PILE+FB-SA+OP converge pour PPILE = 5 pour la scène considérée
ici. Bien que visuellement les résultats issus de la méthode PILE+FB-SA+OP sont très proches
de ceux de la MdM, l’erreur relative est importante comparativement à celle obtenue avec la
méthode PILE+FB-SA sur la figure 3.14. Il est utile de rappeler ici que la méthode PILE+FB-
SA+OP est une méthode hybride, l’intégration de l’OP ne pouvant être réalisée sans apporter
une erreur systématique sur l’évaluation des courants surfaciques. En effet, les hypothèses pour
l’utilisation de l’OP sont fortes, et les conséquences ne le sont pas moins. Ainsi, la méthode
PILE+FB-SA+OP est incapable de prédire les courants non négligeables sur les échantillons
n1 = 400 à 500 et n1 = 700 à 800 : les faces 5 et 8 de la croix. De même, le champ sur la
surface de mer, figure 3.25(a), est très bien évalué au centre de la surface mais des différences
sont notables sur les bords de la surface, néanmoins le coefficient de diffusion résultant, présenté
sur la figure 3.25(b), montre de très bons résultats de la méthode hybride PILE+FB-SA+OP
autour de θs = 0̊ correspondant à la direction de la réflexion spéculaire dans le cas d’une surface
plane parfaitement conductrice. Des différences apparaissent pour des angles d’observation plus
rasants : à partir de |θs| > 50̊ .

Des résultats similaires sont obtenus sur la figure 3.26 où le coefficient de diffusion de la scène
est tracé en dB en fonction de l’angle de diffusion avec PPILE = 5 pour la méthode PILE+FB-
SA+OP en polarisation TE. La scène considérée est la même que celle illustrée sur la figure
3.13 sauf θi = 20̊ , α = 0̊ pour l’angle de rotation de la croix qui est cette fois-ci centrée en
(xo = −z0 tan(θi), zo = 20λ0) (cas (b) du tableau 3.2 et cas (d) du tableau 3.3). Ainsi la croix est
positionnée au centre du faisceau incident de l’onde de Thorsos de sorte qu’elle soit fortement
excitée.
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Fig. 3.26 – Coefficient de diffusion en dB pour une croix au-dessus d’une surface de mer. Cas
(b) du tableau 3.2 et cas (d) du tableau 3.3.

Ici encore, de très bons résultats sont obtenus autour de θs = 20̊ correspondant à la direc-
tion de la réflexion spéculaire dans le cas d’une surface plane parfaitement conductrice, et des
différences apparaissent à partir de θs > 70̊ et θs < −30̊ .

Afin de tester cette méthode hybride pour des applications plus réalistes, il convient d’utiliser
la méthode de Monte-Carlo.
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3.4.3 Application à une croix au-dessus d’une surface de mer

Les calculs présentés à la section 3.3.3.3 sont appliqués aux résultats obtenus à partir de la
méthode hybride. Les coefficients de diffusion total issus de PILE+FB-SA+OP sont comparés,
en fonction de l’angle θs, à ceux obtenus avec la méthode exacte PILE+FB-SA, sur les figures
3.27(a) 3.27(b), 3.28(a) et 3.28(b). Les paramètres sont les mêmes que ceux donnés au tableau
3.8, où le cas nommé “fréquence” (figures 3.20(a) et 3.20(b)) est considéré pour la comparaison
effectuée sur la figure 3.27(a), et le cas nommé“Cas TM”(figures 3.19(a) et 3.19(b)) est considéré
pour la comparaison de la figure 3.27(b). De même, on considère le cas nommé “Angle θi” du
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(a) Mêmes paramètres que “Fréquence”du tableau 3.8
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(b) Mêmes paramètres que “Cas TM” du tableau 3.8

Fig. 3.27 – Comparaison du coefficient de diffusion total issu de la méthode PILE+FB-SA+OP
avec celui issu de la méthode PILE+FB-SA. Les paramètres communs aux deux figures sont
donnés au tableau 3.8.

tableau 3.8 pour la comparaison effectuée sur la figure 3.28(a), et pour la figure 3.28(b) la même
scène est considérée mais en TM.
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(a) Mêmes paramètres “Angle θi” du tableau 3.8
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(b) Mêmes paramètres que “Angle θi” du tableau 3.8
mais en TM

Fig. 3.28 – Comparaison du coefficient de diffusion total issu de la méthode PILE+FB-SA+OP
avec celui issu de la méthode PILE+FB-SA. Les paramètres communs aux deux figures sont
donnés au tableau 3.8.
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Pour les quatre comparaisons un très bon accord est observé entre la méthode exacte et
la méthode hybride notamment au voisinage de la direction de rétro-diffusion (θs = 0̊ pour
les figures 3.27(a) et 3.27(b) qui est également la direction spéculaire d’une surface plane et
θs = −60̊ pour les figures 3.28(a) et 3.28(b)). Pour les deux premières figures, des différences
sont néanmoins notables pour des angles de diffusion rasants (pour θs < −60̊ et θs > 60̊ ), tandis
que pour les deux dernières figures les différences sont surtout notables pour θs ∈ [−90̊ ;−70] et
θs ∈ [−50̊ ; 0̊ ] (surtout pour le cas TE sur la figure 3.28(a)) mais une très bonne précision est
obtenue dans la direction spéculaire d’une surface plane (θs = 60̊ ). Ainsi, la méthode hybride
semble très appropriée pour obtenir des résultats précis dans (et au voisinage) de la direction de
rétro-diffusion (θs = −θi) et de la direction de réflexion spéculaire (θs = θi).

Les résultats présentés dans cette section et dans ceux du paragraphe 3.3.3.3 ont été obtenus
à partir de codes Matlab convertis en exécutables (fichiers .exe). Le PC utilisé pour ces calculs
possède un processeur Dual Intel Xeon E5440 (2×4 cœurs à 2.83GHz) et 16Go de mémoire vive
(de type DDR2). Précisons que les fichiers .exe correspondant aux 5 configurations présentées
au tableau 3.8 ont été exécutés simultanément sur le même PC, d’abord avec la PILE+FB-SA
puis avec la PILE+FB-SA+OP. A noter également que durant ces simulations, seulement 2Go
de RAM environ ont été utilisés par le PC. Ces calculs sont donc réalisables sur un PC standard
de bureau. Le temps de calcul nécessaire aux deux méthodes pour les résultats présentés aux
figures 3.27(a), 3.27(b), 3.28(a) et 3.28(b), sont indiqués dans le tableau 3.9.

Tab. 3.9 – Comparaison des temps de calculs entre la méthode exacte et la méthode hybride
pour les résultats présentés dans cette cette section.

`````````````̀Méthode
Configuration Figure

3.27(a)
Figure
3.27(b)

Figure
3.28(a)

Figure
3.28(b)

PILE+FB-SA (exact) 35h 44min 11h 5min 34h 42min 10h 38min
PILE+FB-SA+OP (hybride) 20h 28min 9h 26min 19h 8min 9h 31min

Comme attendu, la méthode hybride est plus rapide en temps de calcul car la complexité de
la méthode hybride est plus faible que celle de la méthode exacte. De plus, la méthode hybride
est d’autant plus avantageuse que le nombre d’inconnues sur la croix est important. En effet, il
est utile de noter que plus la croix est grande, plus l’écart en temps de calcul entre PILE+FB-SA
et PILE+FB-SA+OP est important. De plus, si le nombre d’inconnues sur la croix devient trop
important (environ 2500 inconnues sur un PC standard de bureau possédant 2Go de RAM par
exemple) alors l’inversion directe par décomposition LU (pour les interactions locales sur l’objet)
ne peut être réalisée alors que la méthode PILE+FB-SA+OP peut être utilisée.

3.5 Vers une résolution asymptotique du problème

Pour obtenir une résolution encore plus rapide du problème de la diffusion par une croix située
au-dessus de la mer, un modèle asymptotique est nécessaire. La figure 3.29 rappelle la géométrie
du problème ainsi que les divers calculs nécessaires à la méthode PILE : les interactions locales
sur chaque surface et les couplages. Dans la méthode hybride proposée dans ce chapitre, seules les
interactions locales sur l’objet ont été évaluées asymptotiquement. Il conviendrait donc de faire
de même pour les interactions locales sur la surface rugueuse. Pour cela, l’Optique Physique
peut être utilisée, mais il faut tenir compte des ombrages ainsi que des multiples réflexions
[164, 93, 165, 166].
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Fig. 3.29 – Géométrie du problème et illustration des différentes étapes de calcul de la méthode
PILE.

Pour les interactions locales sur l’objet, la méthode proposée dans le modèle hybride (OP
pour les SR et OP/OP pour les DR) est très difficilement applicable au cas 3D. En effet, dans
le cas d’un réflecteur polyédrique, les couplages rigoureux lors des doubles réflexions nécessitent
le calcul numérique de quatre intégrales imbriquées. Et six intégrales imbriquées seraient né-
cessaires pour le calcul des triples réflexions. Il est donc indispensable d’ajouter des hypothèses
simplificatrices pour les interactions locales sur l’objet. La résolution asymptotique analytique
de la diffraction par une croix en espace libre proposée au paragraphe 2.2.4 semble la plus per-
tinente pour cela et produit des résultats encourageants. Cette méthode applique l’OP pour les
SR et l’OG combinée à l’OP pour les DR. L’utilisation de l’OG lors de la première réflexion des
DR permet de s’affranchir de la complexité du couplage en champ proche des faces du dièdre
mais le calcul de la direction de la réflexion spéculaire est nécessaire. Ce calcul n’a de sens que
si l’onde excitatrice est considérée plane. Or le champ provenant de la surface inférieure ne peut
pas être considéré comme une onde plane au niveau de la croix car cela reviendrait à considérer
l’objet et la surface en champ lointain l’un de l’autre (alors que la surface rugueuse est supposée
infinie). Il conviendrait alors de décomposer ce champ en une somme d’onde plane (en utilisant
la représentation de Weyl de la fonction de Green), d’utiliser ensuite le modèle analytique sur la
croix pour chaque onde plane et d’évaluer ainsi la réponse de la croix par sommation des champs
diffractés.

Le modèle asymptotique basé sur l’OP combinée à l’OG/OP (paragraphe 2.2.4) est évalué
analytiquement en considérant le récepteur placé en champ lointain. Mais le champ diffracté par
la croix ne peut pas être considéré comme une onde plane au niveau de la surface rugueuse.
Le rayonnement par l’OP (pour les SR et pour la deuxième réflexion des DR) vers la surface
rugueuse doit être évalué rigoureusement (c’est à dire en utilisant le principe de Huygens en
zone de champ proche) comme cela est réalisé dans le modèle hybride proposé dans ce chapitre.
Dans le cas 3D cela revient à calculer numériquement une intégrale surfacique (deux intégrales
imbriquées) par plaque du réflecteur participant à la diffraction (non ombrée). Bien que le calcul
ne puisse pas être temps-réel, il n’en demeurerait pas moins réalisable et calculable sur un PC
standard de bureau. En effet, utiliser l’OG lors des couplages entre les plaques de l’objet permet
de s’affranchir du calculs d’intégrales surfaciques supplémentaires. Le modèle asymptotique basé
sur l’OG et l’OP, développé pour le dièdre pour le cas 2D, semble donc très intéressant.

Quant à la surface rugueuse, d’autres modèles asymptotiques analytiques existants s’avèrent
très intéressants (voir paragraphe 1.4.3). On peut citer par exemple la SSA (Small Slope Approxi-
mation) [70, 71, 72, 73] ou bien la WCA (Weighted Curvature Approximation) [167, 73, 168],
valides pour des angles d’incidence modérés.
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Ainsi, la principale difficulté dans un modèle asymptotique global, conjuguant d’une part
un modèle de résolution sur la croix et un modèle de résolution sur la surface rugueuse d’autre
part, serait de tenir compte des couplages entre les deux surfaces. La principale question qui
devra être approfondie avant d’étudier plus en détail un tel modèle, est de savoir si la prise en
compte des couplages produirait un gain de précision notable en comparaison aux pertes induites
par l’utilisation d’hypothèses simplificatrices des méthodes asymptotiques. Il n’en demeure pas
moins qu’un tel modèle mérite une étude plus détaillée.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, les équations intégrales pour le cas de deux diffuseurs quelconques placés
dans le milieu incident ont été établies. Afin d’accélérer le calcul et améliorer le stockage mé-
moire, mon travail a consisté à étendre la méthode PILE développée au laboratoire IREENA
au cas plus général où les deux diffuseurs sont excités par l’onde incidente. Cette méthode nu-
mérique rigoureuse, qui exploite la décomposition par bloc de la matrice impédance, admet une
interprétation physique simple.

LA FB-SA a ensuite été appliquée pour le calcul des interactions locales sur la surface
rugueuse à l’aide de la décomposition par bloc de la méthode PILE étendue. Des comparaisons
avec la MdM ont démontré la convergence et la validité de la méthode PILE+FB-SA qui peut
maintenant servir de méthode de référence. Cette méthode a été notamment appliquée pour
un grand nombre de réalisation afin de dégager des comportements physiques de la scène. Ce
travail a fait l’objet de deux publications en revue [134, 137] et de deux publications en conférence
internationale [169, 170].

Toujours dans le souci d’accélérer le calcul et de diminuer la complexité de la méthode, une
hybridation de la PILE+FB-SA avec l’OP a été proposée. Des comparaisons avec la MdM ont
montré la pertinence d’une telle méthode vu les résultats satisfaisants obtenus. En appliquant
cette méthode hybride à un grand nombre de réalisations, de très bons résultats ont été constatés,
notamment dans la direction de rétro-diffusion.

Afin de parfaire l’étude de la diffusion par la scène 2D, il conviendrait d’étudier et de dé-
velopper un modèle asymptotique global. Des pistes ont été données, et le modèle analytique
proposé au paragraphe 2.2.4 pour la diffraction par la croix en espace libre semble être une voie
très intéressante (même si pour rendre analytique le calcul, le rayonnement est évalué en champ
lointain). La question qui se pose maintenant est de savoir si un modèle similaire (basé également
sur l’OG et l’OP) serait tout aussi intéressant pour un réflecteur polyédrique en espace libre (cas
3D). En effet, de nouveaux phénomènes interviennent dans le cas vectoriel. On peut citer entre
autres les effets de dépolarisation avec l’apparition dans le cas 3D de polarisations croisées et les
contributions des triples réflexions. C’est l’objet du prochain chapitre, dédié à répondre à cette
question.

146



Chapitre 4

Diffusion par un réflecteur
polyédrique en espace libre - cas
vectoriel

D
ans le chapitre précédent, l’étude a porté sur la diffusion par
une croix au-dessus d’une surface rugueuse pour une scène bi-
dimensionnelle. Dans ce chapitre, la diffraction par un réflec-

teur polyédrique (scène 3D) à l’aide de méthodes asymptotiques est entre-
prise. Le modèle analytique proposé, est basé sur le problème élémentaire
de la diffraction par un trièdre avec prise en compte des ombrages. Les
phénomènes de simple, double et triple réflexion et de simple diffraction
d’arêtes seront modélisés à l’aide de l’OP, de l’OG et de la MCE ; des
comparaisons avec une méthode de référence testeront la pertinence de
la méthode. Le modèle sera appliqué à différents réflecteurs polyédriques,
une étude sera menée pour dégager des propriétés intrinsèques de ces
obstacles particuliers. On montrera notamment que la classe et l’ordre
du réflecteur polyédrique ont une influence directe sur la signature de
l’obstacle.

4.1 Etat de l’art et positionnement du problème

Comme présenté à la section 1.5.1 de ce manuscrit, les réflecteurs polyédriques, constitués de
plusieurs trièdres, sont considérés de grande taille devant la longueur d’onde. L’étude est donc
menée en hautes fréquences. Dans ce domaine d’étude, les méthodes rigoureuses sont quasiment
inapplicables dû au nombre très élevé d’inconnues. Afin d’obtenir une évaluation rapide de la
signature de l’obstacle, un modèle basé sur des méthodes asymptotiques est nécessaire. Le modèle
analytique proposé à la section 2.2.4 pour la diffraction par une croix semble le plus adapté pour
répondre à ce besoin. Une hypothèse simplificatrice utilisée est de négliger les ondes rampantes.
Sous cette approximation, les trièdres du réflecteur polyédrique sont découplés : le courant sur
les plaques d’un trièdre ne modifiera pas le courant sur les plaques d’un autre trièdre. Alors,
sous l’hypothèse hautes fréquences, le champ diffracté en champ lointain par le réflecteur est la
somme (cohérente) des champs diffractés, en champ lointain, par chacun des trièdres. L’étude
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est donc ramenée au cas élémentaire de la diffraction par un trièdre.

4.1.1 Rappel sur les réflecteurs polyédriques

Dans la section 1.5.1, les réflecteurs polyédriques ont été définis de manière générale à partir
de polyèdres subissant un processus de facettage.

Le terme de classe a été défini comme le nombre de faces du polyèdre qui est à la base
du réflecteur polyédrique. Ainsi, suivant cette dénomination, le réflecteur octaédrique (illustré
sur la figure 4.2) est de classe 8 (l’octaèdre possède 8 faces, le réflecteur octaédrique possède 8
trièdres) et le réflecteur icosaédrique (illustré sur la figure 4.5) est de classe 20.
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Fig. 4.1 – Réseau de trièdres d’ordre 2.

Chaque trièdre d’un réflecteur polyédrique peut être remplacé par un réseau de trièdre. Sur
la figure 4.1 est présenté un réseau de trièdre d’ordre 2. Le terme d’ordre a été défini comme
le rapport d’homothétie entre le trièdre original (qui est ensuite remplacé par le réseau) et les
trièdres constituant le réseau. Pour un réseau d’ordre 2, le trièdre original a été remplacé par un
réseau constitué de 4 trièdres de dimensions 2 fois plus petites. Le réseau ainsi formé est contenu
dans le même volume que le trièdre initial. A partir de ces remplacements de trièdres en réseaux
de trièdres nous pouvons donc créer des réflecteurs polyédriques d’ordre supérieur. Un réflecteur
octaédrique d’ordre 2 est donc un octaèdre qui a subi tout d’abord un procédé de facettage (on
obtient le réflecteur octaédrique vu à la figure 4.2) puis chacun de ses trièdres a été remplacé
par un réseau de trièdre d’ordre 2.
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Fig. 4.2 – Le réflecteur octa-
édrique d’ordre 1 (nombre de
trièdres = 8× 12 = 8).

Fig. 4.3 – Le réflecteur octa-
édrique d’ordre 2 (nombre de
trièdres = 8× 22 = 32).

Fig. 4.4 – Le réflecteur octa-
édrique d’ordre 4 (nombre de
trièdres = 8× 42 = 128).

Le réflecteur octaédrique d’ordre 2 ainsi obtenu est représenté à la figure 4.3 ; il comporte
donc 8 × 4 = 32 trièdres. Avec le même procédé, on obtient le réflecteur octaédrique d’ordre 4
et les réflecteurs icosaédriques d’ordre 2 et 4, respectivement représentés sur les figures 4.4, 4.6
et 4.7.

Afin de s’assurer que les méthodes choisies sont les mieux adaptées, il convient de rappeler
les travaux menés sur le calcul de la diffraction par un trièdre.
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Fig. 4.5 – Le réflecteur ico-
saédrique d’ordre 1 (nombre
de trièdres = 20× 12 = 20).

Fig. 4.6 – Le réflecteur ico-
saédrique d’ordre 2 (nombre
de trièdres = 20× 22 = 80).

Fig. 4.7 – Le réflecteur ico-
saédrique d’ordre 4 (nombre
de trièdres = 20× 42 = 320).

4.1.2 Etat de l’art

En 1944, Spencer [171] a étudié les trièdres en zone optique, sur un modèle de rayons. Il
a ainsi déterminé des expressions analytiques pour évaluer la SER monostatique de trièdres à
faces carrées et de trièdres à faces triangulaires, les plaques étant mutuellement orthogonales.
Trois ans plus tard, Robertson [172] a proposé une méthode élémentaire pour déterminer, dans
le cas de plaques de forme régulière, la surface effective du coin, qui est directement liée à sa
SER. Et c’est en 1953, que la première étude concernant le trièdre et utilisant la méthode de
l’Optique Physique a été réalisée. Les auteurs, Bonkowski et al. [173] se sont alors intéressés aux
calculs de triple réflexion sur des trièdres à plaques mutuellement orthogonales.

En 1954, Meeks et al. [174] ont étudié les trièdres en utilisant les travaux de Spencer. Peters
[175], quant à lui, a conçu les premières relations approchées analytiques sur le calcul de SER en
configuration bistatique sur un trièdre. Cependant, les recherches sur le calcul de la diffraction
par un trièdre ne semblaient pas être la priorité dans ce domaine. Ainsi, on trouve de nombreux
travaux antérieurs qui concernent la diffraction par le dièdre [152, 176, 177] ; les phénomènes
de double réflexion pouvant être appliqués au cas du trièdre. Ceci est notable en consultant les
travaux de Knott, qui a commencé par développer une technique de prédiction de SER pour
des dièdres à angles obtus en 1977 [178]. Ensuite, il a ajouté une troisième plaque à l’objet
et a développé une technique de prédiction de SER monostatique pour des trièdres à faces
triangulaires et de plaques non mutuellement orthogonales, formant alors des angles arbitraires.
Knott [179] a alors utilisé la méthode de l’Optique Physique pour calculer la SER monostatique
d’un trièdre à l’aide de l’Optique Géométrique pour prédire les zones illuminées lors des doubles
et triples réflexions.

Plus récemment, une équipe américaine et une équipe italienne ont étudié la diffraction par
un trièdre à faces triangulaires à l’aide de méthodes asymptotiques [78, 80]. Une approche si-
milaire a été utilisé dans ces deux articles afin d’évaluer la SER monostatique lorsque le coin
intérieur du trièdre est excité, zone où la SER est maximale. Cette configuration correspond, en
convention FSA, a des angles d’élévation {π− θi; θs} et des angles d’azimut {φi+π, φs} compris
entre 0 et π

2 radians (voir figure 1.6) lorsque le trièdre est positionné comme illustré sur la figure
4.8(a). Dans leur modèle, l’OP est appliquée sur chaque face pour évaluer la contribution des
Simples Réflexions (SR). Pour les Doubles Réflexions (DR) et Triples Réflexions (TR), l’OG est
utilisée pour le calcul des premières réflexions (pour la première réflexion des DR et pour les deux
premières réflexions des TR) ; la dernière réflexion des DR et TR étant évaluée par l’OP. Cette
approche n’a en soit, rien de nouveau, mis à part une généralisation dans l’écriture permettant
une programmation plus aisée. Cependant, l’innovation intervient sur l’ajout des contributions
des arêtes externes du réflecteur. En effet, les deux équipes ont également utilisé la Méthode

149
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des Courants Equivalents (MCE) de Mitzner-Michaeli [43, 45, 46, 47, 48, 49] pour calculer les
Simples Diffractions (SD) par les arêtes externes du trièdre. Ces deux études ont montré que les
SD, SR, DR et TR sont les principales contributions de la signature du trièdre.
Polycarpou et al. [80] ont ainsi développé une formulation pour calculer la SER monostatique
de trièdres à faces carrées et triangulaires dont les plaques sont mutuellement orthogonales, tou-
jours dans le domaine d’étude du coin intérieur du trièdre. Corona et al. [78], quant à eux, n’ont
étudié que le trièdre à faces triangulaires mais ils ont développé des généralisations mathéma-
tiques pour calculer les multiples réflexions pour la configuration monostatique. Cette équipe a
continué ses travaux sur des trièdres à plaques non mutuellement orthogonales et sur des trièdres
dépolarisants [180, 181]. Toutefois, leurs études sont toujours restées dans le domaine d’étude
restreint au coin intérieur du trièdre. Malgré ces récentes recherches dans ce domaine, notons
que les travaux ont été menés pour des calculs de SER, souvent dans le cas monostatique et
dans des domaines d’excitation et d’observation restreints.

En 1997, B. Chevalier et al. ont proposé dans un rapport de contrat de recherche [182] la
signature bistatique d’un trièdre à faces triangulaires rectangles isocèles. Ils ont ainsi complété
les travaux présentés ci-dessus, en proposant un calcul asymptotique analytique permettant
d’obtenir une signature bistatique polarimétrique du trièdre, excité et observé dans son coin
intérieur. L’OP, l’OG et la MCE étaient alors utilisées d’une manière similaire à [78, 80].

Les différents résultats obtenus dans [78, 80, 182] ont montré la pertinence d’utiliser l’OP
pour les SR, l’OG combinée à l’OP pour les DR et TR ainsi que la MCE pour les SD. C’est sur
ce même schéma que le modèle pour la diffraction par la croix a été proposé à la section 2.2.4.

4.1.3 Vers un modèle valide pour des angles d’excitation et d’observation
arbitraires

Le modèle proposé dans cette thèse est donc basé sur les travaux de [78, 80, 182]. Mais dans
un réflecteur polyédrique, les trièdres ne peuvent pas tous être excités et observés dans leur coin
intérieur. En effet, certains trièdres du réflecteur seront excités et/ou observés latéralement, et
certains mêmes ne seront pas du tout excités et/ou observés. La détermination de la signature
bistatique d’un réflecteur polyédrique nécessite donc le calcul de la signature d’un trièdre pour
des angles d’observation et d’excitation arbitraires et dans une configuration bistatique. Or cette
démarche n’avait jusqu’à présent, jamais été entreprise. C’est un des objectifs de ce chapitre.
Pour cela, les effets d’ombrage en excitation (voir figure 4.8(a)) et d’ombrage en observation
(voir figure 4.8(b)), déjà évoqués pour la diffraction par un dièdre (à la section 2.2.4), doivent
être pris en compte.

Précisons que dans cette étude la convention choisie est e+i(ωt−k.r), plus souvent utilisée pour
les problèmes de diffraction par des obstacles déterministes dans des scènes 3D. Le formalisme
de la MCE a été notamment décrit initialement dans cette convention.

4.2 Signature polarimétrique bistatique d’un trièdre

Dans un réflecteur polyédrique, un trièdre peut être orienté de diverses manières. Afin de
faciliter les calculs, il convient alors de proposer un modèle dans un repère local associé au trièdre
et d’exprimer ensuite les composantes des champs dans le repère fixe. De plus, les calculs des
contributions pour chaque face du trièdre sont similaires, il est par conséquent intéressant de
généraliser la procédure par l’utilisation d’indices et de mener les calculs dans les repères locaux
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(a) Ombrage en excitation

x� y�

z�
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(b) Ombrage en observation

Fig. 4.8 – Illustration des ombrages en excitation et observation.

des faces.

4.2.1 Changement de repères : projection des composantes de la matrice de
diffraction

Ainsi, on doit être en mesure d’évaluer la signature d’une contribution dans un re-
père local (0, x̂R1 , ŷR1 , ẑR1) donné, noté R1, pour ensuite l’exprimer dans un autre repère
(0, x̂R2 , ŷR2 , ẑR2), noté R2. Ceci est effectué à l’aide de la matrice de passage P̄ R1R2

p définie
par :

P̄ R1R2
p = P̄ (θpR1

, φpR1
;αeR1

, βeR1
, γeR1

;αeR2
, βeR2

, γeR2
; θpR2

, φpR2
)

= R̄s(θpR1
, φpR1

)T R̄e(αeR1
, βeR1

, γeR1
)T R̄e(αeR2

, βeR2
, γeR2

)R̄s(θpR2
, φpR2

), (4.1)

où T symbolise la transposée et l’indice p = {i; s}.
– R̄s(θpR1

, φpR1
) est la matrice de rotation sphérique (définie par l’équation (1.50)) qui

établit la relation entre le repère cartésien (0, x̂R1 , ŷR1 , ẑR1) et le repère sphérique
(0, k̂pR1

, θ̂pR1
, φ̂pR1

).
– R̄e(αeR1

, βeR1
, γeR1

) est la matrice de rotation d’Euler (définie à l’annexe C) qui établit
le passage du repère R1 (0, x̂R1 , ŷR1 , ẑR1) vers le repère fixe (0, x̂, ŷ, ẑ) à l’aide de trois
rotations successives, respectivement d’angle αeR1

, βeR1
et γeR1

.
– R̄e(αeR2

, βeR2
, γeR2

) est la matrice de rotation d’Euler (définie à l’annexe C) qui établit
le passage du repère R2 (0, x̂R2 , ŷR2 , ẑR2) vers le repère fixe à l’aide de trois rotations
successives, respectivement d’angle αeR2

, βeR2
et γeR2

.
– R̄s(θpR2

, φpR2
) est la matrice de rotation sphérique qui établit la relation entre le repère

cartésien (0, x̂R2 , ŷR2 , ẑR2) et le repère sphérique (0, k̂pR2
, θ̂pR2

, φ̂pR2
).

Et les angles θpR et φpR (avec R = {R1, R2}) sont définis dans le repère local R par :

θpR = arccos
(
k̂p · ẑR

)
, (4.2)

φpR = arctan

(
k̂p · ŷR

k̂p · x̂R

)
, (4.3)
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avec θpR ∈ [0;π] et φpR ∈ [0; 2π]
pour p = {i, s} et R = {R1, R2}.

et les vecteurs k̂p, x̂R, ŷR, et ẑR doivent être exprimés dans la même base.

Alors, si l’on note S̄R2 la matrice de diffraction, d’un obstacle, exprimée dans le repère R2

et S̄R1 la matrice de diffraction, du même obstacle, exprimée dans le repère R1 on a la relation
suivante :  0 0 0

0
0

S̄R1

 = P̄ R1R2
s

 0 0 0
0
0

S̄R2

 P̄ R1R2
i

T
. (4.4)

Afin de faciliter la lecture, cette relation de passage sera notée par la suite [R2 → R1] (•). L’équa-
tion (4.4) s’écrit alors :

S̄R1 = [R2 → R1]
(
S̄R2

)
. (4.5)

A noter que si par exemple le repère R1 est considéré comme étant le repère fixe alors
R̄e(αeR1

, βeR1
, γeR1

) = Ī et l’on note P̄ R1R2
p = P̄ R2

p , l’opérateur de passage de l’équation
(4.5) est alors noté [R2 → Rfixe] (•).

Les prochains paragraphes présentent l’évaluation des différentes contributions de la signa-
ture du trièdre (SR, DR, TR et SD). Les calculs sont tous ramenés dans le repère local Rk
(0, x̂k, ŷk, ẑk) associé au trièdre k, c’est à dire que sauf indication contraire, les vecteurs définis-
sant les repères locaux sont définis dans le repère Rk illustré sur la figure 4.9.

4.2.2 Contribution des simples réflexions du trièdre

Le calcul des simples réflexions est identique pour les trois faces, on utilise alors l’indice j1
avec j1 = {1, 2, 3}, où j1 représente l’indice de la face sur laquelle la contribution de simple
réflexion est évaluée. La figure 4.9 illustre la numérotation des faces dans le trièdre. Le calcul
est mené dans le repère Rj1 (0, x̂j1 , ŷj1 , ẑj1) associé à la face j1 (voir figure 4.10). Pour qu’une
simple réflexion existe sur la face j1, il faut qu’elle soit potentiellement excitée et observée. Pour
s’en assurer les deux conditions suivantes doivent être vérifiées (les deux vecteurs devant être
exprimés dans la même base, ici : (x̂k, ŷk, ẑk)) :

k̂ik · ẑj1 < 0, (4.6)

k̂sk · ẑj1 > 0, (4.7)

où k̂ik et k̂sk sont, respectivement, les vecteurs d’onde de l’onde incidente et de l’onde diffractée,
exprimés dans le repère associé au trièdre k. Ainsi, la face j1 est potentiellement excitée par l’onde
incidente si la première condition est respectée, et si la seconde est vérifiée alors la face j1 est
potentiellement observée. Il est important de noter que cela ne permet pas encore de conclure
que la face est réellement excitée ou observée puisqu’un ombrage peut intervenir dû à une autre
face du trièdre.

Les faces indexées du trièdre sont définies sur la figure 4.10, et les vecteurs du repère local
de la face j1 définis dans le repère associé au trièdre k sont :

x̂j1 =

 δ3j1δ2j1
δ1j1

 ŷj1 =

 δ1j1δ3j1
δ2j1

 ẑj1 =

 δ2j1δ1j1
δ3j1

 avec j1 = {1, 2, 3}, (4.8)
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Fig. 4.9 – Définitions de la numérotation
des faces et du repère local du trièdre k.
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Fig. 4.10 – Définitions des faces indexées et
du repère local de la face j1 pour le calcul
des SR.

où δji est le symbole de Kronecker : Les trois sommets du trièdre sont exprimés dans la base
locale (x̂j1 , ŷj1 , ẑj1) par :

Aj1 =

+L
0
0

Bj1 =

 0
+L
0

Sj1 =

 0
0

+L

 . (4.9)

Les deux autres faces j2 et j3 sont définies de telle sorte que les indices j1, j2 et j3 sont indexés
dans le sens direct. Ce choix est arbitraire mais doit être défini pour la suite. On a alors

j1 = {1, 2, 3},
j2 = Mod(j1, 3) + 1,
j3 = 6− j1 − j2.

Où l’opérateur modulo Mod(x, y) produit le reste de la division de x par y

La géométrie illustrée sur la figure 4.10 est considérée. La face j1 peut être ombrée en excita-
tion par les faces j2 et/ou j3 et peut également être ombrée en observation par les faces j2 et/ou
j3. Pour évaluer ces ombrages, l’OG est utilisée. Ainsi, le point Si

′
est défini par la projection

dans la direction d’incidence, du sommet Sj1 (appartenant au faces j2 et j3) sur la face j1. Sur
la figure 4.11, trois possibilités d’ombrage en excitation sont représentées.
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Fig. 4.11 – Ombrage en excitation sur la face j1 pour les SR.

La même procédure est réalisée pour obtenir le point So
′
en considérant cette fois la direction

d’observation. Sur la figure 4.12, trois possibilités d’ombrage en observation sont représentées.
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Fig. 4.12 – Ombrage en observation sur la face j1 pour les SR.

En connaissant les coordonnées des points Si
′

et So
′
, les surfaces ombrées en excitation et

en observation sont alors connues. Puis, en considérant l’intersection de ces surfaces ombrées, la
surface à la fois excitée et observée de la face j1 est finalement obtenue. La forme de la surface,
dans le cas général, est un triangle quelconque comme illustré sur la figure 4.13 où le point C
est défini comme le point d’intersection de l’ombre en excitation avec celle en observation. Sur
cette figure (et sur d’autres figures à venir dans ce manuscrit) des points supplémentaires sont
nommés et annotés ; ceux-ci facilitent les différents tests à effectuer et, par conséquent, servent
au programme de calcul de la signature.
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Fig. 4.13 – Exemple d’ombrage en excitation et en observation pour le calcul des SR.

Pour évaluer la signature de la surface à la fois illuminée et observée, un calcul de signature
bistatique de triangle quelconque est nécessaire. Ce calcul est détaillé dans l’annexe D. A partir
des coordonnées des trois points du triangle Aj1Bj1C, nous sommes donc en mesure de calculer
la matrice de diffraction de la plaque j1 dans le repère local Rj1 , que l’on note : S̄sr,j1

j1
. Cette

signature est ensuite exprimée dans le repère du trièdre à l’aide de l’opérateur défini à l’équation
(4.5) :

S̄sr,j1
k = [Rj1 → Rk]

(
S̄sr,j1

j1

)
. (4.10)

On obtient finalement la signature des contributions des simples réflexions du trièdre k par
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sommation cohérente de la signature de SR des trois faces du trièdre :

S̄sr
k =

3∑
j1=1

S̄sr,j1
k . (4.11)

4.2.3 Contribution des doubles réflexions du trièdre

Il existe six DR possibles dans le trièdre, trois dans le sens direct : 1  2, 2  3, 3  1,
et trois dans le sens indirect : 1  3, 2  1, 3  2. La procédure de calcul est la même pour
toutes les DR, on utilise alors l’indice j1 avec j1 = {1, 2, 3} pour indexer la première face de
la DR j1  j2. L’OG est appliquée pour calculer la première réflexion de la DR. La direction
spéculaire est définie, dans le repère local de la face j1, par les angles (θrj1 , φrj1 ) obtenus à partir
des angles d’incidence (θij1 ,φij1 ) calculés avec les équations (4.2) et (4.3) :

θrj1 = π − θij1 , (4.12)

φrj1 = φij1 . (4.13)

Ainsi, le vecteur définissant la direction du rayon réfléchi par la face j1 vers la face j2 est
calculé dans le repère Rk associé au trièdre k par :

k̂rj1j2
k = k̂ik − 2(k̂ik · ẑj1)ẑj1 , (4.14)

où ẑj1 est le vecteur unitaire normal à la face j1 et k̂rj1j2
k est le vecteur d’onde de l’onde réfléchie

par la face j1, exprimé dans le repère associé au trièdre k. Finalement on a

k̂rj1j2
k =

 (1− 2δ2j1) sin(θik) cos(φik)
(1− 2δ1j1) sin(θik) sin(φik)

(1− 2δ3j1) cos(θik)

 . (4.15)

Le champ réfléchi par la face j1 peut illuminer les deux autres faces du trièdre. Les faces
étant indexées, les DR dans le sens direct (1 2, 2 3, 3 1) et celles en sens indirect (1 3,
2 1, 3 2) sont distinguées. L’indice de la seconde face (j2) intervenant dans la DR est défini
par :

j2 = j2i(1− sens)/2 + j2d
(1 + sens)/2, (4.16)

avec

sens = {+1;−1} ,
j2d

= Mod(j1, 3) + 1,
j2i = 6− j1 − j2d

.

Ainsi, la troisième face (qui participe dans la DR seulement par l’effet d’ombrage) est :

j3 = 6− j1 − j2. (4.17)

La seconde réflexion sur la face j2 ne peut se produire que si le vecteur directeur du champ
réfléchi par la face j1 vérifie la condition (les deux vecteurs devant être exprimés dans la même
base, ici : (x̂k, ŷk, ẑk)) :

k̂rj1j2
k · ẑj2 ≤ 0. (4.18)
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ẑj2 est le vecteur unitaire normal à la face j2. La relation (4.18) assure que le champ réfléchi
(après la première réflexion) rencontrera la face j2. Ceci implique que la face j2 ne crée pas
d’ombrage en excitation sur la face j1. Alors, la DR doit être évaluée pour seulement deux cas :
lorsqu’il existe un effet d’ombrage en excitation par la face j3 sur la face j1 et lorsqu’il n’existe
pas d’effet d’ombrage en excitation.
De ce fait, l’existence de chaque DR est conditionnée par trois relations :

k̂ik · ẑj1 < 0, (4.19)

k̂ik · ẑj2 < 0, (4.20)

k̂sk · ẑj2 > 0. (4.21)

La face j1 est potentiellement excitée par le champ incident si la première condition (4.19) est
vérifiée. Si la seconde (4.20) l’est également, alors la face j2 ne crée aucun ombrage en excitation
sur j1. Enfin, si la troisième condition (4.21) est satisfaite, la face j2 est potentiellement observée
par le récepteur. Alors la double réflexion j1  j2 doit être calculée.

Comme pour le calcul des ombrages des SR, la surface ombrée en excitation est évaluée sur
la première face de la DR à l’aide d’une projection géométrique, parallèlement à la direction
d’incidence. La surface excitée sur la face j1 est ensuite projetée sur la face j2, parallèlement à
la direction de la réflexion spéculaire.

Le vecteur d’onde du champ réfléchi est défini dans le repère local de la face j2 par :

k̂rj1j2
j2

=

 sin(θij2 ) cos(φij2 )
sin(θij2 ) sin(φij2 )

cos(θij2 )

 , (4.22)

où (θij2 , φij2 ) sont les angles (θrj1 , φrj1 ) exprimés cette fois dans la base locale de la face j2. Ils
sont obtenus à partir des équations (4.2) et (4.3) :

θij2 = arccos
(
k̂rj1j2

k · ûzj2

)
, (4.23)

φij2 = arctan

(
k̂rj1j2

k · ŷj2

k̂rj1j2
k · x̂j2

)
, (4.24)

avec θij2 ∈ [0;π] et φij2 ∈ [0; 2π] .

Connaissant k̂rj1j2
j2

, la surface illuminée sur la face j2 est obtenue par une projection de la
surface illuminée de la face j1 sur la face j2. Trois cas peuvent être obtenus pour un sens de DR
donné ; ils sont illustrés sur la figure 4.14 pour un sens indirect de DR.

Il existe cependant quatre possibilités pour l’observation lors de la seconde réflexion sur j2 :
un ombrage en observation par la face j1 sur j2, un ombrage en observation par la face j3 sur
j2, un ombrage en observation par les faces j1 et j3 sur j2, et lorsqu’il n’y a aucun ombrage
en observation. Comme pour le calcul des ombrages des SR, la surface ombrée en observation
est évaluée à l’aide d’une projection géométrique, parallèlement à la direction d’observation. Les
trois cas possibles d’ombrage sont représentés sur la figure 4.15 pour un sens indirect de DR.

Finalement, il existe six configurations possibles de surface à la fois illuminée et observée.
Elles sont illustrées sur les figures 4.16 et 4.17 pour un sens indirect de DR.
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Fig. 4.14 – Surface de la face j2 excitée par le champ initialement réfléchi par la face j1 lors de
la première réflexion de la DR ; le sens indirect est considéré.
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Fig. 4.15 – Ombrage en observation sur la face j2 pour le calcul de la DR ; le sens indirect est
considéré.
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Fig. 4.16 – Intersections des surfaces illuminées et observées sur la face j2 pour le calcul de la
DR pour un sens indirect : pas d’ombrage en excitation sur la face j1.

Après avoir effectué des tests et calculs d’intersection appropriés (généralisables pour les
deux sens de DR), la surface à la fois illuminée et observée est obtenue, et on montre qu’elle
peut prendre la forme d’un triangle quelconque ou d’un quadrilatère quelconque.

La signature de la DR j1  j2 est alors obtenue à partir de la signature de triangle quelconque
(dont le calcul est détaillé en annexe D) exprimée dans le repère local de la face j2. Si la surface
de calcul est un quadrilatère, une décomposition en deux triangles est nécessaire, s’en suit alors
une sommation cohérente des signatures des deux triangles.
La signature de la DR est ensuite projetée dans le repère associé au trièdre k à l’aide de la
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Fig. 4.17 – Intersections des surfaces illuminées et observées sur la face j2 pour le calcul de la
DR pour un sens indirect : ombrage en excitation sur la face j1.

relation suivante : 0 0 0
0
0

S̄dr,j1 j2
k

 = P̄ kj2
s

 0 0 0
0
0

S̄dr,j1 j2
j2

 P̄ j2j1
s

 0 0 0
0
0

F̄

 P̄ kj1
i

T
, (4.25)

où les matrices P̄ kj2
s , P̄ j2j1

s et P̄ kj1
i sont définies par l’équation (4.1) en utilisant les indices

appropriés. La matrice F̄ , quant à elle, est la signature de la première face lors de la première
réflexion de la DR. Puisque la réflexion sur la première face de la DR, j1, est évaluée par l’OG,
cette matrice de diffraction est constituée des coefficients de Fresnel pour le cas PC :

F̄ =

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 . (4.26)

Comme les matrices de rotation d’Euler et les matrices de rotation sphérique sont des matrices
orthogonales (la transposée de la matrice est égale à son inverse), il est possible de montrer que
la relation de passage (4.25) est également donnée par :

S̄dr,j1 j2
k = [Rj2 → Rk]

(
S̄dr,j1 j2

j2

)
[Rj1 → Rk]

(
F̄
)
. (4.27)

La signature de la contribution en DR du trièdre, exprimée dans le repère local Rk est obtenue
par sommation des signatures des DR évaluées dans ce même repère :

S̄dr
k =

3∑
j1=1

3∑
j2=1

S̄dr,j1 j2
k avec j1 6= j2. (4.28)

Considérons maintenant le calcul des triples réflexions.

4.2.4 Contribution des triples réflexions du trièdre

Il existe six triples réflexions possibles dans le trièdre, trois dans le sens direct : (1 2 3),
(2  3  1), (3  1  2), et trois dans le sens indirect : (1  3  2), (2  1  3),
(3 2 1).
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La réflexion sur la première face a été expliquée dans la section précédente, et la même
procédure est appliquée pour le calcul de la seconde réflexion (réflexion sur la deuxième face) de
la TR. Les indices des faces utilisés pour les TR sont les mêmes que ceux utilisés pour les DR,
et la TR considérée est j1  j2  j3.

L’utilisation de l’OG pour la seconde réflexion implique que le champ réfléchi par j2 est dirigé
dans la direction de la réflexion spéculaire. Cette direction est définie par les angles (θrj2 , φrj2 ).
Ils sont obtenus à partir des angles (θij2 ,φij2 ) qui sont les angles d’incidence sur la face j2 du
champ initialement réfléchi par la face j1 (voir équations (4.23) et (4.24)) :

θrj2 = π − θij2 , (4.29)

φrj2 = φij2 . (4.30)

Ainsi, le vecteur définissant la direction du rayon réfléchi par la face j2 vers la face j3 est calculé
dans le repère Rk par :

k̂rj2j3
k = k̂rj1j2

k − 2(k̂rj1j2
k · ẑj2)ẑj2 , (4.31)

où ẑj2 est le vecteur unitaire normal à la face j2 et k̂rj2j3
k est le vecteur d’onde de l’onde réfléchie

par la face j2, exprimé dans le repère associé au trièdre k. On obtient finalement :

k̂rj2j3
k =

 (1− 2δ2j1)(1− 2δ3j2) sin(θik) cos(φik)
(1− 2δ1j1)(1− 2δ1j2) sin(θik) sin(φik)

(1− 2δ3j1)(1− 2δ3j2) cos(θik)

 . (4.32)

La troisième réflexion, intervenant sur la face j3, n’existe (selon l’OG) que si la condition suivante
est vérifiée :

k̂rj2j3
k · ẑj3 ≤ 0. (4.33)

ẑj3 est le vecteur unitaire normal à la face j3. La relation (4.33) assure que le champ réfléchi
par la face j2 rencontrera la face j3. Puisque les deux premières réflexions sont dirigées dans la
direction spéculaire, on montre que la condition (4.33) implique que les faces j2 et j3 ne créent
pas d’ombrage en excitation sur la face j1. Et comme la face j1 doit être excitée par le champ
incident pour créer une triple réflexion, alors l’existence de la TR j1  j2  j3 est conditionnée
par quatre relations :

k̂ik · ẑj1 < 0, (4.34)

k̂ik · ẑj2 < 0, (4.35)

k̂ik · ẑj3 < 0, (4.36)

k̂dk · ẑj3 > 0. (4.37)

La quatrième condition (4.37) est vérifiée si la face j3 est potentiellement observée par le récep-
teur. Si, et seulement si, ces quatre relations sont respectées alors le calcul de la TR j1  j2  j3
doit être effectué. Comme pour le calcul des DR, la surface illuminée sur la face j1 est projetée
sur la face j2. Cependant, les conditions (4.34), (4.35) et (4.36) impliquent que la face j1 est
entièrement excitée par le champ incident. La surface finalement excitée sur la face j2 par le
champ réfléchi par la face j1 correspond au cas illustré sur la gauche de la figure 4.14. Le vecteur
d’onde du champ réfléchi lors de la seconde réflexion peut également être défini dans la base
locale de la face j3 :

k̂rj2j3
j3

=

 sin(θij3 ) cos(φij3 )
sin(θij3 ) sin(φij3 )

cos(θij3 )

 , (4.38)
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où (θij3 , φij3 ) sont les angles (θrj2 , θrj2 ) exprimés cette fois dans la base locale de la face j3. Ils
sont obtenus à partir des équations (4.2) and (4.3) :

θij3 = arccos
(
k̂rj2j3

k · ẑj3

)
, (4.39)

φij3 = arctan

(
k̂rj2j3

k · ŷj3

k̂rj2j3
k · x̂j3

)
, (4.40)

avec θij3 ∈ [0;π] et φij3 ∈ [0; 2π] .

Connaissant k̂rj2j3
j3

, la surface illuminée sur la face j3 est obtenue par une projection géomé-
trique de la surface illuminée de la face j2 vers la face j3. Trois cas peuvent être obtenus pour un
sens de TR donné, ils sont illustrés sur la figure 4.18 pour le cas d’une TR dans le sens indirect.
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Fig. 4.18 – Surface de la face j3 excitée par le champ initialement réfléchi par la face j2 lors de
la seconde réflexion de la TR ; le sens indirect est considéré.

Il existe cependant quatre possibilités pour l’observation lors de la troisième réflexion : un
ombrage en observation par la face j1 sur la face j3, un ombrage en observation par la face j2
sur la face j3, un ombrage en observation par les faces j1 et j2 sur la face j3, et lorsqu’il n’y a
aucun ombrage en observation. Comme pour les SR et les DR, la surface ombrée en observation
est obtenue par une projection géométrique, parallèlement à la direction d’observation. Les trois
cas possibles d’ombrage sont représentés sur la figure 4.19 pour un sens indirect de TR.
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Fig. 4.19 – Ombrage en observation sur la face j3 pour le calcul de la TR ; le sens indirect est
considéré.
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Finalement, il existe neuf configurations possibles de surface à la fois illuminée et observée.
Elles sont illustrées sur la figure 4.20 pour un sens indirect de TR.
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Fig. 4.20 – Intersections des surfaces illuminées et observées sur la face j3 pour le calcul de la
TR pour un sens indirect.

A l’aide de tests et de calculs d’intersection appropriés (généralisables pour les deux sens de
TR), la surface à la fois illuminée et observée est obtenue, et on montre qu’elle peut prendre
la forme d’un triangle quelconque, d’un quadrilatère quelconque ou même d’un pentagone quel-
conque. Quelle que soit sa forme, la diffraction par cette surface est ramenée à la signature ou
à la somme de signatures de triangles quelconques (dont le calcul est détaillé à l’annexe D). La
matrice de diffraction obtenue est ensuite projetée dans le repère associé au trièdre k à l’aide de
la relation suivante :

S̄tr,j1 j2 j3
k = [Rj3 → Rk]

(
S̄tr,j1 j2 j3

j3

)
[Rj2 → Rk]

(
F̄
)
[Rj1 → Rk]

(
F̄
)
. (4.41)

La signature de la contribution en TR du trièdre, exprimée dans le repère local Rk est obtenue
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par sommation des signatures des TR évaluées dans ce même repère :

[
Strk
]

=
3∑

j1=1

3∑
j2=1

3∑
j3=1

S̄tr,j1 j2 j3
k ; j1 6= j2 6= j3. (4.42)

Pour que le modèle soit complet, il reste encore à tenir compte des simples diffractions
d’arêtes du trièdre.

4.2.5 Contribution des simples diffractions d’arêtes du trièdre

La signature des SD du trièdre k est évaluée à l’aide la MCE [43, 45, 46, 47, 48, 49], pour
prendre en compte les champs diffractés par les arêtes externes du trièdre : les segments [AB],
[BC] et [AC] illustrés sur la figure 4.21.
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kz�
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Fig. 4.21 – Numérotation des arêtes ex-
ternes du trièdre.
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Fig. 4.22 – Arête de la face j1.

En utilisant les indices vus à la section 4.2.2 pour le calcul des SR, le calcul est mené en
considérant l’arête externe de la face j1. Après avoir vérifié que l’arête n’est pas ombrée en
excitation et observation (en s’inspirant des calculs d’ombrage des SR), la matrice de diffraction
de la SD de cette arête est obtenue dans le repère local de la face j1 à l’aide du calcul détaillé à
l’annexe E. Ce calcul nécessite la définition géométrique de l’arête (le problème est illustré sur
la figure 4.22) : les vecteurs t̂ (tangente), b̂ (binormale) et n̂ (normale) associés à l’arête ainsi
que le terme de pondération spatio-fréquentielle PAj1

. Ainsi, les vecteurs t̂, b̂ et n̂ sont définis
par :

t̂ = − Lx
Lj1

x̂j1 +
Ly
Lj1

ŷj1 , (4.43)

b̂ = − Ly
Lj1

x̂j1 −
Lx
Lj1

ŷj1 , (4.44)

n̂ = ẑj1 , (4.45)

où
Lj1 =

√
L2
x + L2

y. (4.46)

L’intégrale IAj1
s’écrit :

IAj1
=
∫ Lx

0
e
−ik

“
ux′+vLy

1−x′
Lx

”
dx′ , (4.47)

avec
u = sin(θi) cos(φi)− sin(θs) cos(φs), (4.48)
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et
v = sin(θi) sin(φi)− sin(θs) sin(φs). (4.49)

On a donc

IAj1
= Lxsinc

(
k(uLx − vLy)

2

)
e−ik

uLx+vLy
2 , (4.50)

et on obtient finalement le terme de pondération :

PAj1
= Lxsinc

(
k(uLx − vLy)

2

)
e−ik

uLx+vLy
2

e−ikr

2πr
. (4.51)

A noter que dans notre étude, les trièdres sont formés par trois faces triangulaires isocèles
rectangles identiques : Lx = Ly = L. La matrice de diffraction de la SD de l’arête de la face j1,
S̄sd,j1

j1
, est alors obtenue avec le calcul de l’annexe E. Cette signature est ensuite exprimée dans

le repère du trièdre à l’aide de l’opérateur défini à l’équation (4.5) :

S̄sd,j1
k = [Rj1 → Rk]

(
S̄sd,j1

j1

)
. (4.52)

On obtient finalement la signature des contributions des simples diffractions d’arête du trièdre
k par sommation cohérente de la signature de SD de l’arête externe des trois faces du trièdre :

S̄sd
k =

3∑
j1=1

S̄sd,j1
k . (4.53)

4.2.6 Résultats et validité du modèle de la signature d’un trièdre

Les résultats issus du modèle asymptotique analytique (nommé “Asymptotique”) sont com-
parés à ceux obtenus par une méthode de référence. L’étude étant menée dans le domaine des
hautes fréquences (domaine de validité de l’OG, de l’OP et de la MCE), la MdM n’est pas appli-
cable ici dû au nombre très élevé d’inconnues. La méthode de référence choisie est une méthode
rigoureuse rapide : la MLFMM, simulée à l’aide du logiciel de simulation électromagnétique
FEKO [183, 184]. A titre d’exemple, en considérant un trièdre dont les arêtes internes sont de
longueurs L = 10λ0, le nombre d’inconnues donné par FEKO est de 27388. Dans toutes les
simulations de ce paragraphe, le trièdre est fixe positionné dans le repère fixe comme illustré sur
la figure 4.8(a), l’arête interne est L = 10λ0, le pas d’échantillonnage utilisé pour le maillage sous
FEKO est de λ0/8, la fréquence est de f = 10 GHz, et les angles sont donnés dans la convention
FSA illustrée sur la figure 1.6.

Sur les figures 4.23(a) et 4.23(b), la SER issue du modèle asymptotique est comparée à
celle obtenue avec la MLFMM en fonction de l’angle θs avec φs = 45̊ pour une configuration
monostatique (θi = π− θs, φi = π+ φs). Sur la figure 4.23(a), la SER en co-polarisation σθθ est
considérée, tandis que sur la figure 4.23(b) la SER en polarisation croisée σφθ est illustrée.

Dans cette configuration, le trièdre est excité et observé dans le coin intérieur. On remarque
un très bon accord sur la SER en co-polarisation. En polarisation croisée, les niveaux sont très
faibles et les résultats pourraient être assimilés à un bruit de calcul, néanmoins, il est difficile de
conclure sur la pertinence de chacune des méthodes. Sur la figure 4.23(a), on note la présence de
la réflexion spéculaire de la face 3 du trièdre pour θs = 0̊ (contribution de la SR de la face 3). On
peut vérifier que la valeur de la formulation géométrique de la SER (valide uniquement en hautes
fréquences, en monostatique et pour une excitation selon la normale à la plaque) est obtenue :
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Fig. 4.23 – Comparaison de la SER d’un trièdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration monostatique : φs = 45̊ ,
θi = π − θs, φi = π + φs.

σ = 4π(S/λ0)2, soit ici pour la face 3 : σ = 4π
(
L2

2λ0

)2
= 14.5 dBm2 (avec L = 10λ0). A θs = 90̊ ,

aucune TR n’est possible, et la contribution des SR des faces 1 et 2 est faible devant celle des
DR 1 2 et 2 1. En effet, en considérant les angles de diffusion et d’incidence, pour θs = 90̊ ,
la configuration correspond à la direction spéculaire des DR. Ainsi, en négligeant la contribution
des SR, la valeur de la SER peut être assimilée au spéculaire de la plaque triangulaire effective
formée par les faces 1 et 2. Cette plaque a pour base

√
2L et pour hauteur L, et on vérifie que

la valeur donnée par la formulation géométrique est obtenue : σ = 4π
(

L2
√

2λ0

)2
= 17.5 dBm2. La

contribution des TR se manifeste par la présence d’un large lobe, centré autour de θs = 54.7̊
(angle entre l’axe (0z) et la hauteur du trièdre) dont le maximum est voisin de 15.9 dBm2.

Sur les figures 4.24(a) et 4.24(b), la SER issue du modèle asymptotique analytique est compa-
rée à celle obtenue avec la MLFMM en fonction de l’angle φs avec θs = 60̊ pour une configuration
monostatique (θi = π− θs, φi = π+φs). Sur la figure 4.24(a), la SER en co-polarisation σφφ est
considérée, tandis que sur la figure 4.24(b) la SER en polarisation croisée σθφ est illustrée.

Dans cette configuration, le trièdre est également excité et observé dans le coin intérieur.
On remarque un très bon accord sur la SER en co-polarisation. En polarisation croisée, le profil
est obtenu mais les niveaux sont sous-estimés par le modèle asymptotique. Plusieurs causes sont
possibles. Premièrement l’utilisation de l’OG dans le calcul des DR suppose un couplage entre les
faces en champ lointain. Cette hypothèse forte, nécessaire pour obtenir un calcul analytique, peut
impliquer des conséquences notables sur les niveaux de SER, notamment pour la polarisation
croisée (où les niveaux faibles impliquent une analyse fine pour obtenir une bonne précision).
Enfin, certains phénomènes sont négligés dans le modèle, notamment les doubles diffractions
d’arêtes, les réflexions/diffractions (d’une face vers une arête) et les diffractions/réflexions (d’une
arête vers une face). Ces dernières étant les plus indiquées à produire un champ diffracté non
négligeable lorsque les autres contributions impliquent une SER faible [14].

Le modèle asymptotique est maintenant testé pour des configurations bistatiques. Sur les
figures 4.25(a) et 4.25(b), la SER issue du modèle asymptotique est comparée à celle obtenue
avec la MLFMM en fonction de l’angle φs pour une configuration bistatique : θs = 60̊ , θi =
180 − 50 = 130̊ , φi = 180 + 30 = 210̊ . Sur la figure 4.25(a), la SER en co-polarisation σφφ est
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Fig. 4.24 – Comparaison de la SER d’un trièdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration monostatique : θs = 60̊ ,
θi = π − θs, φi = π + φs.

considérée, tandis que sur la figure 4.25(b) la SER en polarisation croisée σθφ est illustrée.
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Fig. 4.25 – Comparaison de la SER d’un trièdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration bistatique : θs = 60̊ ,
θi = 180− 50 = 130̊ , φi = 180 + 30 = 210̊ .

Dans cette configuration, le trièdre est également excité et observé dans le coin intérieur.
Le profil et les niveaux de la SER sont globalement obtenus mais des différences notables sont
cependant observées, notamment en polarisation croisée autour de φs = 70̊ .

Sur les figures 4.26(a) et 4.26(b), la SER issue du modèle asymptotique est comparée à celle
obtenue avec la MLFMM en fonction de l’angle θs pour une configuration bistatique : φs = 45̊ ,
θi = 180− 50 = 130̊ , φi = 180− 30 = 150̊ . Sur la figure 4.26(a), la SER en co-polarisation σφφ
est considérée, tandis que sur la figure 4.26(b) la SER en polarisation croisée σθφ est illustrée.

Dans cette configuration, le récepteur est orienté en direction du coin intérieur du trièdre
mais celui-ci est excité latéralement : la face 1 du trièdre est excitée du côté externe comme
illustré sur la figure 4.8(a). L’ombrage en excitation intervient dans ce cas. Ainsi seules les SR
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Fig. 4.26 – Comparaison de la SER d’un trièdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration bistatique : φs = 45̊ ,
θi = 180− 50 = 130̊ , φi = 180− 30 = 150̊ .

des faces 2 et 3 et les DR 2 3 et 3 2 contribuent dans le modèle asymptotique. Des résultats
satisfaisants sont obtenus lorsque les faces 2 et 3 ne sont pas observées sous des angles rasants,
cela intervient autour de θs = 45̊ . Lorsque la face 2 ou la face 3 est observée à angle rasant,
pour θs < 30̊ ou θs > 60̊ respectivement, des différences notables sont observées.

Sur les figures 4.27(a) et 4.27(b), la SER issue du modèle asymptotique est comparée à celle
obtenue avec la MLFMM en fonction de l’angle θs pour une configuration bistatique : φs = −30̊ ,
θi = 180− 60 = 120̊ , φi = 180 + 45 = 225̊ . Sur la figure 4.27(a), la SER en co-polarisation σθθ
est considérée, tandis que sur la figure 4.27(b) la SER en polarisation croisée σφθ est illustrée.
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Fig. 4.27 – Comparaison de la SER d’un trièdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration bistatique : φs = −30̊ ,
θi = 180− 60 = 120̊ , φi = 180 + 45 = 225̊ .

Dans cette configuration, l’émetteur est orienté en direction du coin intérieur du trièdre mais
celui-ci est observé latéralement : le récepteur vise le côté externe de la face 1 du trièdre. Des
résultats globalement satisfaisants sont obtenus en co-polarisation, tandis qu’en polarisation
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croisée des différences sont présentes même si les niveaux sont du même ordre de grandeur.
La surestimation des niveaux par la méthode asymptotique pourrait être due à l’hypothèse de
couplage en champ lointain entre les faces.

Finalement, les différentes comparaisons montrent des résultats satisfaisants en configuration
bistatique pour la co-polarisation. En polarisation croisée, tant pour les cas monostatiques que
bistatiques, les niveaux sont globalement similaires à ceux de la MLFMM; cependant des diffé-
rences sont notables sur le profil. La prise en compte de l’effet de “forward scattering” pourrait
améliorer les résultats obtenus pour les configurations bistatiques. Enfin, en configuration mono-
statique et en co-polarisation de très bons résultats sont obtenus. Il convient donc d’appliquer ce
modèle pour évaluer la signature d’un réflecteur polyédrique afin d’étudier si cette modélisation
demeure encore intéressante.

4.3 Signature bistatique d’un réflecteur polyédrique

4.3.1 Calcul de la matrice de diffraction du réflecteur polyédrique

Connaissant la géométrie d’un polyèdre (emplacement des sommets par exemple) donné dans
de nombreux ouvrages et notamment dans [75], le procédé de facettage est appliqué (voir section
1.5.1). Le réflecteur polyédrique est alors obtenu, chaque face étant remplacée par un trièdre
dont l’origine est calculée géométriquement à partir des trois points de la face triangulaire.
Les trièdres sont numérotés (k = 1..N où N est le nombre de trièdres composant le réflecteur
polyédrique) et les repères locaux (0k, x̂k, ŷk, ẑk), exprimés dans la base (x̂, ŷ, ẑ), leurs sont
associés. La numérotation des trièdres pour le réflecteur octaédrique d’ordre 1 est donnée sur la
figure 4.28.

Trièdre 1

Trièdre 2
Trièdre 3

Trièdre 4

Trièdre 6

Trièdre 7Trièdre 8

Trièdre 5

x�

y�

z�

id21646906 pdfMachine by Broadgun Software  - a great PDF writer!  - a great PDF creator! - http://www.pdfmachine.com  http://www.broadgun.com 

Fig. 4.28 – Numérotation des trièdres dans le réflecteur octaédrique d’ordre 1.

La matrice de diffraction bistatique du réflecteur polyédrique est obtenue par sommation des
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matrices de diffraction des trièdres composant le réflecteur, toutes exprimées dans le repère fixe :

S̄ =
N∑
k=1

S̄trik , (4.54)

où la matrice S̄trik du trièdre k est obtenue en projetant dans le repère fixe, la signature du
trièdre k obtenue dans son repère local :

S̄trik = Trk [Rk → Rfixe]
(
S̄trik

k

)
, (4.55)

où Trk est un terme exprimant le déphasage induit par le changement de l’origine des phases lors
du changement de repère. En effet l’origine des repères locaux des trièdres n’est pas forcément
localisée à l’origine du repère fixe. Par exemple pour le réflecteur icosaédrique, l’origine des
trièdres n’est pas reliée au point 0 du repère fixe (voir figure 4.5), alors que c’est le cas pour le
réflecteur octaédrique d’ordre 1. Le terme Trk est donné par :

Trk = e−ik0(k̂i−k̂s)·00k . (4.56)

où 0k est le point origine du repère local du trièdre k. Dans l’équation (4.55), la signature du
trièdre dans le repère localRk est obtenue par sommation cohérente des contributions intervenant
dans la diffraction, toutes exprimées dans le repère local associé au trièdre k :

S̄trik
k = S̄sd

k + S̄sr
k + S̄dr

k + S̄tr
k . (4.57)

Les simples réflexions sur les faces externes du trièdre ne sont pas prises en compte puisqu’elles
correspondent aux simples réflexions sur les faces internes d’autres trièdres appartenant au ré-
flecteur polyédrique. A noter qu’une attention particulière doit être portée pour la matrice S̄sd

k

afin de ne pas calculer deux fois la diffraction par la même arête puisque dans un réflecteur
polyédrique, une arête est toujours commune à deux trièdres.

Précisons également que l’équation (4.54) ne prend pas en compte les couplages entre les tri-
èdres du réflecteur. Cette hypothèse est consistante avec l’approximation de l’Optique Physique
qui néglige les phénomènes d’ondes rampantes. Cette approximation (nécessaire pour obtenir
un calcul analytique) est pertinente dans le domaine des hautes fréquences et a déjà fait l’objet
d’une étude dans le cas 2D pour la croix (voir section 2.2.4).

4.3.2 Résultats et validité du modèle de la signature d’un réflecteur octa-
édrique d’ordre 1

Les résultats issus du modèle asymptotique analytique (nommé “Asymptotique”) sont com-
parés à ceux obtenus par la MLFMM calculée à l’aide de FEKO pour un réflecteur octaédrique
d’ordre 1 (nommé par la suite “octaèdre” par abus de langage). Dans toutes les simulations de ce
paragraphe, l’octaèdre est positionné dans le repère fixe comme illustré sur la figure 4.28, l’arête
interne des trièdres le composant vaut L = 10λ0, la fréquence est de f = 10 GHz, et les angles
sont donnés dans la convention FSA illustrée sur la figure 1.6. Le pas d’échantillonnage utilisé
pour le maillage sous FEKO est de λ0/5 ; la simulation n’étant pas réalisable pour un pas plus
fin dû au nombre très élevé d’inconnues : 42806.

Sur les figures 4.29(a) et 4.29(b), la SER issue du modèle asymptotique est comparée à
celle obtenue avec la MLFMM en fonction de l’angle θs avec φs = 45̊ pour une configuration
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Fig. 4.29 – Comparaison de la SER d’un octaèdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration monostatique : φs = 45̊ ,
θi = π − θs, φi = π + φs.

monostatique (θi = π− θs, φi = π+ φs). Sur la figure 4.29(a), la SER en co-polarisation σθθ est
considérée, tandis que sur la figure 4.29(b) la SER en polarisation croisée σφθ est illustrée.

La SER en polarisation croisée peut être assimilée à un bruit de calcul, comme pour le cas
du trièdre seul (4.23(b)). En co-polarisation, un très bon accord entre les deux méthodes est
observé. Un des avantages du modèle asymptotique est que toutes les contributions (SR, DR,
TR et SD) sont calculées indépendamment et peuvent alors être comparées à la signature globale
pour comprendre les phénomènes physiques mis en jeu. Ainsi, la même configuration que pour la
figure 4.29(a) est considérée pour la figure 4.30 sur laquelle les SER évaluées en ne considérant
que les SR, DR et SD de l’octaèdre d’une part, et en ne considérant que les SR et SD de
l’octaèdre d’autre part, sont tracées. Lorsque θs = 0̊ , seules les SR des faces 3 des trièdres 1 à 4
contribuent. Autour de θs = 54.7̊ , les TR du trièdre 1 contribuent principalement et on retrouve
un lobe, en co-polarisation, similaire au cas du trièdre seul de la figure 4.23(a). Pour θs = 90̊ ,
seules les SR et DR des faces 1 et 2 des trièdres 1 et 6 contribuent et on retrouve un pic sur la
SER correspondant aux réflexions spéculaires des DR des deux trièdres 1 et 6 comme pour le cas
du trièdre seul (figure 4.23(a)). Par symétrie, on retrouve sur la figure 4.29(a), la contribution
principale des TR du trièdre 6 autour de θs = 125.3̊ . Autour de θs = 10̊ les faces 3 des trièdres
2, 3 et 4 sont encore très peu ombrées en excitation et observation, et ces contributions sont
constructives ou destructives sur les contributions en SR, DR et TR du trièdre 1. Ainsi, de fortes
oscillations sont observées autour de ces angles dues aux interférences entre les contributions des
trièdres 1 à 4 (principalement dues aux lobes secondaires de la plaque carrée formée par les faces
3 des trièdres 1 à 4). Les mêmes phénomènes entre les trièdres 5 à 8 sont observés autour de
θs = 170̊ sur la figure 4.29(a).

Sur les figures 4.31(a) et 4.31(b), la SER issue du modèle asymptotique est comparée à
celle obtenue avec la MLFMM en fonction de l’angle φs avec θs = 45̊ pour une configuration
monostatique (θi = π− θs, φi = π+φs). Sur la figure 4.31(a), la SER en co-polarisation σφφ est
considérée, tandis que sur la figure 4.31(b) la SER en polarisation croisée σθφ est illustrée.

En polarisation croisée le profil global de la SER est obtenu, toutefois, des différences avec
les résultats de la MLFMM sont observés. En co-polarisation, un très bon accord entre les deux
méthodes est obtenu. Pour φs = 0̊ , seules les SR et DR des faces 2 et 3 des trièdres 1 et 4
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Fig. 4.30 – Comparaison de la SER d’un octaèdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration monostatique : θs = 45̊ ,
θi = π − θs, φi = π + φs. De plus les SER pour les contributions SR+SD seules et SR+DR+SD
seules, sont tracées
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(b) Polarisation croisée

Fig. 4.31 – Comparaison de la SER d’un octaèdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration monostatique : θs = 45̊ ,
θi = π − θs, φi = π + φs.

contribuent, on retrouve un pic sur la SER correspondant aux réflexions spéculaires des DR des
deux trièdres 1 et 4 comme pour le cas du trièdre seul (figure 4.23(a)). Par symétrie, les mêmes
phénomènes sont obtenus avec les faces 1 et 3 des trièdres 1 et 2. Pour φs ∈ [10̊ ; 80̊ ], un large
lobe est obtenu, principalement créé par les TR du trièdre 1.

Sur les figures 4.32(a) et 4.32(b), la SER issue du modèle asymptotique est comparée à celle
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obtenue avec la MLFMM en fonction de l’angle φs pour une configuration bistatique : θs = 30̊ ,
θi = 180− 30 = 150̊ , φi = 180 + 45 = 225̊ . Sur la figure 4.32(a), la SER en co-polarisation σθθ
est considérée, tandis que sur la figure 4.32(b) la SER en polarisation croisée σφθ est illustrée.
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Fig. 4.32 – Comparaison de la SER d’un octaèdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration bistatique : θs = 30̊ ,
θi = 180− 30 = 150̊ , φi = 180 + 45 = 225̊ .

Dans cette configuration bistatique, l’émetteur est dirigé vers le coin intérieur du trièdre
1 tandis que le récepteur est orienté vers celui du trièdre 3. En co-polarisation, le maximum
est obtenu pour φs = 225̊ , ce qui correspond à la direction de la réflexion spéculaire par les
surfaces illuminées et observées des faces 3 des trièdres 1 à 4. Autour de ce maximum, les trièdres
interfèrent créant alors des contributions destructives. Pour φs < 200̊ et φs > 250̊ , quelques
différences apparaissent. Ceci pourrait être amélioré en ajoutant les contributions de “forward
scattering”. En effet, actuellement cette contribution n’a pas été incluse dans le modèle, or
nous avons vu au paragraphe 2.2.4.2, toute l’importance de tenir compte de ce phénomène si des
configurations de fort bistatisme sont considérées. Les faces 1 et 2 du trièdre 1 pourraient induire
une contribution non négligeable pour ces angles d’observation. Pour ajouter cette contribution,
il conviendrait d’étudier plus en détail quelle méthode serait la plus précise pour le cas 3D
entre le principe de Huygens combinée à l’OP et le principe de Babinet combinée à l’OP. En
polarisation croisée, les niveaux de SER et le profil sont globalement similaires.

Sur les figures 4.33(a) et 4.33(b), la SER issue du modèle asymptotique est comparée à celle
obtenue avec la MLFMM en fonction de l’angle φs pour une configuration bistatique : θs = 50̊ ,
θi = 180− 50 = 130̊ , φi = 180 + 45 = 225̊ . Sur la figure 4.33(a), la SER en co-polarisation σθθ
est considérée, tandis que sur la figure 4.33(b) la SER en polarisation croisée σφθ est illustrée.

Dans cette configuration bistatique, l’émetteur et le récepteur sont tous les deux dirigés vers
le coin intérieur du trièdre 1. En co-polarisation, le maximum est obtenu pour φs = 45̊ . Un très
bon accord est obtenu entre les deux méthodes pour φs ∈ [25̊ ; 65̊ ]. Au delà de ces angles les
faces 1 et 2 du trièdre 1 sont observées avec des angles d’observation rasants et le modèle ne
permet pas une bonne précision dans ces configurations. En polarisation croisée, les niveaux de
SER et le profil sont globalement bien obtenus.

Finalement, de très bons résultats sont obtenus en co-polarisation en configurations monosta-
tiques et bistatiques. En polarisation croisée les résultats sont satisfaisants puisque globalement
les profils sont obtenus. A noter que l’intérêt principal de ce modèle asymptotique analytique est
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Fig. 4.33 – Comparaison de la SER d’un octaèdre, évaluée à l’aide du modèle asymptotique
analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une configuration bistatique : θs = 50̊ ,
θi = 180− 50 = 130̊ , φi = 180 + 45 = 225̊ .

son temps de calcul. A titre d’exemple, le calcul des quatre termes de la matrice de diffraction
pour la configuration de la figure 4.29(a) a nécessité 138 heures et 20 minutes pour la MLFMM
de FEKO alors que seulement 5 secondes ont été requises pour le modèle asymptotique. Ces
calculs ont été réalisés sur un PC de processeur Intel Pentium 4 à 2.4 GHz et 1Go de RAM.

A présent, il convient d’appliquer le modèle à des réflecteurs polyédriques d’ordre supérieur
(voir paragraphe 1.5.1.3). Cependant, la MLFMM ne peut pas être appliquée à un réflecteur
octaédrique d’ordre 2 dû au trop grand nombre d’inconnues.

4.3.3 Résultats et validité du modèle de la signature d’un quart de réflecteur
octaédrique d’ordre 2

Afin d’étudier la validité du modèle asymptotique lorsque l’ordre d’un réflecteur augmente,
on considère le quart d’un réflecteur octaédrique d’ordre 2, représenté sur la figure 4.34 et nommé
par la suite “quart d’octaèdre d’ordre 2” par abus de langage.

Les résultats issus du modèle asymptotique analytique sont comparés à ceux obtenus
par la MLFMM. Dans toutes les simulations de ce paragraphe, le quart d’octaèdre d’ordre
2 est positionné dans le repère fixe comme illustré sur la figure 4.34, la fréquence est de
f = 10 GHz et les angles sont donnés dans la convention FSA illustrée sur la figure 1.6. Les
résultats issus du modèle asymptotique (avec toutes les contributions : SR+DR+TR+SD) sont
comparés à ceux obtenus avec la MLFMM. De plus, les résultats issus du modèle asympto-
tique en ne considérant que les SD, que les SR+SD et que les SR+DR+SD sont également tracés.

4.3.3.1 Réflecteur de grande taille : L = 10λ0

On considère dans un premier temps un réflecteur de grande taille : l’arête interne des
trièdres le composant est L = 10λ0, le pas d’échantillonnage utilisé pour le maillage sous FEKO
est de λ0/5 ; la simulation n’étant pas réalisable pour un pas plus fin dû au nombre très élevé
d’inconnues : 80504.
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Fig. 4.34 – Illustration du quart de réflecteur octaédrique d’ordre 2.

Sur la figure 4.35, les SER σθθ et σφθ issues du modèle asymptotique sont comparées à
celles obtenues avec la MLFMM en fonction de l’angle θs avec φs = 30̊ , pour une configuration
monostatique (θi = π − θs, φi = π + φs).
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Fig. 4.35 – Comparaison de la SER d’un quart d’octaèdre d’ordre 2 (avec L = 10λ0), évaluée à
l’aide du modèle asymptotique analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une confi-
guration monostatique : φs = 30̊ , θi = π − θs, φi = π + φs. Les contributions SD, SR+SD et
SR+DR+SD sont également tracées.
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On observe un excellent accord entre le modèle proposé et la méthode de référence en co-
polarisation. En polarisation croisée, un bon accord est obtenu autour de la valeur maximale ;
pour d’autres angles les différences augmentent, même si le profil est similaire à celui obtenu
avec la MLFMM. D’autres simulations, en configuration monostatique, menées pour d’autres
angles d’incidence (φi = {180̊ , 225̊ }), non présentées dans ce manuscrit, aboutissent aux mêmes
conclusions. Sur la figure 4.35, on peut également remarquer que la contribution des SD est
très faible par rapport aux autres. En effet, en polarisation croisée, les DR produisent de très
fortes valeurs (en comparant SR+DR+SD à SR+SD) alors que les TR sont négligeables (en
comparant “Asymptotique” à SR+DR+SD). Cependant, les TR contribuent significativement
en co-polarisation. En général, les SD sont nécessaires pour les co-polarisations et polarisations
croisées si les autres contributions sont de faibles valeurs.

Sur la figure 4.36, les SER σθθ et σφθ issues du modèle asymptotique sont comparées à celles
obtenues avec la MLFMM en fonction de l’angle φs pour une configuration bistatique : θs = 60̊ ,
θi = 180− 60 = 120̊ , φi = 180 + 0 = 180̊ .

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
−80

−60

−40

−20

0  

20 
30

 S
E

R
 σ

θθ
 e

n 
dB

m
2

 

 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
−80

−60

−40

−20

0  

20 
30

φ
s
 en °

S
E

R
 σ

φθ
 e

n 
dB

m
2

 

 
MLFMM λ/5
SR+DR+TR+SD
SR+DR+SD
SR+SD
SD

Fig. 4.36 – Comparaison de la SER d’un quart d’octaèdre d’ordre 2 (avec L = 10λ0), évaluée à
l’aide du modèle asymptotique analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une confi-
guration bistatique : θs = 60̊ , θi = 180− 60 = 120̊ , φi = 180 + 0 = 180̊ . Les contributions SD,
SR+SD et SR+DR+SD sont également tracées.

On observe un bon accord entre le modèle proposé et la méthode de référence en co-
polarisation et en polarisation croisée. Néanmoins, autour de φs = 45̊ les différences augmentent.
En effet, on peut montrer que la surestimation des DR des deux trièdres retournés (ceux se situant
au milieu des deux réseaux de trièdre ; voir sur la figure 4.34) est à l’origine de ces différences
qui peuvent être dues à l’hypothèse de couplage en champ lointain entre les faces.

Les autres différences obtenues sur les figures 4.35 et 4.36 peuvent être dues aux contributions
manquantes dans le modèle tels que les diffraction/réflexion par exemple. Pour y remédier, une
solution consisterait à utiliser conjointement la MCE et l’OP, mais le calcul numérique d’une
triple intégrale serait nécessaire si le couplage est considéré en champ proche. C’est une procédure
coûteuse en temps de calcul. Une autre approche consisterait à utiliser la Théorie Géométrique de
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la Diffraction [34, 35] (voir paragraphe 1.4.2.1) au lieu de l’OG pour les premières réflexions des
DR et TR. Les interactions entre les faces seraient prises en compte comme avec l’OG, mais les
interactions entre les arêtes et les faces seraient également incluses au prix d’une “augmentation
raisonnable du temps de calcul” d’après Corona et al. [79]. Comme on l’a déjà évoqué, sous
l’approximation de l’OG l’onde réfléchie par une face lors des premières réflexions des DR et TR
est supposée plane. Cette approximation est nécessaire pour éviter le calcul numérique de quatre
intégrales imbriquées (calcul des DR) et de six intégrales imbriquées (calcul des TR) qui sont très
coûteuses en temps de calcul ; les six intégrales imbriquées ne sont d’ailleurs généralement pas
calculables sur un PC standard de bureau. Mais cette approximation peut altérer la précision des
résultats, notamment en polarisation croisée. Elle a été discutée en détail par Griesser et al. dans
l’étude de la SER d’un diédre [152]. Il peut être important de noter que pour des configurations
bistatiques, les effets d’ombrages sont plus courants, en conséquence les limitations de l’OG
peuvent être d’autant plus révélées.

4.3.3.2 Réflecteur de plus petite taille : L = 5λ0

On considère à présent un réflecteur de plus petite taille : l’arête interne des trièdres le
composant est L = 5λ0, le pas d’échantillonnage utilisé pour le maillage sous FEKO est de λ0/8.

Sur la figure 4.37, les SER σθθ et σφθ issues du modèle asymptotique sont comparées à
celles obtenues avec la MLFMM en fonction de l’angle θs avec φs = 30̊ pour une configuration
monostatique (θi = π − θs, φi = π + φs).
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Fig. 4.37 – Comparaison de la SER d’un quart d’octaèdre d’ordre 2 (avec L = 5λ0), évaluée à
l’aide du modèle asymptotique analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une confi-
guration monostatique : φs = 30̊ , θi = π − θs, φi = π + φs. Les contributions SD, SR+SD et
SR+DR+SD sont également tracées.

Ces résultats peuvent être comparés à ceux illustrés sur la figure 4.35 où L = 10λ0. Bien que
pour un petit réflecteur l’OP, l’OG et la MCE ne sont pas appropriées (l’étude n’est plus dans le
domaine des hautes fréquences), on observe un très bon accord en co-polarisation. Cependant, de
plus importantes différences (par rapport à la figure 4.35) sont observées en polarisation croisée.

Sur la figure 4.38, les SER σθθ et σφθ issues du modèle asymptotique sont comparées à celles
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obtenues avec la MLFMM en fonction de l’angle φs pour une configuration bistatique : θs = 60̊ ,
θi = 180− 60 = 120̊ , φi = 180 + 0 = 180̊ .
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Fig. 4.38 – Comparaison de la SER d’un quart d’octaèdre d’ordre 2 (avec L = 5λ0), évaluée à
l’aide du modèle asymptotique analytique, avec celle calculée par la MLFMM, pour une confi-
guration bistatique : θs = 60̊ , θi = 180− 60 = 120̊ , φi = 180 + 0 = 180̊ . Les contributions SD,
SR+SD et SR+DR+SD sont également tracées.

Ces résultats peuvent être comparés à ceux illustrés sur la figure 4.36 où L = 10λ0. Les
résultats sont globalement satisfaisants en co-polarisation. En polarisation croisée, le modèle
asymptotique proposé produit de bons résultats autour de la direction de rétrodiffusion (φs = 0̊ ).
On peut noter cependant que les différences en polarisation croisée sont plus importantes que
celles obtenues avec un plus grand réflecteur (voir figure 4.36).

Finalement, pour s’assurer de bons résultats en co-polarisation et polarisation croisée la
longueur de l’arête interne d’un trièdre doit être au moins de L = 10λ0. A noter que plus le
réflecteur est grand plus le modèle asymptotique devient intéréssant puisque les résultats sont
plus précis sans aucune augmentation du temps de calcul alors que les méthodes rigoureuses
deviennent plus difficilement applicables : temps de calcul très long et problèmes de stockage en
mémoire.

4.3.3.3 Comparaison du temps de calcul

Sur le tableau 4.1, les temps de calcul pour obtenir les quatre termes de la matrice de diffrac-
tion avec le modèle asymptotique et la MLFMM sont comparés pour les quatre configurations
étudiées dans ce paragraphe. Les calculs ont été réalisés sur un PC de processeur Intel Core 2 à
2.66 GHz et 3Go de RAM.

Comme attendu, le modèle proposé est bien plus rapide que la MLFMM puisqu’il produit des
résultats quasiment instantanément. Ce modèle est donc très intéressant pour des applications
temps-réel ou pour des phases de simulations requérant de très nombreux calculs qui de ce fait
se doivent d’être rapides.
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Tab. 4.1 – Comparaison des temps de calculs pour obtenir les quatre termes de la matrice de
diffraction, entre le modèle asymptotique proposé et la méthode de référence (MLFMM), pour
les résultats présentés dans cette section.

Asymptotique MLFMM
Figure 4.35 4.8 secondes 53 heures 10 minutes
Figure 4.36 3 secondes 33 minutes
Figure 4.37 3.6 secondes 10 heures 58 minutes
Figure 4.38 2.4 secondes 24 minutes

4.3.4 Propriétés intrinsèques des réflecteurs polyédriques

Après avoir étudié la validité du modèle asymptotique, il est à présent utilisé pour dégager
des propriétés intrinsèques des réflecteurs polyédriques.

4.3.4.1 Influence de la classe du réflecteur polyédrique

Dans un premier temps, l’étude concerne l’influence de la classe du réflecteur. Pour cela,
la SER de l’octaèdre (réflecteur octaédrique rigoureusement) d’ordre 1 et celle de l’icosaèdre
(réflecteur icosaédrique rigoureusement) d’ordre 1 sont comparées. Les deux réflecteurs sont
dimensionnés de telle sorte qu’ils soient tous deux inscrits dans une même sphère circonscrite de
rayon 0.4035 m. Ainsi, la longueur de l’arête interne des trièdres composant l’octaèdre d’ordre
1 est de L = 0.4035 m tandis que celle des trièdres composant l’icosaèdre d’ordre 1 est de
L = 0.3 m. De ce fait, les deux réflecteurs polyédriques occupent globalement le même espace.
La fréquence est de f = 10 GHz.

La SER monostatique σθθ de l’octaèdre d’ordre 1 et celle de l’icosaèdre d’ordre 1 sont calculées
pour θs ∈ [0̊ ; 180̊ ] et φs ∈ [0̊ ; 360̊ ]. L’étude est ainsi menée sur 4π stéradians. La SER de
l’octaèdre d’ordre 1 est illustrée sur la figure 4.39, celle de l’icosaèdre d’ordre 1 est tracée sur la
figure 4.40.
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Fig. 4.39 – SER monostatique σθθ de l’octaèdre d’ordre 1 (L = 0.4035 m et f = 10 GHz).
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Fig. 4.40 – SER monostatique σθθ de l’icosaèdre d’ordre 1 (L = 0.4035 m et f = 10 GHz).

A partir des figures 4.39 et 4.40, on peut remarquer que l’octaèdre est plus directif que
l’icosaèdre. Sur la figure 4.39, on remarque très distinctement la réponse de chaque trièdre com-
posant l’octaèdre ; chaque trièdre interférant peu avec les trièdres adjacents. En effet, l’angle
solide créé par les faces d’un trièdre (π/2 stéradians) et ceux des trièdres adjacents ne se su-
perposent pas. Ainsi, des valeurs de SER élevées sont obtenues pour chaque trièdre autour des
directions privilégiées obtenues en considérant le trièdre seul (spéculaires des SR, spéculaires
des DR, lobes des TR). Il en est tout autre pour l’icosaèdre : la réponse de chaque trièdre est
difficilement identifiable. En effet, les angles solides des 20 trièdres (valant tous π/2 stéradians)
vont se superposer, impliquant de fortes interférences. De ce fait, l’énergie est répartie sur les 4π
stéradians, et la dynamique de la SER de l’icosaèdre est plus faible que celle de l’octaèdre. Afin
d’illustrer ce phénomène, la fonction de répartition des SER est calculée. Pour cela, le nombre
de valeurs de SER comprises entre deux niveaux donnés de SER est calculé, on obtient ainsi un
histogramme. Pour un seuil donné, compris entre les valeurs minimum (min(SER)) et maximum
(max(SER)) de la SER, la fonction de répartition est obtenue en intégrant l’histogramme entre
la valeur min(SER) et le seuil puis en normalisant (la valeur finale (pour max(SER)) est de
ce fait égale à un). Autrement dit, la valeur de la fonction de répartition est la proportion de
valeurs de la SER qui est strictement inférieure à une valeur σ donnée.

Les fonctions de répartition de la SER σθθ de l’octaèdre d’ordre 1 et de l’icosaèdre d’ordre
1 sont respectivement calculées à partir des résultats données sur les figures 4.39 et 4.40. Ces
deux fonctions de répartition sont comparées sur la figure 4.41, et la fonction de répartition de
la SER de la sphère de rayon 0.4035 m est également tracée.

Comme attendu, la dynamique de la SER de l’octaèdre est plus grande que celle de l’icosaèdre.
Pour la sphère, la SER monostatique vaut πa2 ∀ θs, φs, où a est le rayon de la sphère. Alors
la fonction de répartition de la sphère est un échelon qui se traduit par une ligne verticale
positionnée à σ = 10 log10(πa2) sur la figure 4.41. La pente des fonctions de répartition autour
de la valeur moyenne (à 50% sur la figure 4.41) est liée à la dispersion des valeurs autour de la
valeur moyenne : l’écart-type. Physiquement cette dispersion corrrespond à la directivité. De ce
fait et d’après la figure 4.41, la signature de l’octaèdre est plus anisotrope (dépendance forte en
fonction des directions) que l’icosaèdre ; ce dernier est donc moins directif. Avec un réflecteur
polyédrique de classe supérieure, par exemple avec le réflecteur pentadodécaèdrique (obtenu par
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Fig. 4.41 – Fonction de répartition de la SER σθθ pour les réflecteurs octaédriques et icosa-
édriques d’ordre 1 et de la sphère de rayon 0.4035 m. Les SER étant calculées sur 4π stéradians.

facettage du pentadodécaèdre, également nommé dodécaèdre pentakis, qui est de classe 60), la
forme du réflecteur approximera d’autant plus la forme de la sphère tout en préservant l’effet
trièdre (effet des SR, DR et TR principalement). Le réflecteur tendrait alors vers un caractère
proche de l’isotropie.
Finalement, la classe du réflecteur polyédrique influe sur la directivité du réflecteur.

4.3.4.2 Influence de l’ordre du réflecteur polyédrique

L’étude concerne maintenant l’influence de l’ordre du réflecteur. Pour cela, la SER monosta-
tique sur 4π stéradians des octaèdres (réflecteurs octaédriques rigoureusement) d’ordre 1, 2 et
4 et celle des icosaèdres (réflecteurs icosaédriques rigoureusement) d’ordre 1, 2 et 4 sont calcu-
lées. Les réflecteurs sont dimensionnés de telle sorte qu’ils soient tous inscrits dans une même
sphère circonscrite de rayon 1.614 m. Ainsi, la longueur de l’arête interne des trièdres composant
l’icosaèdre d’ordre 4 est de L = 0.3 m. La fréquence est de f = 10 GHz.

La différence des SER en co-polarisation et polarisation croisée exprimées en dB :
σθθ(dBm2)− σφθ(dBm2) (soit le rapport en dB des SER exprimées en linéaire (σθθ/σφθ) (dB)),
est calculée pour chaque réflecteur. Les fonctions de répartition de ce rapport pour les octaèdres
d’ordre 1, 2 et 4 sont comparées sur la figure 4.42(a) et les fonctions de répartition de ce rapport
pour les icosaèdres d’ordre 1, 2 et 4 sont comparées sur la figure 4.42(b).

On remarque sur ces deux figures que lorsque l’ordre augmente les courbes sont translatées
vers la gauche, indiquant que σθθ(dBm2)−σφθ(dBm2) diminue que ce soit pour les octaèdres que
pour les icosaèdres. Ceci implique que, pour une classe donnée, le réflecteur polyédrique d’ordre
4 est plus dépolarisant que ceux d’ordre 1 et 2, puisque la différence entre la co-polarisation
et la polarisation croisée diminue quand l’ordre augmente. A titre d’exemple, pour l’icosaèdre
d’ordre 4, 50% des valeurs de σθθ(dBm2) − σφθ(dBm2) sont inférieures à 10 dB. Ainsi, la SER
en co-polarisation est au maximum 10 dB supérieure à la SER en polarisation croisée pour 50%
des configurations monostatiques sur les 4π stéradians étudiés. Bien que le modèle ne propose
pas une précision fine du calcul de la SER, la polarisation croisée est sous-estimée par le modèle
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Fig. 4.42 – Fonction de répartition de la différence σθθ(dBm2)− σφθ(dBm2) pour les réflecteurs
octaédriques et icosaédriques d’ordre 1, 2 et 4. Les SER étant calculées sur 4π stéradians.

asymptotique quand des différences existent avec la MLFMM dans la très grande majorité des
cas étudiés. L’effet dépolarisant pourrait donc en réalité être plus important qu’il n’est prédit
dans ce paragraphe. Finalement il peut être intéressant de noter que l’effet de dépolarisation
obtenu en augmentant l’ordre du réflecteur est différent de celui décrit dans [89, 185, 186].

Il peut s’avérer intéressant de savoir si ce phénomène correspond à des directions d’obser-
vation réparties uniformément sur les 4π stéradians (auquel cas il sera difficile de profiter de
cet effet) ou s’il concerne des zones angulaires assez larges. Pour y répondre les figures 4.43
et 4.44 illustrent les valeurs du terme σθθ(dBm2) − σφθ(dBm2) pour le cas monostatique avec
θs ∈ [0̊ ; 90̊ ] et φs ∈ [0̊ ; 90̊ ] pour un réflecteur octaédrique d’ordre 4 dont la longueur d’une
arête interne de trièdre est L = 0.3 m. La fréquence est de f = 10 GHz. Sur la figure 4.43 une
dynamique de 20dB est considérée et le maximum est fixé à 0 dB ce qui laisse apparâıtre les
zones angulaires où le terme σθθ(dBm2)− σφθ(dBm2) est négatif : quand la polarisation croisée
est plus élevée que la co-polarisation.
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Fig. 4.43 – σθθ(dBm2)−σφθ(dBm2) pour le réflecteur octaédrique d’ordre 4. L = 0.3 m et f = 10
GHz. Dynamique de 20 dB.
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Sur la figure 4.44 une dynamique de 50dB avec un maximum de 30 dB.
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Fig. 4.44 – σθθ(dBm2)−σφθ(dBm2) pour le réflecteur octaédrique d’ordre 4. L = 0.3 m et f = 10
GHz. Dynamique de 50 dB.

On remarque sur ces deux figures que l’effet de dépolarisation, induit par l’augmentation
de l’ordre du réflecteur, est obtenu pour des secteurs angulaires suffisamment large pour être
exploité. D’autres simulations, non présentées dans ce manuscrit, ont montré des résultats simi-
laires en considérant le réflecteur icosaédrique d’ordre 4 ou même un réseau de trièdre d’ordre
2 (illustré sur la figure 4.1). De telles structures pourraient être employées afin de modifier la
signature d’un diffuseur. Une application militaire possible serait de disposer ces structures à
des endroits clés d’un navire en les orientant de sorte qu’une forte dépolarisation soit obtenue
en réponse à une onde excitatrice provenant d’une menace.

Finalement, on peut conclure que l’ordre du réflecteur polyédrique influe sur l’effet de dépo-
larisation créé par le réflecteur.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, un modèle asymptotique analytique pour le calcul de la diffraction par un
réflecteur polyédrique en espace libre a été présenté. Il repose sur le calcul asymptotique de la
signature bistatique d’un trièdre en utilisant conjointement l’OG, l’OP et la MCE tout en tenant
compte des effets d’ombrage en observation et en excitation.

Les comparaisons des résultats issus de ce modèle avec une méthode de référence, la MLFMM,
ont montré tout l’intérêt d’une telle modélisation : bien qu’en polarisation croisée seul le profil de
la SER est retrouvé, les résultats en co-polarisation sont très satisfaisants aussi bien en configu-
rations monostatiques que bistatiques. Les temps de calcul sont de l’ordre de la seconde alors que
la méthode rigoureuse rapide nécessite de nombreuses heures de calcul pour des configurations
monostatiques, si le calcul est réalisable. En effet dans le domaine des hautes fréquences, dû
au nombre élevé d’inconnues, les réflecteurs pouvant être étudiés avec une méthode rigoureuse
sur un PC de bureau ne sont que d’ordre 1 et de classe 8 au maximum. Quant à lui, le modèle
asymptotique peut être appliqué, sans aucun problème de stockage mémoire, quels que soient la
taille, l’ordre et la classe du réflecteur polyédrique sans augmenter le temps de calcul. A noter
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que plus les réflecteurs sont de grande taille et plus l’OG, l’OP et la MCE sont pertinentes : le
modèle devient encore plus précis.

A l’aide de ce modèle, des propriétés intrinsèques des réflecteurs ont été dégagées. Nous
avons ainsi montré deux propriétés intéressantes. La première est que plus la classe du réflecteur
polyédrique augmente et moins celui-ci est directif. La seconde étant que plus l’ordre du réflecteur
polyédrique augmente et plus l’effet de dépolarisation en monostatique est important.

Ce travail a fait l’objet de deux publications en revue [187, 188], de trois publications en
conférence internationale [189, 190, 191] ainsi que d’une publication en conférence nationale
[192].
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Cette thèse a été dévolue à l’étude de la diffusion par un réflecteur polyédrique situé
au-dessus d’une surface de mer. Ce réflecteur, assimilable à une croix dans une scène bidimen-
sionnelle, favorise le retour de l’onde incidente et dispose ainsi d’un fort pouvoir réflecteur.
Cependant, lorsqu’il est placé en environnement marin, les couplages avec la surface de mer
peuvent altérer fortement l’écho obtenu lorsque celui-ci est considéré en espace libre. Le principal
objectif de ce manuscrit a été d’étudier rigoureusement ces phénomènes de couplage pour
une scène bidimensionnelle et de proposer des méthodes “exactes” et rapides pour résoudre ce
problème. Ces méthodes servent alors de référence pour tester la validité d’une méthode hybride
également proposée. Un modèle asymptotique analytique de la diffraction par le réflecteur en
espace libre a été détaillé et étendu au cas tridimensionnel, donnant des résultats temps-réel
très satisfaisants.

Dans un premier temps, les notions et moyens nécessaires pour modéliser la diffusion par
un réflecteur polyédrique au-dessus d’une surface de mer ont été exposés. Un large éventail de
méthodes de résolution du problème de la diffusion a été présenté, orientant ainsi notre choix
sur les méthodes à utiliser. Enfin, une analyse de la scène est venue clore ce premier chapitre. La
classe et l’ordre d’un réflecteur polyédrique ont été définis, la description des surfaces rugueuses
aléatoires ainsi qu’une méthode permettant de générer un profil rugueux ont été présentés.

A partir de l’analyse réalisée au chapitre 1, nous nous sommes intéressés à la modélisation
de la diffusion par un diffuseur placé en espace libre dans une scène bidimensionnelle (cas 2D).
La Méthode des Moments a été appliquée sur une surface rugueuse monodimensionnelle (scène
2D) en espace libre. Afin d’obtenir un modèle rigoureux de complexité plus faible, les méthodes
“Forward-Backward” (FB) et “Forward-Backward with Spectal Acceleration” (FB-SA) ont été
étudiées, exposées et appliquées. Les résultats issus des méthodes FB et FB-SA ont été comparés
à ceux obtenus à partir de la MdM (inversion directe par décomposition LU) pour différents types
de surfaces rugueuses (gaussienne, surface de mer, PC, TC, diélectrique...). Plusieurs conclusions
ont été tirées pour le cas d’une surface gaussienne :

– la méthode FB, de complexité de O(N2), converge très efficacement vers la MdM à condi-
tion de bien dimensionner l’ordre PFB intervenant dans la procédure itérative,

– la norme de la matrice caractéristique de la procédure itérative de la FB,
∥∥M̄FB

∥∥, est
un critère pertinent et indépendant des angles d’incidence et de diffusion, pour étudier la
validité de la méthode FB,

– la FB-SA, de complexité de O(N), converge vers la FB en choisissant pour distance des
interactions fortes : xd0 = 3Lc,

– pour une surface diélectrique, le résultat de la FB-SA tend vers le résultat de la FB mais ne
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l’égale pas ; un nouveau contour d’intégration adapté à ce type de surface devrait résoudre
ce problème.

Plusieurs conclusions ont également été dressées pour le cas d’une surface de mer TC :
– la convergence de la méthode FB est faiblement sensible à l’angle d’incidence, à l’écart

type des hauteurs ainsi qu’à la fréquence,
– la convergence est plus rapide en TM qu’en TE,
– la FB-SA converge vers la FB en choisissant pour distance des interactions fortes : xd0 =
αLc avec α ≥ 0.02, où Lc = (0.154u2.04

10 ) est la longueur de corrélation spatiale de la
rugosité de grande échelle.

A titre d’exemple, pour f = 3 GHz (λ = 0.1 m) et u10 = 5 m/s, la distance des interactions
fortes peut être xd0 = 0.2 m seulement, ce qui correspond à seulement Ns = 20 échantillons
concernés par les interactions fortes (avec un pas d’échantillonnage ∆x = λ/10). Nous avons
ainsi montré que la FB-SA est une méthode particulièrement bien adaptée pour des applications
maritimes.

La deuxième partie de ce chapitre a concerné la modélisation de la diffraction par une croix
en espace libre. L’application de la MdM sur l’objet a été validée en considérant en premier lieu
un cylindre circulaire dont la solution analytique est connue. Fort de ces résultats, la MdM a
pu être appliquée au cas de la croix. Un modèle asymptotique analytique, basé sur l’Optique
Physique (OP) et l’Optique Géométrique (OG), a été proposé pour évaluer la SER d’une croix
en espace libre et des comparaisons avec la méthode de référence (la MdM) ont montré des
résultats encourageants. Une étude menée sur la diffraction en configuration de fort bistatisme
a montré la pertinence d’appliquer le principe de Huygens pour tenir compte du phénomène
de “forward scattering”. Dans le cas du dièdre, nous avons alors montré la nécessité d’évaluer
les ombrages en observation pour tenir compte de ce phénomène dans le calcul des Simples
Réflexions (SR) et Doubles Réflexions (DR).

Dans le chapitre 3, le calcul de la diffusion par une scène 2D constituée d’un objet au-dessus
d’une surface rugueuse a été considéré. Les phénomènes de couplage ont tout d’abord été mis en
exergue en étudiant les équations intégrales de la scène. En utilisant l’étude menée au chapitre
2, la MdM a été appliquée pour servir de méthode de référence.
Afin d’envisager l’accélération du calcul et améliorer le stockage mémoire, la méthode PILE
développée dans la thèse de N. Déchamps [1] a été utilisée. Dans un premier temps elle a
été appliquée pour un objet situé sous une surface rugueuse. Cette étude a fait l’objet d’une
publication en revue [134] et d’une publication en conférence internationale [169]. Nous avons
ensuite proposé l’extension de la méthode PILE pour le cas plus général où les deux diffuseurs
sont situés dans le milieu incident. Cette méthode numérique rigoureuse, qui exploite la
décomposition par bloc de la matrice impédance, admet une interprétation physique simple.
A l’aide de cette décomposition par bloc, la FB-SA a ensuite été appliquée pour le calcul des
interactions locales sur la surface rugueuse. Des comparaisons avec la MdM ont démontré la
convergence et la validité de la méthode PILE+FB-SA qui peut maintenant servir de méthode
de référence. Une conclusion importante de cette étude est que le paramétrage des méthodes
FB et FB-SA intégrées dans la méthode PILE ne dépend que du problème “surface seule”.
La méthode PILE+FB-SA est très intéressante en terme de complexité. En effet si la surface
rugueuse est très grande et si l’objet est de petite taille alors N2 >> N1 et la complexité de la
méthode est de [(2Q+ 1)PFB (PPILE + 1)O(N2)]. Le stockage mémoire est également nettement
amélioré puisque si N2 >> Ns alors le nombre d’éléments à stocker n’est que N2Ns pour la
sous-matrice liée à la surface rugueuse. Ce travail a fait l’objet d’une publication en revue [137]
et d’une publication en conférence internationale [170].
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La méthode FB-SA a ensuite été appliquée pour un grand nombre de réalisations afin de dégager
des comportements physiques de la scène. Afin d’accélérer le calcul et de diminuer encore la
complexité de la méthode, une hybridation de la PILE+FB-SA a été proposée en appliquant
l’OP sur la croix. Les contributions des SR des dièdres sont évaluées par l’OP tandis qu’une
itération de l’OP est nécessaire pour les DR. Des comparaisons avec la MdM ont montré la
pertinence d’une telle méthode via des résultats satisfaisants pour le cas d’une scène maritime
dans le domaine micro-ondes. D’autant plus avantageuse que le nombre d’inconnues sur la
croix est grand, cette méthode hybride a permis d’obtenir de très bons résultats notamment
dans la direction de rétro-diffusion, en considérant un grand nombre de réalisations. De plus,
si le nombre d’inconnues sur la croix devient trop important (environ 2500 inconnues sur un
PC standard de bureau possédant 2Go de RAM par exemple) alors l’inversion directe par
décomposition LU (pour les interactions locales sur l’objet) ne peut être réalisée. par contre, la
méthode PILE+FB-SA+OP peut être utilisée.

Finalement, dans le chapitre 4, nous avons détaillé la modélisation de la diffraction par
un réflecteur polyédrique (scène 3D) en espace libre. Le modèle asymptotique analytique
proposé repose sur le calcul asymptotique de la signature bistatique d’un trièdre en utilisant
conjointement l’OG, l’OP et la MCE tout en tenant compte des effets d’ombrage en observation
et en excitation. Après avoir modélisé les simples, doubles et triples réflexions et les simples
diffractions d’arêtes, des comparaisons avec une méthode de référence, la “Multi-Level Fast
Multipole Method”, ont permis de tester la validité de la méthode.
Cette étude a montré tout l’intérêt d’une telle modélisation : bien qu’en polarisation croisée
seul le profil de la SER est retrouvé, les résultats en co-polarisation sont très satisfaisants tant
pour des configurations monostatiques que bistatiques. Les temps de calcul sont de l’ordre de la
seconde alors que la méthode rigoureuse rapide nécessite de nombreuses heures de calcul pour
des configurations monostatiques. De plus, le modèle asymptotique est applicable quelle que
soit la taille du réflecteur, sans aucun problème de stockage mémoire. Alors que ce n’est bien
entendu pas le cas pour les méthodes numériques. A noter justement que plus les réflecteurs
sont de grande taille et plus l’utilisation de l’OG, de l’OP et de la MCE est pertinente : le
modèle devenant alors plus précis. Ce travail a fait l’objet d’une publication en revue [187],
d’une publication en conférence internationale [189] ainsi que d’une publication en conférence
nationale [192].
Ce modèle asymptotique a été appliqué à différents réflecteurs polyédriques et une étude a
ensuite été menée pour dégager des propriétés intrinsèques de ces obstacles particuliers. On a
ainsi montré que la classe et l’ordre du réflecteur polyédrique ont une influence directe sur la
signature de l’obstacle en terme de directivité et de comportement dépolarisant. Cette étude a
fait l’objet d’une publication en revue [188] et de deux publications en conférence internationale
[190, 191].
En conclusion, ce travail de thèse a conduit à quatre publications en revue [134, 137, 187, 188],
cinq publications en conférence internationale [169, 170, 189, 190, 191] ainsi qu’une publication
en conférence nationale [192].

Une des perspectives envisagées est d’obtenir un modèle asymptotique global de la diffusion
par une croix au-dessus d’une surface rugueuse en conjuguant d’une part un modèle de résolution
sur la croix et un modèle de la diffusion par la surface rugueuse d’autre part. Dans un premier
temps, l’étude pourrait être menée pour une scène bidimensionnelle afin de tester sa validité
avec les méthodes numériques de référence développées durant cette thèse. L’extension au cas
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3D pourrait ensuite être envisagée si les résultats sont concluants.
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Fig. 4.45 – Géométrie du problème et illustration des différentes étapes de calcul de la méthode
PILE.

La figure 4.45 rappelle la géométrie du problème ainsi que les divers calculs nécessaires à la
méthode PILE : les interactions locales sur chaque surface et les couplages.

Dans la méthode hybride proposée dans ce manuscrit, seules les interactions locales sur l’objet
ont été évaluées asymptotiquement. Il conviendrait donc de faire de même pour les interactions
locales sur la surface rugueuse. Pour cela, l’Optique Physique pourrait être utilisée en tenant
compte des ombrages ainsi que des multiples réflexions [164, 93, 165, 166]. Cependant cette
méthode asymptotique qui pourrait être nommée PILE+OP (OP sur l’objet et OP pour la
surface rugueuse) serait très difficile à appliquer au cas 3D pour les interactions locales sur
l’obstacle. Pour une scène tridimensionnelle, le calcul des interactions locales sur l’objet ne peut
pas être réalisé par des itérations de l’OP comme cela a été proposé dans la méthode hybride
(pour le cas 2D). En effet, dans le cas d’un réflecteur polyédrique, les couplages rigoureux
lors des doubles réflexions nécessitent le calcul numérique de quatre intégrales imbriquées. Et
six intégrales imbriquées seraient nécessaires pour le calcul des triples réflexions. Il est donc
indispensable d’ajouter des hypothèses simplificatrices pour les interactions locales sur l’objet.

La résolution asymptotique analytique de la diffraction par une croix en espace libre proposée
au paragraphe 2.2.4 de ce manuscrit semble la plus pertinente pour cela et produit des résultats
encourageants. Cette méthode applique l’OP pour les SR et l’OG combinée à l’OP pour les DR.
L’utilisation de l’OG lors de la première réflexion des DR permet de s’affranchir de la complexité
du couplage en champ proche des faces du dièdre mais le calcul de la direction de la réflexion
spéculaire est nécessaire. Ce calcul n’a de sens que si l’onde excitatrice est considérée plane. Or
le champ provenant de la surface inférieure ne peut pas être considéré comme une onde plane
au niveau de la croix. Il conviendrait alors de décomposer ce champ en une somme d’onde plane
(en utilisant la représentation de Weyl de la fonction de Green), d’utiliser ensuite le modèle
analytique sur la croix pour chaque onde plane et d’évaluer ainsi la réponse de la croix par
sommation des champs diffractés. Une alternative pour la décomposition en onde plane serait
d’appliquer la méthode du Spectre angulaire d’Ondes Planes (PWS pour Plane Wave Spectrum
en anglais) par le biais d’une transformée de Fourier [193, 194].

Le modèle asymptotique basé sur l’OP combinée à l’OG/OP (paragraphe 2.2.4) est évalué
analytiquement en considérant le récepteur placé en champ lointain. Mais le champ diffracté par
la croix ne peut pas être considéré comme une onde plane au niveau de la surface rugueuse.
Le rayonnement par l’OP (pour les SR et pour la deuxième réflexion des DR) vers la surface
rugueuse doit être évalué rigoureusement en zone de champ proche tout comme cela est réalisé
dans le modèle hybride proposé au chapitre 3. Dans le cas 3D cela revient à calculer numérique-
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ment une intégrale surfacique (deux intégrales imbriquées) par plaque du réflecteur participant à
la diffraction (non ombrée). Bien que le calcul ne puisse pas être temps-réel, il n’en demeurerait
pas moins réalisable et calculable sur un PC standard de bureau. En effet, utiliser l’OG lors des
couplages entre les plaques de l’objet permet de s’affranchir des calculs d’intégrales surfaciques
supplémentaires. Le modèle asymptotique basé sur l’OG et l’OP, développé pour le dièdre pour
le cas 2D, semble donc très intéressant.
Quant à la surface rugueuse, d’autres modèles asymptotiques analytiques existants s’avèrent très
intéressants (voir paragraphe 1.4.3). On peut citer par exemple la SSA (Small Slope Approxi-
mation) [70, 71, 72, 73] ou bien la WCA (Weighted Curvature Approximation) [167, 73, 168],
valides pour des angles d’incidence modérés.
A l’aide des modèles numériques rapides ou du modèle hybride développés au cours de cette
thèse, la validité du modèle asymptotique analytique obtenu pourrait être testée pour diverses
configurations pouvant même impliquer un très grand nombre d’inconnues.

Si ce modèle asymptotique pour une scène 2D est validé après différentes étapes de test,
son extension à une scène tridimensionnelle nécessitera l’emploi du modèle de la diffraction par
un réflecteur polyédrique, détaillé dans ce manuscrit. De ce fait, il sera également intéressant
d’améliorer le calcul en ajoutant d’autres contributions, notamment le calcul en zone de“forward
scattering” (configuration de fort bistatisme). Pour cela, l’étude menée dans ce manuscrit sur
le dièdre 2D pourra être étendue au cas 3D en considérant le rayonnement par le principe de
Huygens ou par le principe de Babinet. L’emploi de la Théorie Géométrique de la Diffraction
au lieu de l’OG lors des premières réflexions des DR et TR pourrait également améliorer la
précision des résultats notamment en polarisation croisée. En effet, les phénomènes de diffrac-
tions/réflexions seraient ainsi inclus dans le modèle. Cela suppose, entre autres, de revoir les
projections géométriques réalisées dans les calculs, puisque les rayons réfléchis par une arête
forment un cône (le cône de Keller [35]) comme l’ont fait Corona et al. [79]. Mais il faudrait
également tenir compte en plus des ombrages (afin que le modèle soit valide pour tout angle
d’excitation et d’observation).

Dans un souci d’être le plus fidèle à la réalité, d’autres phénomènes pourraient être inclus
dans les modèles tels que des déformations des réflecteurs. Ainsi, on pourra considérer des tri-
èdres dont les plaques sont non mutuellement orthogonales ou dont les arêtes externes sont
courbées (elles étaient supposées rectilignes jusqu’à présent). Dans les deux cas, cela oblige à
revoir complètement les projections géométriques lors de la prise en compte des ombrages, et
lors des calculs des différentes contributions. Enfin, le phénomène de conduit d’évaporation (va-
riation de l’indice de réfraction suivant la direction verticale au-dessus de la mer) engendré par
un gradient de température entre l’air et la surface de l’eau pourra également faire l’objet d’une
étude afin de l’inclure dans les modèles. Une première modélisation consisterait à utiliser la
méthode de l’Equation Parabolique [194].
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Annexe A

Représentation intégrale des champs
en 3D

Utilisons la relation (1.16)∫∫∫
V

[Q · (∇ ∧∇ ∧ P )− P · (∇ ∧∇ ∧ Q)] dv =
∫∫

S
[P ∧ (∇ ∧ Q)−Q ∧ (∇ ∧ P )] · n̂ ds ,

(A.1)
et posons P = E(r) et Q = g(r, r′)û où û est un vecteur unitaire constant et de direction
arbitraire [9, 10, 11, 2] et g(r, r′) est la fonction de Green définie par l’équation (1.15). r et r′

sont des vecteurs positions, respectivement point source et point d’observation, tous deux placés
dans le volume V0. Sachant que le champ E(r) vérifie l’équation de propagation (1.7) et avec
quelques relations vectorielles, les éléments de l’équation (A.1) peuvent être calculés séparément :

∇ ∧∇ ∧ P = k2E(r) + iωµJ(r), (A.2)
∇ ∧∇ ∧ Q = k2g(r, r′)û + ∇

(
û ·∇g(r, r′)

)
+ δ(r − r′)û, (A.3)

∇ ∧Q = ∇g(r, r′) ∧ û. (A.4)

En remplaçant dans l’équation (A.1), le terme de gauche s’écrit alors∫∫∫
V0

{
g(r, r′)û ·

(
k2E(r) + iωµJ(r)

)
−E(r) ·

[
k2g(r, r′)û + δ(r − r′)û + ∇

(
û ·∇g(r, r′)

)]}
dv . (A.5)

Le dernier terme de cette expression peut être simplifié. En effet A ·∇B = ∇ · (BA)−B∇ ·A,
soit :

E(r) ·∇
(
û ·∇g(r, r′)

)
= ∇ ·

[(
û ·∇g(r, r′)

)
E(r)

]
−
(
û ·∇g(r, r′)

)
(∇ ·E(r)) , (A.6)

et en tenant compte qu’il y a absence de charges et que par conséquent ∇ ·E = 0 :

E(r) ·∇
(
û ·∇g(r, r′)

)
= ∇ ·

[(
û ·∇g(r, r′)

)
E(r)

]
. (A.7)

Utilisons le théorème d’Ostrogradski [9], qui stipule que le flux d’un vecteur à travers une surface
fermée est égal à l’intégrale de la divergence de ce vecteur sur le volume délimité par cette surface :∫∫∫

V0

∇ ·
[(

û ·∇g(r, r′)
)
E(r)

]
dv =

∫∫
S0

(
û ·∇g(r, r′)

)
(n̂0 ·E(r)) ds . (A.8)
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Le terme de gauche de l’équation (A.1) peut donc s’écrire :∫∫∫
V0

û ·
(
iωµg(r, r′)J(r)− δ(r − r′)E(r)

)
dv −

∫∫
S0

(
û ·∇g(r, r′)

)
(n̂0 ·E(r)) ds . (A.9)

En considérant l’équation (A.4), le terme de droite de l’équation (A.1) s’écrit quant à lui∫∫
S0

[
E(r) ∧

(
∇g(r, r′) ∧ û

)
− g(r, r′)û ∧ (∇ ∧E(r))

]
· n̂0 ds , (A.10)

et en utilisant les égalités du double produit vectoriel on obtient∫∫
S0

[
(E(r) · û) ∇g(r, r′)−

(
E(r) ·∇g(r, r′)

)
û−

(
g(r, r′)û · E(r)

)
∇

+(g(r, r′)û ·∇) E(r)] · n̂0 ds ,
(A.11)

qui peut également s’écrire∫∫
S0

(E(r) · û)
(
∇g(r, r′) · n̂0

)
−
(
E(r) ·∇g(r, r′)

)
(û · n̂0)

− (g(r, r′)û · E(r)) (∇ · n̂0) + (g(r, r′)û ·∇) (E(r) · n̂0) ds .
(A.12)

Une factorisation par û est ensuite réalisée, et le terme (A.12) peut être s’écrire∫∫
S0

[(
n̂0 ·∇g(r, r′)

)
E(r)−

(
E(r) ·∇g(r, r′)

)
n̂0 + g(r, r′) (n̂0 ·E(r))∇

−g(r, r′) (n̂0 ·∇) E(r)] · û ds ,
(A.13)

et on reconnait dans ce terme deux égalités du double produit vectoriel, on obtient donc∫∫
S0

[
(n̂0 ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + g(r, r′)n̂0 ∧ (∇ ∧E(r))

]
· û ds , (A.14)

et en utilisant les équations (1.1b) et (1.2b), le terme de droite de l’équation (A.1) se simplifie
finalement en ∫∫

S0

û ·
[
g(r, r′)iωµ (n̂0 ∧H(r)) + (n̂0 ∧E(r)) ∧∇g(r, r′)

]
ds . (A.15)

A partir des équations (A.9) et (A.15), l’équation (A.1) s’écrit∫∫∫
V0

û ·
(
iωµg(r, r′)J(r)− δ(r − r′)E(r)

)
dv =

+
∫∫

S0

û ·
[
g(r, r′)iωµ(n̂0 ∧H(r)) + (n̂0 ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + (n̂0 ·E(r))∇g(r, r′)

]
ds .

(A.16)

Comme la surface S0 est la réunion de S et S∞, nous pouvons décomposer l’intégrale sur S0 en
deux intégrales de surface en tenant compte du sens des normales (d’après le théorème de Green,
les normales doivent être tournées vers l’extérieur de V0). L’équation (A.16) devient alors :∫∫∫

V0

û ·
(
iωµg(r, r′)J(r)− δ(r − r′)E(r)

)
dv =

+
∫∫

S∞

û ·
(
g(r, r′)iωµ(n̂∞ ∧H(r)) + (n̂∞ ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + (n̂∞ ·E(r))∇g(r, r′)

)
ds

−
∫∫

S
û ·
(
g(r, r′)iωµ(n̂ ∧H(r)) + (n̂ ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + (n̂ ·E(r))∇g(r, r′)

)
ds .

(A.17)
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Le vecteur û peut être supprimé de l’équation puisqu’il est constant et arbitraire. L’intégrale sur
la surface S∞ est nulle du fait de la condition de rayonnement à l’infini. La fonction de Dirac
contribuera seulement si le point d’observation, défini par le vecteur position r′, se situe dans la
région 0 et nous obtenons{

E(r′) si r′ ∈ V0

0 si r′ ∈ V1
=
∫∫∫

V0

iωµg(r, r′)J(r) dv

+
∫∫

S

(
g(r, r′)iωµ(n̂ ∧H(r)) + (n̂ ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + (n̂ ·E(r))∇g(r, r′)

)
ds .

(A.18)

La première intégrale dans le terme de droite de l’équation est le champ généré par la source de
courant propagé au point r′ et correspond au champ incident Ei(r′). L’équation suivante est
finalement obtenue :{

E(r′) si r′ ∈ V0

0 si r′ ∈ V = Ei(r′)

+
∫∫

S

(
g(r, r′)iωµ(n̂ ∧H(r)) + (n̂ ∧E(r)) ∧∇g(r, r′) + (n̂ ·E(r))∇g(r, r′)

)
ds .

(A.19)

Dans le cas d’un objet diélectrique, une deuxième équation intégrale est nécessaire. Celle-ci
est obtenue en appliquant le même raisonnement dans le même volume V (les vecteurs r′ et r
sont positionnés dans le volume V ) et on obtient finalement{

E(r′) si r′ ∈ V
0 sinon

=

−
∫∫

S

(
g1(r, r′)iωµ1(n̂ ∧H(r)) + (n̂ ∧E(r)) ∧∇g1(r, r′) + (n̂ ·E(r))∇g1(r, r′)

)
ds ,

(A.20)

où le signe − vient du fait que la normale à la surface du volume V (n̂) est dirigée vers le volume
V0. g1(r, r′) et µ1 sont respectivement la fonction de Green et la perméabilité dans le milieu Ω1.
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Annexe B

Calcul de l’intégration de l’OP
numérique dans la méthode PILE
étendue - cas TE

L’intégration de l’OP dans la méthode PILE étendue en polarisation TE nécessite d’appliquer
l’opérateur ∂•

∂n1
sur les fonctions de propagation des champs vers la croix. Ces champs, qui

excitent l’objet, sont le champ incident, le champ total surfacique ψ2 et sa dérivée normale ∂ψ2

∂n2

et le champ sur une autre face de la croix lors des doubles réflexions. On rappelle que la dérivée
normale d’une fonction est définie par :

∂f

∂n1
= n̂1 ·∇r1f = n̂1 ·

 ∂f

∂x1
∂f

∂z1

 =
v√

1 + γ2
1

(
−γ1

∂f

∂x1
+
∂f

∂z1

)
, (B.1)

puisque

n̂1 =
v√

1 + γ2
1

[
−γ1

1

]
, (B.2)

où v tient compte de l’orientation de la normale. Il s’agit maintenant d’appliquer cet opérateur
sur les différents champs.

B.1 Calcul sur le champ incident

Le champ incident sur l’objet dans le cas TE est obtenu en appliquant l’opérateur ∂•
∂n1

sur
le champ incident sur l’objet obtenu dans le cas TM :

b′′1(x1, z1) =
∂b′1(x1, z1)

∂n1
, (B.3)

avec

b′1(x1, z1) =
{
ψi(x1, z1) sur Si
0 sur Sombre

, (B.4)
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où Si est la surface de la croix directement excitée par le champ incident et Sombre est la surface
à l’ombre du champ incident. Soit :

b′′1(x1, z1) =


∂ψi(x1, z1)

∂n1
sur Si

0 sur Sombre

. (B.5)

Le calcul de la dérivée normale du champ incident peut être réalisé analytiquement à partir de
l’expression de ψi donnée par (2.19). Numériquement, ce calcul est également facilement obtenu
après échantillonnage de l’expression suivante :

∂ψi(x1, z1)
∂n1

= n̂1 ·∇r1ψi(r1) =
v√

1 + γ2
1

(
−γ1

∂ψi(x1, z1)
∂x1

+
∂ψi(x1, z1)

∂z1

)
(B.6)

B.2 Calcul du couplage entre la surface inférieure et l’objet

Le champ sur l’objet provenant de la surface inférieure dans le cas TE est obtenu en appli-
quant l’opérateur ∂•

∂n1
sur le champ sur l’objet provenant de la surface inférieure obtenu dans le

cas TM :

Z ′′21(x1, z1) =
∂Z ′21(x1, z1)

∂n1
, (B.7)

où Z ′21(x1, z1) est la fonction de couplage dans le cas TM, obtenue à partir de l’équation intégrale
(3.30) qui, après échantillonnage, aboutit à l’équation (3.35) où les éléments des matrices Ā21

et B̄21 sont donnés respectivement par (3.26) et (3.27). Ainsi, en considérant la propagation de
la dérivée normale du champ total surfacique ∂ψ2

∂n2
, on a :

Z ′21(x1, z1) =
{
g0(r2, r1) ds2 sur Si21
0 sur Sombre21

, (B.8)

où Si21 est la surface de la croix directement excitée par le champ provenant de la surface
rugueuse et Sombre21 est la surface à l’ombre de ce champ. Et en considérant la propagation du
champ total surfacique ψ2, on a :

Z ′21(x1, z1) =


∂g0(r2, r1)

∂n2
ds2 sur Si21

0 sur Sombre21

, (B.9)

Considérons dans un premier temps la propagation de la dérivée normale du champ total
surfacique ∂ψ2

∂n2
en appliquant l’opérateur ∂•

∂n1
.

B.2.1 Propagation de la dérivée normale du champ surfacique en TE

A partir des équations (B.7) et (B.8), on a :

Z ′′21(x1, z1) =


∂g0(r2, r1) ds2

∂n1
sur Si21

0 sur Sombre21

, (B.10)

or
g0(r2, r1) ds2 = +

iα2

4
H

(1)
0 (k0 ‖r2 − r1‖) dx2 = af (u (x1, z1, x2, z2)) . (B.11)
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avec 
a =

iα2 dx2

4
,

f(u) = H
(1)
0 (u),

u(x1, z1, x2, z2) = k0r = u,

r =
√

(x1 − x2)2 + (z1 − z2)2.

(B.12)

Alors pour r1 ∈ Si21 , on a

Z ′′21(x1, z1) = a
∂f (u)
∂n1

= a
v√

1 + γ2
1

(
−γ1

∂f (u)
∂x1

+
∂f (u)
∂z1

)
, (B.13)

avec
∂f (u)
∂x1

= −k0H
(1)
1 (u)

x1 − x2

r
, (B.14)

∂f (u)
∂z1

= −k0H
(1)
1 (u)

z1 − z2
r

, (B.15)

B.2.2 Propagation du champ surfacique en TE

A partir des équations (B.7) et (B.9), on a :

Z ′′21(x1, z1) =

 ∂2g0(r2, r1)
∂n1∂n2

ds2 sur Si21
0 sur Sombre21

, (B.16)

or

∂g0(r2, r1)
∂n2

ds2 =
a√

1 + γ2
2

(
−γ2

∂f (u)
∂x2

+
∂f (u)
∂z2

)

= − ik0 dx2

4
H

(1)
1 (k0r)
r

[−γ2(x2 − x1) + (z2 − z1)] , (B.17)

car
∂f (u)
∂x2

= −k0H
(1)
1 (u)

x2 − x1

r
, (B.18)

∂f (u)
∂z2

= −k0H
(1)
1 (u)

z2 − z1
r

. (B.19)

Alors pour r1 ∈ Si21 , on a

Z ′′21(x1, z1) =
v√

1 + γ2
1

(
−γ1

∂2g0(r2, r1)
∂x1∂n2

ds2 +
∂2g0(r2, r1)
∂z1∂n2

ds2

)
, (B.20)

soit

Z ′′21(x1, z1) =
v dx2√
1 + γ2

1

(
γ1γ2

∂2g0(r2, r1)
∂x1∂x2

− γ1
∂2g0(r2, r1)
∂x1∂z2

− γ2
∂2g0(r2, r1)
∂z1∂x2

+
∂2g0(r2, r1)
∂z1∂z2

)
.

(B.21)
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En utilisant les fonctions définies à l’équation (B.12), on peut écrire :

Z ′′21(x1, z1) =
iv dx2

4
√

1 + γ2
1

(
γ1γ2

∂2f (u)
∂x1∂x2

− γ1
∂2f (u)
∂x1∂z2

− γ2
∂2f (u)
∂z1∂x2

+
∂2f (u)
∂z1∂z2

)
. (B.22)

Avec
∂2f (u)
∂x1∂x2

=
(x1 − x2)2k2

0h10 (u)
r2

+
k0h11 (u)

r
(B.23)

∂2f (u)
∂x1∂z2

=
(x1 − x2)(z1 − z2)k2

0h10 (u)
r2

− 2h11 (u)
r3

(B.24)

∂2f (u)
∂z1∂x2

=
(x1 − x2)(z1 − z2)k2

0h10 (u)
r2

− 2h11 (u)
r3

(B.25)

∂2f (u)
∂z1∂z2

=
(z1 − z2)2k2

0h10 (u)
r2

+
k0h11 (u)

r
(B.26)

où

h10 (u) = H
(1)
0 (k0r) = f (u) (B.27)

h11 (u) = H
(1)
1 (k0r) (B.28)

B.2.3 Discrétisation des fonctions de propagation

La matrice de couplage est donc définie par l’équation (3.35), où les éléments des ma-
trices Ā21 et B̄21 sont ici obtenus par discrétisation des fonctions de propagation défi-
nies aux équations (B.22) et (B.13) respectivement. Pour l’échantillonnage, il suffit de rem-
placer les variables continues x1, z1, x2, z2, v, γ1m , γ1, γ2, α1, dx2 par les variables discrètes
x1m , z1m , x2n , z2n , vm, γ1mγ2n , α2n , α1m ,∆x2n respectivement. Ainsi, et à titre d’exemple, les élé-
ments de la matrice B̄21 modifiée (l’opérateur ∂•

∂n1
a été appliqué) sont donnés par

B′′21m,n
= − i∆x2α2n

4
H

(1)
1 (k0 ‖r1m − r2n‖)
‖r1m − r2n‖

vmk0

−γ1m (x1m − x2n) + (z1m − z2n)√
1 + γ2

1m

 , (B.29)

et
‖r1m − r2n‖ =

√
(x1m − x2n)2 + (z1m − z2n)2 (B.30)

L’équation (B.22) est échantillonnée selon la même procédure pour obtenir les éléments A′′21m,n
.

B.3 Calcul du couplage entre les faces

Le champ sur la face fj de la croix provenant de la face fi dans le cas TE est obtenu en
appliquant l’opérateur ∂•

∂n1
sur le champ sur la face fj provenant de la face fi obtenu dans le cas

TM :
C ′′(x1, z1) =

∂C(x1, z1)
∂n1

, (B.31)

où C(x1, z1) est la fonction de couplage des DR dans le cas TM, qui après échantillonnage,
aboutit à la matrice C̄DR dont les éléments sont donnés par l’équation (3.72). La fonction
C(x1, z1) est donnée par :

C(x1, z1) =
∂g0(rfi , r1)

∂nfi

dsfi
∀r1 ∈ Sfj

, (B.32)
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or

∂g0(rfi , r1)
∂nfi

dsfi
= − ik0

4
H

(1)
1 (k0 ‖rfi − r1‖)
‖rfi − r1‖

[γfi
(xfi

− x1)− (zfi
− z1)] dxfi

(B.33)

La croix étant parfaitement conductrice, en TE le champ total surfacique est nul. Seule la dérivée
normale du champ est à propager et on a pour r1 ∈ Sfj

:

C ′′(x1, z1) =
∂2g0(rfi , r1)
∂n1∂nfi

dsfi
. (B.34)

On remarque que l’équation (B.34) est similaire à l’équation (B.16), et les calculs peuvent donc
être adaptés au calcul du couplage en DR pour la polarisation TE. Pour cela, il suffit de remplacer
dans les équations l’indice 2 par l’indice fi et tenir compte que pour la face fi, la normale s’ecrit :

n̂fi =
vfi√

1 + γ2
fi

[
−γfi

1

]
. (B.35)
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Annexe C

Rotation d’Euler

La matrice de rotation d’Euler est définie dans cette annexe. Elle exprime la transformation
d’un repère R(0, x̂, ŷ, ẑ) en un repère R(0, x̂′, ŷ′, ẑ′) à l’aide de trois rotations successives,
respectivement d’angle αe, βe et γe.

C.1 Rotation d’angle αe

Cette rotation, effectuée autour de l’axe (0z), transforme le repère R(0, x̂, ŷ, ẑ) en un repère
R(0, û, v̂, ẑ) comme illustré sur la figure C.1

x�

y�

u�

v�

e

e

z�
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Fig. C.1 – Rotation d’angle αe.

Les coordonnées des repères R(0, x̂, ŷ, ẑ) et R(0, û, v̂, ẑ) sont liées par la relation suivante : xy
z

 = R̄αe

 uv
z

 , (C.1)

avec

R̄αe =

 cos(αe) − sin(αe) 0
sin(αe) cos(αe) 0

0 0 1

 . (C.2)
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C.2 Rotation d’angle βe

Cette rotation, effectuée autour de l’axe (0u), transforme le repère R(0, û, v̂, ẑ) en un repère
R(0, û, ŵ, ẑ′) comme illustré sur la figure C.2
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Fig. C.2 – Rotation d’angle βe.

Les coordonnées des repères R(0, û, v̂, ẑ) et R(0, û, ŵ, ẑ′) sont liées par la relation suivante : uv
z

 = R̄βe

 uw
z′

 , (C.3)

avec

R̄βe =

 1 0 0
0 cos(βe) − sin(βe)
0 sin(βe) cos(βe)

 . (C.4)

C.3 Rotation d’angle γe

Cette rotation, effectuée autour de l’axe (0z′), transforme le repère R(0, û, ŵ, ẑ′) en un repère
R(0, x̂′, ŷ′, ẑ′) comme illustré sur la figure C.3
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Fig. C.3 – Rotation d’angle γe.
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Les coordonnées des repèresR(0, û, ŵ, ẑ′) etR(0, x̂′, ŷ′, ẑ′) sont liées par la relation suivante :

 uw
z′

 = R̄γe

 x′y′
z′

 , (C.5)

avec

R̄γe =

 cos(γe) − sin(γe) 0
sin(γe) cos(γe) 0

0 0 1

 . (C.6)

La matrice de rotation d’Euler lie finalement les coordonnées des repères R(0, x̂, ŷ, ẑ) et
R(0, x̂′, ŷ′, ẑ′) par la relation suivante : xy

z

 = R̄e(αe, βe, γe)

 x′y′
z′

 , (C.7)

avec

R̄e(αe, βe, γe) = R̄αeR̄βeR̄γe , (C.8)

on a alors

R̄e(αe, βe, γe) =

 c(αe)c(γe)− s(αe)c(βe)s(γe) −c(αe)s(γe)− s(αe)c(βe)c(γe) s(αe)s(βe)
s(αe)c(γe) + c(αe)c(βe)s(γe) −s(αe)s(γe) + c(αe)c(βe)c(γe) −c(αe)s(βe)

s(βe)s(γe) s(βe)c(γe) c(βe)


avec c = cos et s = sin. (C.9)

Les colonnes de la matrice R̄e(αe, βe, γe) correspondent en fait aux coordonnées des vecteurs
unitaires x̂′, ŷ′ et ẑ′, exprimés dans la base (x̂, ŷ, ẑ) :

x̂′ =

 cos(αe) cos(γe)− sin(αe) cos(βe) sin(γe)
sin(αe) cos(γe) + cos(αe) cos(βe) sin(γe)

sin(βe) sin(γe)

 , (C.10)

ŷ′ =

− cos(αe) sin(γe)− sin(αe) cos(βe) cos(γe)
− sin(αe) sin(γe) + cos(αe) cos(βe) cos(γe)

sin(βe) cos(γe)

 , (C.11)

ẑ′ =

 sin(αe) sin(βe)
− cos(αe) sin(βe)

cos(βe)

 , (C.12)

La transformation inverse de la relation (C.7) s’écrit : x′y′
z′

 = R̄e(αe, βe, γe)−1

 xy
z

 = R̄e(αe, βe, γe)T

 xy
z

 , (C.13)
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car R̄e(αe, βe, γe) est une matrice orthogonale.
Les angles d’Euler peuvent être calculés à partir de la matrice R̄e(αe, βe, γe) en utilisant les
relations suivantes :

tan(γe) =
Re31
Re32

, (C.14)

tan(αe) = −Re13
Re23

, (C.15)

tan(βe) =
Re32

cos(γe)Re33
=

Re31
sin(γe)Re33

, (C.16)

où la notation suivante est considérée :

R̄e(αe, βe, γe) =

Re11 Re12 Re13Re21 Re22 Re23
Re31 Re32 Re33

 . (C.17)
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Annexe D

Matrice de diffraction de la surface
d’une plaque triangulaire par
l’Optique Physique

Dans un premier temps, la matrice de diffraction par un réflecteur plan quelconque est
investiguée. Ces calculs sont ensuite appliqués à un réflecteur plan en forme de triangle rectangle.
La signature d’un triangle quelconque est finalement obtenue, cette figure géométrique étant
décomposable en deux triangles rectangles.

D.1 Matrice de diffraction de la surface d’un réflecteur plan
quelconque

Les réflecteurs plans constituent les sous-structures les plus élémentaires d’une cible radar
complexe. Il est de ce fait primordial de connâıtre précisément la signature de ces contributeurs
élémentaires. Dans le cadre de l’approximation hautes fréquences, les termes de diffraction par
la surface et de diffraction par les arêtes constituent les termes dominants de la signature d’un
réflecteur plan de dimension finie. Dans cette section, l’OP est appliquée pour évaluer la signature
par la surface de ce réflecteur.

D.1.1 Equations intégrales et diverses approximations

On pose :

J(r) = n̂ ∧H(r), (D.1a)
M(r) = −n̂ ∧E(r), (D.1b)

où (H (r) ,E (r)) est le champ électromagnétique total sur la surface, n̂ est la normale à la
surface, J(r) est le courant surfacique électrique et M(r) le courant surfacique magnétique.
Avec la convention e+i(ωt−k.r), on montre alors que l’équation (1.19) peut s’écrire sous la forme
[14] :

Es(r′) = −
∫∫

S

[
g(r, r′)iωµJ(r) + M(r) ∧∇g(r, r′) +

i

ωε
(∇ · J(r))∇g(r, r′)

]
ds , (D.2)
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et en utilisant l’équation de Maxwell-Faraday (1.1b) on obtient une équation intégrale équiva-
lente :

Hs(r′) = −
∫∫

S

[
g(r, r′)iωεM(r)− J(r) ∧∇g(r, r′) +

i

ωµ
(∇ ·M(r))∇g(r, r′)

]
ds .(D.3)

Après quelques développements, de nouvelles expressions sont obtenues

Es(r′) =
i

ωε

∫∫
S

[
(1 + ikr′ − k2r′2)J(r) +

(−k2r′2 + jkr′)
η

M(r) ∧ k̂s

+(−3− 3ikr′ + k2r′2)(k̂s · J(r))k̂s

] g(r, r′)
r′2

ds , (D.4)

Hs(r′) =
i

ωµ

∫∫
S

[
(1 + ikr′ − k2r′2)M(r)− η(−k2r′2 + jkr′)J(r) ∧ k̂s

+(−3− 3ikr′ + k2r′2)(k̂s ·M(r))k̂s

] g(r, r′)
r′2

ds . (D.5)

Si l’élément de surface ds est éloigné du point d’observation tel que k0r
′ >> 1 alors les termes

en 1/r′ et en 1/r′2 (sans considérer l’atténuation inhérente à la fonction de Green) peuvent être
considérés comme nuls. De plus, on considère que le réflecteur est placé dans un milieu assimilé
au vide (d’où, entre autres, k = k0, η = η0 et g(r, r′) = g0(r, r′)) et on obtient alors des
expressions simplifiées [14] :

Es(r′) = −ik0

∫∫
S

[{
M(r)− η0J(r) ∧ k̂s

}
∧ k̂s

]
g0(r, r′) ds , (D.6)

Hs(r′) = ik0

∫∫
S

[{
J(r) +

M(r) ∧ k̂s

η0

}
∧ k̂s

]
g0(r, r′) ds . (D.7)

Sous l’hypothèse de champ lointain (voir section 1.2.1.3), l’expression de la fonction de Green
est simplifiée et les équations (D.6) et (D.7) deviennent

Es(r′) = −ik0
e−ik0r

′

4πr′

∫∫
S

[{
M(r)− η0J(r) ∧ k̂s

}
∧ k̂s

]
e+ik0k̂s·r ds , (D.8)

Hs(r′) = ik0
e−ik0r

′

4πr′

∫∫
S

[{
J(r) +

M(r) ∧ k̂s

η0

}
∧ k̂s

]
e+ik0k̂s·r ds . (D.9)

En considérant l’approximation de l’OP, les courants surfaciques électriques et magnétiques
s’expriment, sur la surface illuminée par l’onde incidente, en fonction du champ incident et du
champ réfléchi sur le plan tangent à S. Ils sont considérés nuls dans la zone d’ombre :

J(r) = n̂ ∧ (Hi(r) + Hr(r))
M(r) = −n̂ ∧ (Ei(r) + Er(r))

pour r ∈ Si, (D.10)

J(r) = 0
M(r) = 0

pour r /∈ Si. (D.11)

où Si est la surface du réflecteur illuminée par l’onde incidente. Le champ réfléchi s’exprime
simplement en fonction du champ incident à l’aide des coefficients de réflexion de Fresnel. Pour un
réflecteur parfaitement conducteur, le champ réfléchi est donné par Hr(r) = Hi(r) et Er(r) =
−Ei(r), d’où ∀r ∈ Si :

J(r) = 2(n̂ ∧Hi(r)), (D.12a)
M(r) = 0, (D.12b)
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Alors les équations (D.8) et (D.9) s’écrivent :

Es(r′) = ik0η0
e−ik0r

′

2πr′

∫∫
S

[{
(n̂ ∧Hi(r)) ∧ k̂s

}
∧ k̂s

]
e+ik0k̂s·r ds (D.13)

Hs(r′) = ik0
e−ik0r

′

2πr′

∫∫
S

[
(n̂ ∧Hi(r)) ∧ k̂s

]
e+ik0k̂s·r ds . (D.14)

L’intégrale (D.14), comportant moins d’opérations vectorielles que l’intégrale (D.13), il est pré-
férable de conduire la suite des développements à partir de l’expression du champ magnétique
diffracté. Toutefois, la matrice de diffraction d’une cible étant définie pour le champ électrique
par la relation

Es(r′) = S̄Ei(0) (D.15)

où Ei(0) = E0i (voir équation (1.47)) est le champ électrique incident à l’origine du repère local
de la cible. Il sera donc nécessaire de convertir les calculs obtenus pour le champ magnétique en
utilisant la relation suivante :

Ep = η0Hp ∧ k̂p avec p = {i, s} (D.16)

D.1.2 Développement analytique pour un réflecteur plan

Considérons un réflecteur plan de surface S contenu dans le plan (0, x̂, ŷ), comme représenté
sur la figure D.1, ainsi, la normale au plan est dirigée selon l’axe (0,ẑ) (n̂ = ẑ). Les vecteurs
directeurs des rayons incident et diffracté sont repérés par les angles sphériques (θi, φi) et (θs, φs).
Les composantes des champs incident et diffracté sont exprimées, en convention FSA, dans les
bases sphériques liées aux rayons, (k̂i, θ̂i, φ̂i) et (k̂s, θ̂s, φ̂s) définis aux équations (1.48) et (1.49).
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Fig. D.1 – Configuration pour la diffraction par la surface d’un réflecteur plan.
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Sous la condition d’un éclairement en onde plane dans la direction k̂i, le champ magnétique
incident en un point P de coordonnées r, sur la surface du réflecteur, est lié au champ incident
capté au point 0, l’origine du repère, par la relation suivante :

Hi(r) = H0ie
−ik0k̂i·r (D.17)

avec
H0i = H0ĥi (D.18)

où H0 et ĥi représentent respectivement l’amplitude et la polarisation du champ magnétique
incident. Alors, en utilisant l’équation (D.14), le champ magnétique diffracté par la surface du
réflecteur au point d’observation P’ de coordonnées r′ s’écrit sous la forme synthétique suivante :

Hs(r′) = ik0H0IS
e−ik0r

′

2πr′
ĥs, (D.19)

avec :

IS =
∫
S
e−ik0(k̂i−k̂s)·~r ds , (D.20)

et
ĥs = (n̂ ∧ ĥi) ∧ k̂s, (D.21)

où IS est une intégrale de phase sur la surface du réflecteur, et ĥs décrit la polarisation du
champ magnétique diffracté.

En exprimant les différents vecteurs dans le repère (0, x̂, ŷ, ẑ) lié à la cible, on obtient une
expression plus exploitable de l’intégrale IS . Ainsi, puisque

k̂i =

 sin(θi) cos(φi)
sin(θi) sin(φi)

cos(θi)

 , (D.22)

k̂s =

 sin(θs) cos(φs)
sin(θs) sin(φs)

cos(θs)

 , (D.23)

et

r =

 xy
0

 , (D.24)

on obtient :
(k̂i − k̂s) · r = ux+ vy, (D.25)

avec
u = sin(θi) cos(φi)− sin(θs) cos(φs), (D.26)

et
v = sin(θi) sin(φi)− sin(θs) sin(φs). (D.27)

L’intégrale IS peut alors s’écrire sous la forme d’une transformée de Fourier :

IS =
∫∫

S
e−ik0(ux+vy) dx ds (D.28)
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Le développement du terme de polarisation permet ensuite de faire apparâıtre la matrice
de diffraction élémentaire du plan réflecteur. Pour cela, la relation (D.21) est tout d’abord
reformulée avec des produits scalaires :

ĥs = (k̂s · n̂)ĥi − (k̂s · ĥi)n̂. (D.29)

Les produits scalaires sont ensuite calculés en exprimant tous les vecteurs dans le repère fixe.
On obtient ainsi les composantes du vecteur ĥs dans la base (x̂, ŷ, ẑ) :

ĥs =

 hxshys
hzs

 =

 cos(θs)hxi
cos(θs)h

y
i

− sin(θs) cos(φs)hxi − sin(θs) sin(φs)h
y
i

 , (D.30)

où les composantes du vecteur ĥi dans la base (x̂, ŷ, ẑ) s’expriment en fonction des composantes
sphériques hθi et hφi par la relation suivante (en utilisant la matrice de rotation sphérique vue à
l’équation (1.50)) :

ĥi =

 hxihyi
hzi

 =

 cos(θi) cos(φi)hθi − sin(φi)h
φ
i

cos(θi) sin(φi)hθi + cos(φi)h
φ
i

− sin(θi)hθi

 . (D.31)

Les composantes sphériques du vecteur ĥs sont alors données par : hrshθs
hφs

 =

 0
cos(φs)hxi + sin(φs)h

y
i

− cos(θs) sin(φs)hxi + cos(θs) cos(φs)h
y
i

 (D.32)

soit [
hθs
hφs

]
=
[

cos(φs) sin(φs)
− cos(θs) sin(φs) cos(θs) cos(φs)

] [
hxi
hyi

]
. (D.33)

Or, à partir de (D.31), on a :[
hxi
hyi

]
=
[

cos(θi) cos(φi) − sin(φi)
cos(θi) sin(φi) cos(φi)

] [
hθi
hφi

]
, (D.34)

d’où [
hθs
hφs

]
=
[

cos(φs) sin(φs)
− cos(θs) sin(φs) cos(θs) cos(φs)

] [
cos(θi) cos(φi) − sin(φi)
cos(θi) sin(φi) cos(φi)

] [
hθi
hφi

]
. (D.35)

Soit [
hθs
hφs

]
=
[

cos(θi) cos(φs − φi) sin(φs − φi)
− cos(θs) cos(θi) sin(φs − φi) cos(θs) cos(φs − φi)

] [
hθi
hφi

]
. (D.36)

En notant ês et êi les termes de polarisation des champs électriques diffracté et incident, la
relation (D.16) permet alors d’exprimer la relation précédente pour les champs électriques :[

eφs
eθs

]
=
[

cos(θs) cos(φs − φi) cos(θs) cos(θi) sin(φs − φi)
− sin(φs − φi) cos(θi) cos(φs − φi)

] [
eθi
eφi

]
. (D.37)

La matrice de diffraction de la surface d’un plan réflecteur, calculée à l’aide de la méthode
de l’Optique Physique, a finalement pour expression :

S̄ = PSS̄elem, (D.38)
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où

Ps = i
e−ik0r

′

λ0r′
Is, (D.39)

et Is est donné par l’équation (D.28), et la matrice S̄elem est donnée par

S̄elem =
[

cos(θs) cos(φs − φi) cos(θs) cos(θi) sin(φs − φi)
− sin(φs − φi) cos(θi) cos(φs − φi)

]
. (D.40)

Cette matrice constitue la matrice de diffraction élémentaire de la surface d’un plan réflecteur de
forme quelconque. L’information liée à la forme géométrique du plan réflecteur est contenue dans
l’intégrale de phase IS . Le paramètre PS = PS(r′, λ0, θi, φi, θs, φs, S) est un terme de pondération
spatio-fréquentielle qui dépend de la distance d’observation r′, de la longueur d’onde λ0, des
angles d’incidence et de diffraction, et de la surface S du réflecteur.

Les coefficients de SER bistatique sont définis, à partir des coefficients de la matrice de
diffraction, par la relation (1.53), soit :

σpq = lim
r′→∞

[4πr′2|Spq|2] (D.41)

avec p = {θ, φ} et q = {θ, φ}. On obtient ainsi la matrice de SER bistatique suivante :

σ̄ = 4πr2|Ps|2
[

(cos θs cos(φs − φi))2 (cos θs cos θi sin(φs − φi))2

(sin(φs − φi))2 (cos θi cos(φs − φi))2

]
(D.42)

D.2 Matrice de diffraction de la surface d’un réflecteur en forme
de triangle rectangle

La configuration géométrique adoptée pour une plaque triangulaire rectangle est représentée
sur la figure D.2. La plaque est définie par les dimensions Lx et Ly suivant les axes (0x) et (0y).
Le centre de phase est situé à l’angle droit de la plaque triangulaire.
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Fig. D.2 – Configuration géométrique d’une plaque triangulaire rectangle.

L’information liée à la géométrie de la surface est contenue dans l’intégrale de phase IS ,
donnée par la relation (D.28). La surface d’une plaque triangulaire rectangle étant définie par :

S =
{

(x, y) \
(
x ∈ [0;Lx] , y ∈

[
0;Ly(1−

x

Lx
)
])}

. (D.43)
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L’intégrale de phase s’écrit alors :

IS =
∫ Lx

0
e−ik0ux

(∫ Ly(1−x/Lx)

0
e−ik0vy dy

)
dx , (D.44)

avec ∫ Ly(1−x/Lx)

0
e−ik0vy dy =

1− e−ik0vLy(1−x/Lx)

ik0v
. (D.45)

On a alors

IS =
1

ik0v

∫ Lx

0

(
e−ik0ux − e−ik0vLye−jk(u−v

Ly
Lx

)x

)
dx , (D.46)

=
1

ik0v

(
1− e−ik0uLx

ik0u
− Lx

e−ik0vLy − e−ik0uLx

ik0(uLx − vLy)

)
, (D.47)

= LxLy
sinc(k0vLy/2)e−ik0vLy/2 − sinc(k0uLx/2)e−ik0uLx/2

ik0(uLx − vLy)
. (D.48)

En définissant la fonction ζ(x, y) par

ζ(x, y) =
sinc(y)e−iy − sinc(x)e−ix

i(x− y)
, (D.49)

avec

ζ(0, 0) = 1 lim
x→ y
x 6= 0

ζ(x, y) =
e−ix

x

[
sinc(x)− e−ix

]
, (D.50)

on obtient finalement

IS =
LxLy

2
ζ(k0uLx/2, k0vLy/2). (D.51)

Le terme de pondération spatio-fréquentielle caractérisant la diffraction par la surface d’une
plaque triangulaire rectangle, est alors donné par :

PS = ik0
LxLy

2
ζ(k0uLx/2, k0vLy/2)

e−ik0r
′

2πr′
(D.52)

D.3 Matrice de diffraction de la surface d’un réflecteur en forme
de triangle quelconque

Tout triangle quelconque est décomposable géométriquement en deux triangles rectangles.
Il suffit pour cela de déterminer une hauteur issue d’un sommet et coupant le côté opposé à
l’intérieur du triangle, comme illustré sur la figure D.3.

Alors, les deux triangles rectangles sont définis dans leurs propres repères locaux, comme
illustré sur la figure D.4, à l’aide de rotations d’Euler (voir l’annexe C). Les angles de rotation
pour obtenir les deux repères étant calculés à partir des coordonnées des points des deux triangles.
Les angles d’incidence et de diffusion dans les repères locaux sont calculés à partir des équations
(4.2) et (4.3). En utilisant les équations (D.38) et (D.52), la signature de la surface de chaque
triangle rectangle est alors évaluée dans le repère local associé. Ces deux signatures sont ensuite
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Fig. D.3 – Décomposition d’un triangle
quelconque. !htb
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Fig. D.4 – Repères locaux des deux tri-
angles rectangles.

transposées dans le repère associé au triangle quelconque (il est supposé ici comme étant le
repère fixe) :

S̄ti = Tr [Ri → Rfixe]
(
S̄ti

i

)
, (D.53)

où Tr est un terme exprimant le déphasage induit par le changement de l’origine des phases
lors du changement de repère (les origines des repères locaux ne sont pas localisés à l’origine du
repère fixe) :

Tr = e−ik0(k̂i−k̂s)·0H . (D.54)

La matrice de diffraction de la surface du réflecteur en forme de triangle quelconque est alors
la sommation des matrices de diffraction des deux triangles rectangles exprimés dans le repère
fixe :

S̄ =
2∑

ti=1

S̄ti . (D.55)
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Annexe E

Matrice de diffraction d’une arête
par la Méthode des Courants
Equivalents

Dans le cadre de l’approximation hautes fréquences (voir paragraphe 1.4.2.2), le champ total
diffracté par un réflecteur plan résulte de la somme des champs produits par deux courants
distincts :

– Un courant uniforme circulant sur la surface du réflecteur. Ce courant peut être évalué à
l’aide de l’Optique Physique ;

– un courant non-uniforme traduisant les discontinuités de la surface du réflecteur (circulant
par conséquent sur les arêtes de l’obstacle).

La Méthode des Courants Equivalents (MCE ou encore MEC en anglais pour Method of Equi-
valents Currents) [45, 46, 47, 48], nommée ILDC (Incremental length Diffraction Coefficients)
par Mitzner [43, 49], décrit le courant non-uniforme, source du champ diffracté, en termes de
courants équivalents fictifs [43, 44]. Ces courants sont calculés en supposant l’arête localement
rectiligne autour de chaque point du contour considéré. Il s’agit en fait de l’analogue de l’ap-
proximation du plan tangeant de l’Optique Physique. En considérant la convention e+i(ωt−k.r),
le champ diffracté est alors calculé par une intégration linéique des courants équivalents sur le
contour L de l’arête :

Es = ik0
e−ik0r

′

4πr′

∫
L

[
η0Ie(r)k̂s ∧

(
k̂s ∧ t̂(r)

)
+ Im(r)k̂s ∧ t̂(r)

]
e+ik0k̂s·r dl (E.1)

où
– t̂(r) est le vecteur unitaire tangent à l’arête au point d’intégration ;
– Ie(r) = Ie(r)t̂ et Im(r) = Im(r)t̂ sont les courants électrique et magnétique équivalents

au point d’intégration.
L’expression de ces courants équivalents sont donnés par la théorie de Mitzner ou celle de Mi-
chaeli, qui ont été ré-ecrites sous un seul et même formalisme par Knott [43] :

Ie(r) =
−2i
k0η0

{
De

[
Ei(r) · t̂(r)

]
+Dem

[
η0H

i(r) · t̂(r)
]}

, (E.2)

Im(r) =
2i
k0
Dm

[
η0H

i(r) · t̂(r)
]
, (E.3)
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Ces relations s’écrivent aussi sous la forme matricielle suivante :[
η0Ie(r)
Im(r)

]
= − 2i

k0

[
De Dem

0 −Dm

] [
Ei(r) · t̂(r)
η0Hi(r) · t̂(r)

]
(E.4)

où (De, Dem, Dm) sont les coefficients donnés par la MCE [43] (parfois appelés “coefficients
de Mitzner-Michaeli”). Ils dépendent des angles (βi, ψi) et (βs, ψs) définis dans le repère local
(n̂, t̂, b̂) associé à l’arête. Ces angles et le repère local sont illustrés sur les figures E.1 et E.2 pour
une arête rectiligne commune à deux plans formant un angle d’ouverture de (2− n)π.
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Fig. E.1 – Définition des angles βi et βs dans les plans d’incidence et de diffraction.
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Fig. E.2 – Définition des angles ψi et ψs dans le plan normal à l’arête.

Les angles βi et βs sont respectivement définis dans les plans d’incidence Pi = (k̂i, t̂) et de
diffraction Ps = (k̂s, t̂) par :

βi = arccos(k̂i · t̂), (E.5)

et
βs = arccos(k̂s · t̂). (E.6)
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Les angles ψi et ψs sont respectivement définis dans les plans (k̂t
i, b̂) et (k̂t

s, b̂) par les relations :

ψi = π − [π − arccos(−k̂t
i · b̂)]sign(−k̂t

i · n̂), (E.7)

ψs = π − [π − arccos(k̂t
s · b̂)]sign(k̂t

s · n̂), (E.8)

avec

k̂t
i =

k̂i − (k̂i · t̂)t̂∥∥∥k̂i − (k̂i · t̂)t̂
∥∥∥ , (E.9)

k̂t
s =

k̂s − (k̂s · t̂)t̂∥∥∥k̂s − (k̂s · t̂)t̂
∥∥∥ . (E.10)

A noter que les angles ψi et ψs doivent vérifier : ψi, ψs ∈ [0;nπ]

Les expressions générales des coefficients de diffraction (De, Dem, Dm) ne sont pas détaillées
dans ce manuscrit. Elles sont néanmoins données pour l’arête rectiligne d’un demi plan (n = 2)
par les relations [43] :

De =
sin(ψi/2)

sin2 βi[sin(α/2) + cos(ψi/2)]
, (E.11)

Dem =
−Q cos(ψs)

2 sin2 βi sin(α/2)[sin(α/2) + cos(ψi/2)]
− cos(βi)

sin2(βi)
, (E.12)

Dm =
− sin(ψs)

2 sinβi sinβs sin(α/2)[sin(α/2) + cos(ψi/2)]
, (E.13)

où
Q =

(1 + cosβs cosβi)(cosβi − cosβs)
sinβs sinβi

(E.14)

α =


−i log(µ+

√
µ2 − 1) pour µ > 1

−i log(µ+ i
∣∣∣√1− µ2

∣∣∣) pour |µ| ≤ 1

−i log(µ−
∣∣∣√µ2 − 1

∣∣∣) pour µ < −1

, (E.15)

la fonction log(z) étant définie par log(z) = ln(|z|)+ i arg(z) avec arg(z) ∈ [−π;π], et µ est défini
par :

µ =
sinβs sinβi cosψs + cosβs cosβi − cos2 βi

sin2 βi
. (E.16)

Considérons le cas général d’une arête rectiligne, de longueur L, située dans le plan (0, x̂, ŷ).
Le trièdre (n̂, t̂, b̂) lié à l’arête est défini à partir des relations :

n̂ = ẑ, (E.17)

t̂ = txx̂ + tyŷ, (E.18)

b̂ = n̂ ∧ t̂ = −tyx̂ + txŷ. (E.19)

Sous la condition d’un éclairement en onde plane dans la direction k̂i, le champ électrique incident
en un point P , de coordonnées r̂, le long de l’arête du réflecteur est lié au champ incident au
point de référence 0 par la relation suivante :

Ei(r) = E0ie
−ik0k̂i·r, (E.20)
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avec
E0i = E0êi, (E.21)

où E0 et êi représentent respectivement l’amplitude et la polarisation du champ électrique
incident. De même pour le champ magnétique incident, on a :

Hi(r) = H0ie
−ik0k̂i·r, (E.22)

avec
H0i = H0ĥi =

E0

η0
(k̂i ∧ êi), (E.23)

où H0 et ĥi représentent respectivement l’amplitude et la polarisation du champ magnétique
incident.

Les courants équivalents sont établis à partir des composantes tangentielles du champ élec-
tromagnétique incident. Pour cela, le vecteur t̂ est exprimé dans la base sphérique (k̂i, θ̂i, φ̂i),
lié au rayon incident :

t̂ =

 sin θi(tx cosφi + ty sinφi)
cos θi(tx cosφi + ty sinφi)
−tx sinφi + ty cosφi

 , (E.24)

et avec

êi =

 0
eθi
eφi

 ĥi =
1
η0

 0
−eφi
eθi

 , (E.25)

pour la polarisation des champs électrique et magnétique, on obtient :

êi · t̂ = eθi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)− eφi (tx sinφi − ty cosφi), (E.26)

η0ĥi · t̂ = −eφi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)− eθi (tx sinφi − ty cosφi). (E.27)

Les équations (E.2) et (E.3) s’écrivent alors :

Ie(r) = − 2i
k0η0

E0e
−ik0k̂i·r

{
De[eθi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)− eφi (tx sinφi − ty cosφi)]

−Dem[eθi (tx sinφi − ty cosφi) + eφi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)]
}
, (E.28)

Im(r) = − 2i
k0
E0e

−ik0k̂i·rDm[eθi (tx sinφi − ty cosφi) + eφi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)]. (E.29)

L’expression du champ diffracté par l’arête, donnée par la relation (E.1), requiert le calcul des
relations vectorielles k̂s ∧ t̂ et k̂s ∧ (k̂s ∧ t̂). Pour cela, le vecteur t̂ est cette fois exprimé dans la
base sphérique (k̂s, θ̂s, φ̂s) :

t̂ =

 tkstθs
tφs

 =

 sin θs(tx cosφs + ty sinφs)
cos θs(tx cosφs + ty sinφs)
−tx sinφs + ty cosφs

 . (E.30)

On obtient alors :
k̂s ∧ t̂ = −tφs θ̂s + tθsφ̂s, (E.31)

et
k̂s ∧ (k̂s ∧ t̂) = −tθsθ̂s − tφs φ̂s. (E.32)

214



Annexe E. Matrice de diffraction d’une arête par la Méthode des Courants Equivalents

En notant Es le champ diffracté par l’arête, la relation (E.1) s’écrit alors sous la forme synthé-
tique suivante :

Es = E0IA
e−ik0r

′

2πr′
ês, (E.33)

où IA est une intégrale de phase sur le contour rectiligne de l’arête donnée par :

IA =
∫
L
e−ik0(k̂i−k̂s)·r dl (E.34)

et ês est la polarisation du champ électrique diffracté dont les composantes sont données par :

eθs = − cos θs(tx cosφs + ty sinφs)
{
De[eθi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)− eφi (tx sinφi − ty cosφi)]

−Dem[eθi (tx sinφi − ty cosφi) + eφi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)]
}

+(tx sinφs − ty cosφs)Dm[eθi (tx sinφi − ty cosφi) + eφi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)], (E.35)

eφs = (tx sinφs − ty cosφs)
{
De[eθi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)− eφi (tx sinφi − ty cosφi)]

−Dem[eθi (tx sinφi − ty cosφi) + eφi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)]
}

+cos θs(tx cosφs + ty sinφs)Dm[eθi (tx sinφi − ty cosφi) + eφi cos θi(tx cosφi + ty sinφi)].
(E.36)

La matrice de diffraction d’une arête tangente au vecteur t̂ = txx̂+tyŷ, calculée par la MCE,
a finalement pour expression :

S̄ = PAS̄elem, (E.37)

où PA est une pondération spatio-fréquentielle définie par :

PA = IA
e−ik0r

′

2πr′
(E.38)

IA étant définie par l’équation (E.34) et S̄elem est la matrice de diffraction élémentaire d’une
arête dont les coefficients sont donnés par :

Selem
θθ = − cos θs(tx cosφs + ty sinφs) {De cos θi(tx cosφi + ty sinφi)−Dem(tx sinφi − ty cosφi)}

+(tx sinφs − ty cosφs)Dm(tx sinφi − ty cosφi), (E.39)

Selem
θφ = +cos θs(tx cosφs + ty sinφs) {De(tx sinφi − ty cosφi) +Dem cos θi(tx cosφi + ty sinφi)}

+(tx sinφs − ty cosφs)Dm cos θi(tx cosφi + ty sinφi), (E.40)

Selem
φθ = (tx sinφs − ty cosφs) {De cos θi(tx cosφi + ty sinφi)−Dem(tx sinφi − ty cosφi)}

+cos θs(tx cosφs + ty sinφs)Dm(tx sinφi − ty cosφi), (E.41)

Selem
φφ = −(tx sinφs − ty cosφs) {De(tx sinφi − ty cosφi) +Dem cos θi(tx cosφi + ty sinφi)}

+cos θs(tx cosφs + ty sinφs)Dm cos θi(tx cosφi + ty sinφi). (E.42)
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Annexe E. Matrice de diffraction d’une arête par la Méthode des Courants Equivalents

En conclusion, on peut remarquer que la signature bistatique d’une arête d’un réflecteur plan
PC est évaluée pour tout angle d’excitation et d’observation à l’aide d’une matrice élémentaire
qui décrit le phénomène de diffraction, et à l’aide d’une pondération spatio-fréquentielle qui
prend en compte la géométrie du problème.
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[25] J. Bérenger, “A perfectly matched layer for the absorption of electromagnetic waves,”
Journal of Computational Physics, vol. 114, pp. 185–200, 1994. 45

[26] R. F. Harrington, Field computation by moment methods. Mac Millan, New York, 1968.
45

[27] C. Lu and W. Chew, “A multilevel algorithm for solving a boundary integral equation of
wave scattering,”Microwave Optical Technology Letter, vol. 7, pp. 466–470, July 1994. 46,
71

[28] J. Song and W. Chew., “Multilevel fast multipole algorithm for solving combined field
integral equations of electromagnetic scattering,” Microwave Optical Technology Letter,
vol. 10, pp. 14–19, Sept. 1995. 46, 71
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vol. 50, pp. 557–562, May 1995. 52, 58, 92, 100, 149, 150

[79] P. Corona, G. Ferrara, F. D’Agostino, C. Gennarelli, and G. Riccio, “An improved physical
optics model for the evaluation of the field backscattered by triangular trihedral corner
reflectors,”Proceedings of 8th Mediterranean Electrotechnical Conference on Industrial Ap-
plications in Power Systems, Computer Science and Telecommunications (MELECON 96),
vol. 1, pp. 534–537, May 1996. 52, 58, 92, 175, 187

[80] A. Polycarpou, C. Balanis, and C. Birtcher, “Radar cross section of trihedral corner re-
flectors using PO and MEC,” Annales des Télécommunications, vol. 50, pp. 510–516, May
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