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1.2.6 Équation Intégrale du Champ Électrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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2.5 Calcul du champ diffracté en champ proche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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2.8.1.2 Surface Équivalente Radar et champ diffracté en champ lointain . . . . . . . 91

2.8.2 Effet du nombre de points de Gauss . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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4.17 σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour d’une surface rugueuse de taille 10λ× 10λ. Même

configuration que sur la figure 4.10 mais avec une hybridation avec la ACA. . . . . . . . . . . 167
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polarisation croisée (à droite). Même configuration que sur la figure 4.17. . . . . . . . . . . . 168

4.20 Erreur sur la SER en fonction de l’angle d’observation, en co-polarisation (à gauche) et en
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Introduction

La modélisation de la diffusion électromagnétique par une surface (aléatoirement) rugueuse est un sujet

de recherche très actif. Elle est rencontrée dans de nombreuses applications liées à l’environnement comme les

sols naturels ou la surface de mer ou, pour la caractérisation de défauts de surface à l’échelle nanométrique.

La modélisation rigoureuse de la diffraction d’ondes électromagnétiques par des objets de grandes dimen-

sions devant la longueur d’onde est difficile à mettre en œuvre, car elle implique la résolution d’un système

linéaire de grande dimension pouvant atteindre plusieurs millions d’inconnues. Ainsi, le calcul de la réponse

électromagnétique Radar d’une surface de mer bidimensionnelle multi-échelles, n’a jusqu’à présent jamais pu

être résolu rigoureusement dans les bandes de fréquences microondes radar (typiquement bandes C et X), et

la polarisation croisée n’a pas pu être évaluée de manière fiable. Par exemple, en considérant une longueur

d’onde radar de 10 cm (fréquence de 3 GHz) et une surface de mer d’aire 50 × 50 m2 = 500 × 500λ2 afin

d’inclure toutes les échelles de rugosité, avec un e résolution en λ0/10, le nombre d’inconnues est de l’ordre

de 3× 50002.

Cette thèse a pour but de résoudre en partie ce problème en considérant une surface (aléatoirement)

rugueuse parfaitement conductrice et de dimensions modérées devant la longueur d’onde électromagnétique,

et ce, de manière rigoureuse. Le laboratoire a acquis une forte expertise sur le développement de modèles

asymptotiques, à la fois pour des problèmes 2D et 3D. Puis, son expertise s’est élargie au développant de

modèles rigoureux, basés sur la Méthode des Moments (MdM), mais uniquement sur un problème 2D (surface

1D) de très grande dimension. L’objectif de cette thèse est donc de l’étendre à un problème 3D et ainsi disposer

d’un code basé sur la MdM, la brique élémentaire dans le but de la faire évoluer dans le futur pour traiter le

cas complexe d’une surface 2D de mer.

Ainsi, dans cette thèse, la surface rugueuse est considérée mono-échelle (une seule échelle de rugosité

horizontale) et de distribution des hauteurs supposée gaussienne. De plus, la fonction d’autocorrélation des

hauteurs de la surface est également gaussienne, qui est consistant avec l’hypothèse mono-échelle. De plus,

l’angle d’incidence est compris entre zéro et soixante degrés par rapport au vecteur normal au plan moyen

de la surface pour se placer dans un contexte de systèmes radars aéroportés.

Un candidat possible pour résoudre rigoureusement un tel problème est l’équation intégrale de frontière

EFIE (Electric Field Integral Equation) discrétisée par la méthode des moments de Galerkin associée aux

fonctions de base RWG (Rao-Wilton-Glisson). En effet, la surface de mer est un milieu homogène et aux

fréquences microondes, elle peut être considérée comme parfaitement conductrice. Afin de résoudre effica-
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cement le système linéaire résultant, nous avons choisi deux méthodes par décomposition de domaines, la

SDIM (Subdomain Decomposition Iterative Method) et la CBFM (Characteristic Basic Function Method).

La SDIM a été publiée par le laboratoire et a montré sa grande efficacité pour le calcul du champ diffracté

par une surface 1D de mer de grande étendue. La CBFM a également montré sa grande efficacité sur de

nombreux problèmes de diffraction (forêt, objets déterministes, surfaces rugueuses, . . . ) et de rayonnement

(antennes, . . . ).

Comme nous le montrerons au travers ce manuscrit, le principal intérêt des méthodes SDIM et CBFM,

hybridées à l’ACA (Adaptive Cross Approximation) pour accélérer les étapes de couplage, réside dans la

possibilité de résoudre des systèmes linéaires par blocs, avec des complexités CPU et mémoire, très inférieures

à celle de l’inversion directe LU de la matrice impédance du problème complet. Des simulations de la SER

montreront que ces deux méthodes sont très performantes. Leur seule limitation résidera alors dans l’inversion

des matrices impédances des blocs.

Ce manuscrit est composé de quatre chapitres.

Le premier contient les bases théoriques permettant de résoudre le problème de la diffraction par une

surface rugueuse ainsi qu’un état de l’art des différentes méthodes publiées de nos jours pour traiter ce

problème.

Le deuxième chapitre présente en détail le principe de la MdM de Galerkin RWG, qui sera la méthode de

référence dans ce manuscrit, et sa mise en œuvre numérique. Elle sera également comparée avec la méthode

de l’optique physique.

Le troisième chapitre expose la E-SDIM (E comme Extended), la première méthode développée pour

résoudre le problème de diffraction par des surfaces rugueuses de taille modérée. Cette méthode sera détaillée

et sera également validée. De plus, une étude de sensibilité des différents paramétrés est menée ainsi que

l’emploi de la technique de compression matricielle ACA.

Le dernier chapitre présente la CBFM. Son principe sera exposé et elle sera également comparée d’un

point de vue algorithmique avec la E-SDIM. De plus, la CBFM et la E-SDIM seront comparées en termes de

précision et d’efficacité.

Ce manuscrit se termine par une conclusion et des perspectives de ce travail de recherche seront dressées.



Chapitre 1

Base théorique et état de l’art

1.1 Introduction

Le présent travail de recherche se place dans le contexte de la modélisation de la diffraction des ondes

électromagnétiques. Ceci nécessite d’une profonde connaissance de la théorie électromagnétique dans le but

de bien comprendre les particularités de ce problème physique. Il est indispensable d’étudier les différentes

méthodes numériques rigoureuses utilisées dans la modélisation des problèmes électromagnétiques pour jus-

tifier le choix de la méthode des moments comme la plus appropriée pour ce travail. La présentation de l’état

de l’art constitue le point de départ.

Le premier chapitre de ce manuscrit a pour objectif l’établissement de la base théorique nécessaire à la

compréhension de ce travail. La première partie montre les notions d’électromagnétisme ainsi que de propaga-

tion et diffraction des ondes électromagnétiques, nécessaires pour résoudre le problème de la modélisation de

la diffraction électromagnétique. Ensuite sont montrés les outils statistiques utilisés pour la modélisation des

surfaces rugueuses aléatoires. Puis sont présentées différentes méthodes de calcul employées dans la résolution

du problème de diffraction électromagnétique. La méthode des moments, qui est la méthode numérique choi-

sie, est soigneusement décrite. Le chapitre se termine avec la présentation de l’étude de l’état de l’art dans

le contexte des méthodes numériques rigoureuses utilisées dans la résolution du problème de la diffraction

électromagnétique.

1.2 Notion d’électromagnétisme

Alors que plus d’un siècle s’est écoulé depuis le début de cette spécialité scientifique, les principes de

l’électromagnétisme restent la pierre angulaire d’une grande partie des avancées technologiques de nos jours.

Les équations de Maxwell, les conditions aux limites, les phénomènes de rayonnement et diffraction d’ondes

ainsi que les équations intégrales de surface sont parmi les éléments les plus importants pour le sujet traité.

17
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1.2.1 Équations de Maxwell

En décembre 1864 James Clerk Maxwell formule les lois fondamentales de l’électromagnétisme en s’ap-

puyant sur les travaux de Michael Faraday et d’André-Marie Ampère. Il les présenta dans son article “A

Dynamical Theory of Electromagnetic Field” sous forme de 20 équations à 20 inconnues, qu’il condensa à

posteriori en 8 équations et 8 inconnues dans son livre “Treatise on Electricity and Magnetism” de 1873. Ces

équations scellent le lien entre les champs électrique et magnétique. Grâce aux travaux de Oliver Heavyside

et Willard Gibbs, fondateurs de l’analyse vectorielle et le calcul opérationnel, les équations originalement

écrites sous forme cartésienne, furent réduites à la forme de 4 équations vectorielles [1], [2]. Ces 4 équations

et les relations qu’elles représentent, constituent la base de l’électromagnétisme moderne. En général, pour

un milieu linéaire homogène, isotrope et en régime harmonique, avec des paramètres constituants ε et µ, sa

forme symétrisée se résume comme [2], [3], [4] :

∇ × E = −jωµH−M (1.1)

∇ × H = jωεE + J (1.2)

∇ · D = qe (1.3)

∇ · B = qm (1.4)

où les quantités E, H, D, B, J et M sont des fonctions vectorielles complexes dépendantes uniquement

de la position. Cette représentation des équations de Maxwell est connue par le nom de “Time-Harmonic” ou

complexe. Elle est utilisée quand les variations des champs dans le temps est sinusöıdale et permet de séparer

la dépendance du temps de celle de la position spatiale de la forme A(r, t) = <e
(
A(r)e±jωt

)
, indiquant que le

vecteurA(r, t), dépendant du temps et de la position, est la partie réelle deA(r)e±jωt, où le vecteur complexe

A(r) dépend uniquement du vecteur de position r. La dépendance du temps pour les champs harmoniques est

exprimée par le terme e±jωt [3]. La forme ejωt est retenue et sera sous entendue tout au long du document.

De façon similaire, la dépendance de la position peut-être sous entendue et les notations A(r) où A seront

utilisées indistinctement.

Dans les équations de Maxwell, E et H désignent les vecteurs des champs électrique et magnétique,

exprimés en V/m et en A/m. D et B représentent respectivement les vecteurs induction électrique et induction

magnétique, mesurés en C/m2 et en Tesla. Le vecteur B est aussi connu par le nom de vecteur de densité

de flux magnétique. J et M sont les densités de courants électrique et magnétique respectivement et elles

sont mesurées en A/m
2

et V/m
2
. Finalement les densités de charges électrique et magnétique, qe et qm, sont

mesurées en C/m
3

et Wb/m
3

respectivement. Les expressions de (1.1) à (1.4) sont également connues sous

les noms de loi généralisée d’induction de Faraday, loi généralisée d’Ampère, loi de Coulomb ou de Gauss

pour le champ électrique et loi de Gauss pour le champ magnétique respectivement. Les relations entre les

intensités des champs E et H et les vecteurs d’induction D et B sont conditionnées par le milieu physique.

En particulier, pour un milieu linéaire homogène et isotrope ces relations constituantes sont déterminées par

[3], [4] :
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D = εE (1.5)

B = µH (1.6)

J = σE (1.7)

où ε représente la permittivité électrique, µ la perméabilité magnétique et σ la conductivité électrique

du milieu. Le courant et la densité de charges magnétiques, M et qm respectivement, ne représentent pas

des quantités physiques réelles, mais elles sont le résultat de manipulations mathématiques qui rendent les

équations symétriques et qui facilitent leur application.

1.2.2 Équations d’onde et rayonnement électromagnétique

Le problème du rayonnement électromagnétique implique la caractérisation et le calcul des champs dans

l’espace générés à partir des sources actives connues, en particulier les courants. [4]. Les équations de Maxwell

révèlent le phénomène du rayonnement électromagnétique sous forme d’onde. Le caractère ondulatoire peut-

être formellement décrit par traitements mathématiques qui permettent d’obtenir les expressions pour les

champs électrique et magnétique. En appliquant l’opérateur rotationnel sur les deux premières équations de

Maxwell : (1.1) et (1.2), et en utilisant l’identité vectorielle :

∇×∇×U = ∇(∇ ·U)−∇2U (1.8)

dans le terme à gauche, les expressions suivantes sont obtenues [3], [4] :

∇(∇ ·E)−∇2E = −∇×M− jωµ(∇×H) (1.9)

∇(∇ ·H)−∇2H = −∇× J + jωε(∇×E) (1.10)

La substitution de ∇ · E et ∇ ·H par les équations de Maxwell (1.3) et (1.4) et de ∇ × E et ∇ ×H

par les équations (1.1) et (1.2), permet de réorganiser et réécrire (1.9) et (1.10) sous la forme suivante, où

k = ω
√
µε :

∇2E + k2E = jωµJ +
∇qe
ε

+ ∇×M (1.11)

∇2H + k2H = jωεM +
∇qm
µ
−∇× J (1.12)

Afin de montrer la relation entre les densités de courants électrique (J) et magnétique (M) et les champs

(E et H) il est nécessaire d’appliquer les équations de conservation de la charge :
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∇ · J = −jωqe (1.13)

∇ ·M = −jωqm (1.14)

Cela permet de réécrire les expressions (1.11) et (1.12) comme :

∇2E + k2E = jωµJ− 1

jωε
∇(∇ · J) + ∇×M (1.15)

∇2H + k2H = jωεM− 1

jωµ
∇(∇ ·M)−∇× J (1.16)

qui constituent les équations d’onde des champs électrique et magnétique respectivement, où k est le

nombre d’onde, k = 2π/λ, ω est la fréquence angulaire et λ la longueur d’onde. Les équations (1.15) et (1.16)

sont des équations non homogènes de Helmholtz. Elles ont un caractère ponctuel mais grâce à la linéarité des

équations de Maxwell, la superposition des courants peut être considérée et il suffit de réaliser une intégration

sur le volume contenant ces courants pour obtenir la réponse [4]. Quant aux solutions des équations d’onde

(1.15) et (1.16), il faut préciser que chacune des composantes des champs (E ou H) vérifie l’équation de

Helmholtz scalaire, en introduisant la fonction de Green scalaire, G(r, r′), qui satisfait aussi l’équation de

Helmholtz scalaire, elles peuvent être exprimées comme :

E(r) = −jωµ
˚

V

G(r, r′)

[
J(r′) +

1

k2
∇′∇′ · J(r′)

]
dr′ −

˚
V

G(r, r′) [∇′ ×M] dr′ (1.17)

H(r) = −jωε
˚

V

G(r, r′)

[
M(r′) +

1

k2
∇′∇′ ·M(r′)

]
dr′ +

˚
V

G(r, r′) [∇′ × J] dr′ (1.18)

Ces deux expressions constituent les équations de rayonnement. Elles déterminent de façon précise le

caractère de source du champ électromagnétique qu’ont les courants contenus à l’intérieur du volume V. La

relation entre les courants et les champs est établie par la fonction de Green. Puisque les équations de Maxwell

lient les champs électrique et magnétique de façon explicite, l’onde électromagnétique peut-être représentée

par un seul des champs, en général le champ électrique. À ce propos, et si on considère que M = 0, alors le

rayonnement peut être représenté par l’expression (1.17) dans sa forme simplifiée :

E(r) = −jωµ
˚

V

G(r, r′)

[
J(r′) +

1

k2
∇′∇′ · J(r′)

]
dr′ (1.19)

1.2.2.1 Fonction de Green

Le terme de fonction de Green est utilisé pour désigner une solution élémentaire ou fondamentale d’une

équation différentielle linéaire à coefficients constants, ou d’une équation aux dérivées partielles linéaire à

coefficients constants. Elle peut prendre différentes formes en fonction de l’opérateur intégro-différentiel et

elle est déjà connue et définie pour un grand nombre de ces opérateurs. Dans le cas précis du rayonnement
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électromagnétique il s’agit de l’équation de Helmholtz scalaire :

(∆+ k2)G(r, r′) = −δ(r− r′) (1.20)

D’une certaine manière, la fonction de Green scalaire est vue comme un propagateur, dépendant des

vecteurs de position r et r′. Mathématiquement elle constitue la réponse impulsionnelle du problème décrit

par l’équation (1.20). Physiquement elle correspond au rayonnement d’une source ponctuelle.

Quand il s’agit du rayonnement électromagnétique, les expressions de la fonction de Green pour les cas

bidimensionnel et tridimensionnel sont bien déterminées depuis longtemps dans la littérature [2], [3]. Les

définitions pour les cas 3D et 2D respectivement sont données par les équations suivantes :

G(r, r′) =
e−jk‖r−r

′‖

4π‖r− r′‖ (1.21)

G(r, r′) = − j
4
H

(2)
0 (k‖r− r′‖) (1.22)

où r est le vecteur de position du point d’observation, r′ celui de la source et H
(2)
0 est la fonction de

Hankel du deuxième type et d’ordre zéro [5].

1.2.2.2 Potentiels vectoriels

Les expressions (1.17) et (1.18) constituent un outil important du point de vue théorique, mais dans la

pratique, il peut s’avérer très difficile ou impossible de calculer directement les champs à partir des courants.

Une autre astuce mathématique, appelée potentiel vectoriel, est introduite pour surmonter cette difficulté.

Dans un milieu linéaire homogène, les solutions pour les champs doivent respecter les équations de Maxwell

et les équations d’ondes, même dans des régions qui ne contiennent pas des sources et donc J = M = 0 et

qe = qm = 0. Alors que J peut représenter des sources physiques ou équivalentes M ne peut représenter que

des équivalentes [3].

Le champ magnétique est, par nature, solénöıdal et donc il peut être exprimé comme le rotationnel d’un

autre vecteur. En partant de ce point, le potentiel vectoriel magnétique A est défini d’une telle façon qu’il

satisfait l’équation [3], [4] :

H =
1

µ
∇×A (1.23)

Pour le calcul et la définition de ce potentiel la région est considérée comme libre de source magnétique

et alors M = 0 et qm = 0. En substituant H dans l’équation (1.1) par (1.23) et en appliquant l’identité :
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∇× (−∇Φe) = 0 (1.24)

il est possible d’exprimer E sous la forme :

E = −jωA−∇Φe (1.25)

où Φe est le potentiel scalaire électrique obtenu à partir de la définition arbitraire de la divergence du

potentiel vectoriel magnétique comme :

∇ ·A = −jωµεΦe (1.26)

D’autres manipulations référencées dans [3] et [4] sont effectuées, ce qui permet d’exprimer l’équation

précédente sous la forme :

E = −jωA−∇Φe = −jωA− j

ωµε
∇(∇ ·A) (1.27)

Cette expression sert à obtenir le champ électrique dans une région sans source magnétique interne. À

partir de l’équation de rayonnement du champ électrique (1.19) et de l’équivalence :

˚
V

G(r, r′)∇′∇′ · J(r′)dr′ = ∇∇ ·
˚

V

G(r, r′)J(r′)dr′ (1.28)

montrée dans [4], le potentiel vectoriel magnétique est formellement défini par l’expression :

A(r) = µ

˚
V

G(r, r′)J(r′)dr′ (1.29)

Par analogie, le potentiel vectoriel électrique dans une région sans source électrique est défini comme :

F(r) = ε

˚
V

G(r, r′)M(r′)dr′ (1.30)

et la relation entre F et H est déterminée par :

H = −jωF−∇Φm = −jωF− j

ωµε
∇(∇ · F) (1.31)
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où Φm représente le potentiel scalaire magnétique.

1.2.2.3 Onde plane monochromatique

Comme il a été expliqué auparavant, le problème du rayonnement électromagnétique implique le calcul

des champs dans l’espace à partir des courants connus. Le phénomène du rayonnement électromagnétique est

décrit par les équations d’onde (1.15) et (1.16), dont la solution générale, en termes de la fonction de Green,

est donnée par les équations (1.17) et (1.18) ou de forme simplifiée par l’équation (1.19), pour le champ

électrique en absence de courant magnétique.

En considérant le champ incident comme étant créé par une source arbitraire externe au problème une

solution particulière de l’équation d’onde est l’onde plane progressive monochromatique, représentée par

l’expression (1.32) ci-dessous :

Ψ(r, t) = <e (E(r, t)) = <e
(
E0e

j(ωt−kk̂·r−Φ)
)

= <e
(
E(r)ejωt

)
(1.32)

où le terme ejωt est sous-entendu et l’expression est réduite à :

E(r) = E0e
−j(kk̂·r−Φ) (1.33)

Cette expression est formée par deux termes. Le premier, e−j(kk̂·r−Φ), constitue le propagateur, où Φ est

la phase initiale, sans pertinence pour le calcul, alors il est choisi nul. Le vecteur unitaire k̂ est orienté dans

le sens de propagation de l’onde. Le produit kk̂ est appelé vecteur d’onde. L’autre terme, E0, est le vecteur

complexe qui décrit l’état de polarisation dans une base donnée et dont chaque composante est un nombre

complexe. De manière générale, les composantes de ce vecteur sont obtenues par la projection du champ

électrique sur les vecteurs unitaires orthonormales qui forment le système de coordonnées. Dans le repère

cartésien, dont les vecteurs de base sont (x̂, ŷ, ẑ), il est exprimé par l’expression suivante :

E0 =



Ex0

Ey0
Ez0


 =



|Ex0 |ejδx
|Ey0 |ejδy
|Ez0 |ejδz


 (1.34)

E0 est appelé vecteur de Jones. L’amplitude de chaque composante et la différence entre les valeurs

absolues de ces phases, déterminent l’état de polarisation de l’onde. Une caractéristique de l’onde plane est

que les champs E et H sont orthogonaux à la direction de propagation de l’onde et orthogonaux entre eux.

Ainsi, si le vecteur d’onde est colinéaire à x̂, les composantes du champ selon x̂ sont nulles, comme le montre

la prochaine équation :

E(r) =



Ex0

Ey0
Ez0


 e−j(kx̂·r) =




0

|Ey0 |
|Ez0 |eiδ


 e−jkx̂·r (1.35)



24 CHAPITRE 1. BASE THÉORIQUE ET ÉTAT DE L’ART

Puisque la polarisation ne dépend pas des phases des composantes, mais de la différence entre elles, les

termes de phase des composantes selon ŷ et ẑ sont remplacés par un terme de phase relative associé à la

composante selon ẑ, noté δ = δy − δz.

Une onde plane peut-être polarisée de façon linéaire, elliptique ou circulaire. Le premier cas a lieu quand

la différence de phase entre les deux composantes du champ est nulle, (δ = 0), ou d’une valeur multiple entier

de π, (δ = ±mπ). La polarisation circulaire est présente quand l’amplitude des deux composantes est égale

et la différence de phase δ est un multiple impair de π/2, (δ = ±(2m+ 1)π/2). Pour les autres cas, une onde

plane aura toujours une polarisation elliptique. La linéarité des équations de Maxwell permet d’exprimer les

champs avec différents états de polarisation à partir de la superposition des champs de polarisation linéaire.

Pour cette raison, il suffit de traiter seulement le cas δ = 0.

La figure 1.1 illustre le cas d’une onde plane depuis un repère cartésien. Dans ce système, le vecteur

unitaire d’onde k̂ prend la forme suivante :

k̂ =



kx

ky

kz


 =



− sin(θ) cos(φ)

− sin(θ) sin(φ)

− cos(θ)


 (1.36)

Figure 1.1 – Onde plane en repères cartésien et sphérique

Le vecteur de Jones utilisé pour décrire l’état de polarisation du champ électrique peut-être exprimé aussi

dans une base sphérique (k̂, θ̂, φ̂) comme celle montrée aussi sur la figure 1.1. Ceci constitue un repère efficace

pour exprimer une onde plane et analyser sa polarisation. Il est évident que dans ce nouveau repère, le champ

électrique, pour le cas d’une onde plane monochromatique, possède seulement des composantes orientées selon

θ̂ et φ̂, qui dans la littérature sont nommées également v̂ et ĥ respectivement. Ainsi une onde linéairement

polarisée dont la composante du vecteur E0 est orientée selon θ̂ et parallèle au plan d’incidence défini par
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les vecteurs ẑ et k̂, est appelée onde TM (Transverse Magnétique), polarisation V (Verticale) ou simplement

onde H. Si la composante du vecteur E0 est orientée selon φ̂, perpendiculaire au plan d’incidence, elle reçoit

le nom d’onde TE (Transverse Électrique), polarisation H (Horizontale) ou onde E. Quel que soit son état

de polarisation, en s’appuyant sur le principe de linéarité des équations de Maxwell, une onde plane peut

toujours être exprimée comme la superposition de deux ondes, une TE et une TM.

Le vecteur de Jones dans le repère sphérique prend la forme montrée par l’équation suivante :

E0
sph =




0

Eθ0

Eφ0


 (1.37)

La transformation du vecteur de Jones entre les différents repères est expliquée par la suite.

1.2.2.4 Zone de champ lointain (Fraunhofer)

Bien que les équations de Maxwell décrivent le champ électromagnétique dans un milieu infini, pour la

plupart des situations, le problème réside dans la difficulté voire l’impossibilité de résoudre les équations

(1.29) et (1.30). Cependant, il est possible de prévoir le comportement des champs en fonction de la distance

d’observation. Cette classification permet de poser des hypothèses simplificatrices dans certains cas. Selon ce

critère, trois zones de rayonnement liées à la nature des champs peuvent être distinguées : la zone de “champ

proche réactif”, celle de “champ proche rayonnant” ou zone de Fresnel et la zone de “champ lointain” ou

zone de Fraunhofer. La zone de champ proche réactif est très importante pour les applications d’antennes ou

de compatibilité électromagnétique, alors que le calcul du champ lointain est essentiel pour les problèmes de

diffraction électromagnétique [4]. Comme le montre la figure 1.2 et selon [3], la détermination de chacune de

ces zones est liée à la taille de la source ainsi qu’à la longueur d’onde.

Figure 1.2 – Représentation des champs en champ proche et lointain

Quand le point d’observation est placé suffisamment loin de la source (kr >> 1), il est possible d’appliquer
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des approximations pour calculer les champs rayonnés. Dans ce cas les vecteurs r et R = r− r′ peuvent être

supposées parallèles et donc [3] :

R =

{
r− r′ cosψ pour les variations de phase
r pour les variations d’amplitude

(1.38)

où ψ est l’angle entre r et r′. Ces approximations limitent l’erreur de phase à un maximum de π/8 si le

point d’observation se trouve à une distance très grande telle que [3] :

R ≥ 2D2

λ
(1.39)

où D est la plus grande dimension de la source du champ incident ou de l’objet illuminé. Pour les

observations effectuées dans zone de champ lointain, les expressions (1.27) et (1.31) sont simplifiées comme :

E = −jωA (1.40)

H = −jωF =
1

η
r̂×E (1.41)

où η =
√
µ/ε est l’impédance d’onde et r̂ est le vecteur unitaire dans la direction de propagation de l’onde.

Les équations (1.40) et (1.41) montrent que dans la zone de champ lointain, les vecteurs des champs électrique

et magnétique sont en phase et orthogonaux entre eux et à la direction de propagation de l’onde. Bien que

la question énergétique du champ soit traitée après dans ce document, il est important de mentionner que,

en zone de champ lointain, l’énergie du champ est rayonnée dans sa quasi-totalité. Les notions de stockage

et rayonnement d’énergie par le champ électromagnétiques sont traitées dans la section 1.2.7

1.2.2.5 Zone de champ proche

En dessous de la limite établie par l’expression (1.39), l’approximation (1.38) faite pour le calcul des

champs n’est plus valable car l’erreur de phase est trop élevé. La zone de champ proche est divisée en deux

sous zones : de champ proche rayonné et de champ proche réactif [6]. La zone de champ proche rayonné ou

intermédiaire est caractérisée par le fait qu’une partie plus importante de l’énergie est rayonnée mais l’énergie

stockée n’est pas négligeable. Cette zone est aussi appelée zone de Fresnel car les expressions des champs

peuvent être réduites à des intégrales de Fresnel. La principale caractéristique de la zone intermédiaire est

que le diagramme de rayonnement est une fonction de la distance à la source du champ. Ses limites sont

établies par l’équation suivante [6] :

2D2

λ
> R ≥ 0.62

√
D3

λ
(1.42)

La limite entre la zone intermédiaire et la zone de champ proche réactif n’est pas rigoureusement définie,
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mais l’expression (1.43) [6] est bien acceptée dans la communauté scientifique :

0.62

√
D3

λ
> R > 0 (1.43)

Cette zone est caractérisée par le fait que le champ électrique comporte deux composantes en phase, l’une

dans la direction de rayonnement et l’autre orthogonale à cette direction. Le champ magnétique, quant à lui,

est composé seulement d’une composante perpendiculaire à la direction de rayonnement. Par contre dans la

limite inférieure de la zone, les champs magnétique et électrique sont en quadrature de phase et ce déphasage

(du champ électrique) diminue avec l’augmentation de R [6]. Pour cette raison, comme il sera vu plus tard

dans ce document, la plupart de l’énergie du champ est principalement réactive.

Une forme différente de l’équation du rayonnement (1.19) est possible afin de faciliter le calcul du

champ diffracté en champ proche. Pour cela les opérateurs différentiels sont redistribués en s’appuyant sur

l’équivalence de l’équation (1.28) développée en [4], donnant l’expression suivante :

E(r) = −jωµ
[˚

V

G(r, r′)J(r′)dr′ +
1

k2

˚
V

∇G(r, r′)∇′ · J(r′)dr′
]

(1.44)

avec :

∇G(r, r′) = −(r− r′)

(
1 + jk‖r− r′‖

4π‖r− r′‖3

)
e−jk‖r−r

′‖ (1.45)

1.2.3 Conditions aux limites

L’onde électromagnétique correspond à la propagation d’un signal par la vibration des champs électrique

et magnétique. Comme toute onde, elle implique un déplacement d’énergie. Tout milieu est fini par nature et,

lorsqu’une onde électromagnétique se propage à travers l’espace, il est inévitable qu’elle le fasse en traversant

des régions avec différents paramètres constitutifs ε et µ. L’interface qui sépare deux milieux définit une

surface ou limite, comme le montre la figure 1.3. De chaque côté de cette surface les différentes composantes

du champ électromagnétique vont se comporter comme l’indiquent les expressions (1.46), (1.47), (1.48) et

(1.49) [3], [4] dérivées directement des équations de Maxwell.

Figure 1.3 – Limite de séparation entre deux milieux

− n̂× (E2 −E1) = Ms (1.46)
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n̂× (H2 −H1) = Js (1.47)

n̂ · (D2 −D1) = qe (1.48)

n̂ · (B2 −B1) = qm (1.49)

où n̂ est le vecteur unitaire, normal à la surface, orienté vers le milieu 2. On peut remarquer aussi que

les densités de charges et courants sont ici surfaciques et par conséquent existent uniquement à l’interface

de séparation. Dans le cas particulier où l’un des milieux est un matériau parfaitement conducteur (PEC de

l’anglais Perfect Electric Conductor), comme sur la figure 1.4, les expressions précédentes prennent la forme

[3], [4] :

− n̂×E2 = 0 (1.50)

n̂×H2 = Js (1.51)

n̂ ·D2 = qe (1.52)

n̂ ·B2 = 0 (1.53)

dû au fait que le champ électromagnétique est nul à l’intérieur d’un milieu parfaitement conducteur. Sous

certaines conditions, la surface de mer peut être assimilée à ce type de milieu.

Figure 1.4 – Limite de séparation entre deux milieux dont le milieu inférieur est parfaitement conducteur

1.2.4 Principe de Huygens

Le principe de Huygens, ou théorème d’équivalence de surface, affirme qu’une source de rayonnement

réelle peut être remplacée par un ensemble de sources fictives différentes, placées dans une région arbitraire

fermée de l’espace qui contient la source réelle. À partir des bonnes conditions aux limites, les sources

fictives génèrent le même champ que la source réelle. Ce théorème stipule aussi que chaque point d’un front

d’onde peut être considéré lui-même comme une source de rayonnement [3]. Ce principe permet d’obtenir les

champs à l’extérieur d’une surface fermée fictive et arbitraire en plaçant sur la surface des sources électriques

et magnétiques équivalentes, en satisfaisant les conditions aux limites. Les figures 1.5 et 1.6 montrent le

fonctionnement basique de ce théorème.

Les courants J1 et M1 sont des sources réelles qui rayonnent les champs E1 et H1 dans un milieu homogène

de paramètres µ1 et ε1. Ces sources sont enfermées dans une région de l’espace V1 délimitée par la surface

S, sur laquelle les conditions aux limites doivent être respectées. Pour créer les sources fictives une nouvelle
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Figure 1.5 – Principe de Huygens. Problème d’origine

Figure 1.6 – Principe de Huygens. Problème équivalent

paire de courants superficiels est placée sur S. En supposant que les champs E1 et H1 sur S sont connus, les

conditions aux limites peuvent être utilisées pour déterminer les sources fictives dû au fait que les champs à

l’intérieur du volume V1 peuvent être sélectionnés de façon arbitraire [3]. La généralisation de ce théorème

permet, de façon analogue, de substituer des sources à l’extérieur de V1 par des sources fictives sur S expliqué

dans [4].

1.2.5 Principe d’équivalence

Le principe d’équivalence est une conséquence directe du principe de Huygens et constitue un concept très

important pour les problèmes de rayonnement et de diffraction électromagnétique. Comme précédemment,

deux courants J1 et M1 sont supposés être les sources des champs E1 et M1 dans une région de l’espace ho-

mogène dans laquelle est introduit un objet parfaitement conducteur. En appliquant le principe d’équivalence,

l’objet en question peut être substitué par des courants surfaciques équivalents. Il faut noter que l’introduc-

tion d’un objet conducteur a deux conséquences. D’abord le champ à l’intérieur de l’objet (Et, Ht) est nul

et ensuite il existe un champ diffracté par l’objet (Es, Hs) à l’extérieur. Les figures 1.7 et 1.8 décrivent la

situation.

La transformation du problème d’origine se fait en partant du principe de Huygens et en s’appuyant sur
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Figure 1.7 – Principe d’équivalence. Problème d’origine

Figure 1.8 – Principe d’équivalence. Problème équivalent

les conditions aux limites déterminées pour ce problème en particulier. Sur l’interface entre les deux régions

la composante tangentielle du champ électrique est nulle et celle du champ magnétique donne lieu au courant

de surface Js. Les expressions suivantes montrent cela :

− n̂× (E−Et) = Ms = 0 (1.54)

n̂× (H−Ht) = Js (1.55)

Ces expressions montrent les conditions aux limites du problème de la figure 1.7. Les vecteurs du champ

à l’intérieur de l’objet Et = Ht = 0 et les vecteurs du champ à l’extérieur E = E1 + Es et H = H1 + Hs,

où E1, H1 représentent le champ incident sur l’objet, créé par les courants J1, M1 et Es,Hs représentent

le champ diffracté par l’objet. En substituant les expressions des champs internes et externes, les équations

(1.54) et (1.55) deviennent :

− n̂× (E1 + Es) = Ms = 0 (1.56)

n̂× (H1 + Hs) = Js (1.57)
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Les expressions (1.56) et (1.57) peuvent être interprétées comme les conditions aux limites du problème

représenté sur la figure 1.8. L’objet conducteur a été substitué par un autre objet de paramètres constituants

similaires à ceux du milieu extérieur. Les sources J1 et M1, ainsi que le champ créé par elles, ont donné lieu

aux courants superficiels équivalents et aux champs à l’intérieur de l’objet. Ceci est connu comme le principe

d’équivalence, où maintenant existe un seul champ à l’extérieur de l’objet, qui pourrait être déterminé à

partir de Js en utilisant les équations du rayonnement (1.18) et (1.19). Même si apparemment Js dépend de

H1 et de Hs simultanément, d’autres expressions sont dérivées des équations (1.56) et (1.57) qui permettent

d’exprimer Js comme une fonction unique du champ incident.

1.2.6 Équation Intégrale du Champ Électrique

Les problèmes de diffraction peuvent être considérés comme des cas particuliers des problèmes de rayon-

nement où les courants, source du champ électromagnétique diffracté, sont créés par un champ qui illumine

la surface. Ainsi, la méthodologie pour résoudre les problèmes de ce type est bien connue. D’abord il faut

déterminer les courants surfaciques créés par le champ incident. Ensuite il faut utiliser ces courants pour

déterminer le champ diffracté [4]. De ce point de vue, la caractérisation géométrique de l’objet et sa conduc-

tivité est essentielle pour l’application des conditions aux limites et le calcul du rayonnement.

L’équation intégrale du champ électrique, dont EFIE est son acronyme en anglais, permet d’établir la

relation entre le champ électrique incident sur un objet et la distribution de courants créée sur sa surface,

caractérisée par le vecteur densité de courant électrique J. Pour déterminer cette relation, le point de départ

est l’expression du rayonnement électromagnétique (1.19), qui établit que, à partir de la connaissance de la

distribution de courant sur un objet parfaitement conducteur, le champ électrique diffracté par cet objet en

régime harmonique prend la forme :

Es(r) = −jωµ
¨
S

G(r, r′)

[
J(r′) +

1

k2
∇′∇′ · J(r′)

]
dr′ (1.58)

Si l’objet en question est considéré comme parfaitement conducteur, le champ à l’intérieur est nul et le

courant peut exister uniquement sur la surface. Ceci conditionne la relation entre les composantes transverses

du champ électrique à l’extérieur de l’objet. En appliquant le principe d’équivalence et en forçant les conditions

aux limites entre l’intérieur et l’extérieur de l’objet, l’expression suivante est obtenue :

n̂(r)×Es(r) = −n̂(r)×Ei(r) (1.59)

En appliquant l’expression (1.59) dans (1.58) l’expression résultante, (1.60), constitue la EFIE, qui est

fréquemment utilisée dans la résolution des problèmes de diffraction :

n̂(r)×Ei(r) = n̂(r)× jωµ
¨
S

G(r, r′)

[
J(r′) +

1

k2
∇′∇′ · J(r′)

]
dr′ (1.60)
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Cette équation est le résultat de l’application de l’ensemble des éléments et notions d’électromagnétisme

considérés jusqu’à présent et constitue le point de départ de l’application de certaines méthodes de résolution

qui seront présentées.

1.2.7 Diffraction électromagnétique

La diffraction électromagnétique est le phénomène qui a lieu quand une onde électromagnétique illumine

un objet de taille finie et cette onde est diffractée par l’objet dans différentes directions. Alors, le problème

de diffraction par un objet peut être considéré comme un problème de rayonnement, où les courants locaux

qui servent de source au champ diffracté, sont générés par le champ incident sur l’objet.

L’équation intégrale du champ électrique (1.60) exprime la relation entre le champ électrique incident sur

un objet parfaitement conducteur et le courant sur sa surface. Ensuite, l’expression de la solution générale

de l’équation d’onde (1.19) permet de calculer la valeur du champ électrique diffracté à partir du cou-

rant sur la surface de l’objet. Ces deux expressions sont utilisées pour résoudre le problème de diffraction

électromagnétique par un objet considéré comme parfaitement conducteur.

1.2.7.1 Polarimétrie

La figure 1.9 illustre la situation dans laquelle une onde plane, définie sur la base sphérique (k̂i, θ̂i, φ̂i),

éclaire un objet conducteur. Comme résultat, il est créé un champ diffracté par l’objet, exprimé dans la base

(k̂s, θ̂s, φ̂s).

Figure 1.9 – Géométrie du problème de diffraction

Chaque fois qu’il y a des changements brusques ou graduels de l’indice de réfraction du milieu, conséquence

du changement de la permittivité, de la perméabilité ou de la conductivité, comme le cas d’une onde qu’illu-

mine un objet, l’état de polarisation de l’onde peut être transformé et le vecteur de Jones est re-polarisé. De

ce point de vue, un objet peut être considéré comme un transformateur de polarisation.
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Dans des conditions normales, la transformation du vecteur de Jones est linéaire et ce comportement sera

décrit par une matrice appelée matrice de diffraction. Cette matrice caractérise la diffraction par l’objet pour

une configuration émetteur/récepteur donnée.

La matrice de diffraction S, matrice de Sinclair, ou matrice de Jones, relie les composantes du champ

électrique diffracté, en cordonnées sphériques, aux composantes du champ électrique incident. Si les vecteurs

de Jones des champs incident et diffracté sont notés par Ei et Es respectivement, l’expression (1.61) montre

la forme générale de la matrice :

[
Eθs

Eφs

]
=

[
Sθθ Sθφ

Sφθ Sφφ

][
Eθi
Eφi

]
(1.61)

Cette matrice constitue un outil très important pour l’établissement de la signature polarimétrique d’un

objet, car elle détermine la relation entre le champ électrique incident dans la direction de k̂i et le champ

diffracté par l’objet, mesuré dans la direction de k̂s. Ainsi, les champs incident et diffracté, sont définis par

l’expression suivante :

Ei(r
′) = E0ie

−jkk̂i·r′ =




0

Eθi
Eφi


 e−jkk̂i·r′ et Es(r) = E0se

−jkk̂s·r =




0

Eθs

Eφs


 e−jkk̂s·r (1.62)

où

k̂i =



kix

kiy

kiz


 =



− sin(θi) cos(φi)

− sin(θi) sin(φi)

− cos(θi)


 et k̂s =



ksx

ksy

ksz


 =




sin(θs) cos(φs)

sin(θs) sin(φs)

cos(θs)


 (1.63)

Alors, pour déterminer la matrice de diffraction d’un problème il est nécessaire de calculer le champ

électrique diffracté, en cordonnées sphériques, dans la direction de k̂s tout en partant de l’hypothèse que

l’objet est éclairé par un champ électrique, aussi exprimé en cordonnées sphériques, se propageant dans la

direction de k̂i.

Étant donné que le vecteur k̂i est défini en coordonnées cartésiennes, le vecteur de Jones du champ

électrique incident doit être transformé dans le même système de coordonnées afin de calculer le courant J

par l’équation (1.64). Pour cela, la matrice de rotation R̄car(θi, φi) est introduite :



Ex0 i
Ey0 i
Ez0 i


 = R̄car(θi, φi)




0

Eθ0 i
Eφ0 i


 (1.64)

où
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R̄car(θi, φi) =



− sin(θi) cos(φi) cos(θi) cos(φi) sin(φi)

− sin(θi) sin(φi) cos(θi) sin(φi) − cos(φi)

− cos(θi) − sin(θi) 0


 (1.65)

Une fois déterminés les courants de surface J(r′), le vecteur de Jones du champ électrique diffracté, calculé

par l’expression (1.19), est exprimé en coordonnées cartésiennes. Il est donc nécessaire de l’exprimer en coor-

données sphériques pour déterminer la matrice de diffraction. Cette fois, la matrice de rotation R̄sph(θs, φs)

est utilisée après d’avoir effectué l’intégration. Ceci permet de calculer le champ électrique diffracté en coor-

données sphériques. Ainsi :




0

Eθ0s
Eφ0 s


 = R̄sph(θs, φs)



Ex0 s
Ey0 s
Ez0 s


 (1.66)

où

R̄sph(θs, φs) =




sin(θs) cos(φs) sin(θs) sin(φs) cos(θs)

cos(θs) cos(φs) cos(θs) sin(φs) − sin(θs)

− sin(φs) cos(φs) 0


 (1.67)

1.2.7.2 Analyse énergétique

Le phénomène de diffraction électromagnétique, a été analysé jusqu’à présent en utilisant les relations

existantes entre les champs incident et diffracté, qui pour le cas de la diffraction sur un objet parfaitement

conducteur, sont décrites par l’équation du rayonnement (1.19) et l’équation intégrale du champ électrique

(1.60). Ces expressions demandent la résolution des équations intégrales pour calculer le courant sur la

surface de l’objet. Une autre approche, basée sur les relations énergétiques des champs incident et diffracté,

peut-être employée afin d’analyser ce phénomène. Pour cela il vaut mieux comprendre de quelle façon est

générée, stockée, transmise et consommée l’énergie du champ électromagnétique. L’équation de conservation

de l’énergie permet d’observer le comportement de l’énergie du champ électromagnétique à tout instant et à

pour toute région de l’espace. Cette équation est obtenue à partir des opérations réalisées sur les équations

de Maxwell (1.1) et (1.2) écrites dans leur forme intégrale [3]. L’équation instantanée de conservation de

l’énergie, et alors :

‹
S

[E(t, r)×H(t, r)]·ds = −
˚

V

[
E(t, r) · ∂D(t, r)

∂t
+ H(t, r) · ∂B(t, r)

∂t

]
dv−
˚

V

J(t, r)·E(t, r) dv (1.68)

et qui pour un milieu linéaire homogène isotrope non magnétique peut-être réécrite sous la forme suivante :
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‹
S

[E(t, r)×H(t, r)] · ds = − ∂

∂t

˚
V

(
ε||E(t, r)||2

2
+
µ||H(t, r)||2

2

)
dv −

˚
V

J(t, r) ·E(t, r) dv (1.69)

représente les phénomènes énergétiques qui sont présents dans le champ électromagnétique dans un volume

V défini par une surface fermée S. Il est évident que chaque intégrale qui fait partie de l’équation (1.68)

représente une puissance. Alors l’analyse est divisée en trois éléments principaux. Le premier terme du membre

droit de l’expression (1.69) représente la variation de l’énergie stockée par les champs. Le deuxième terme

représente tous les processus de transformation d’énergie (absorption et génération) [3]. Pour les problèmes de

diffraction électromagnétique c’est le membre gauche de l’équation de conservation de l’énergie qui a le plus

d’importance car il caractérise la transmission d’énergie à travers la surface. Cette expression exprime le flux

de puissance qui traverse la surface, alors que la quantité [E(t, r)×H(t, r)] constitue la densité surfacique

de puissance, appelée Vecteur de Poynting et dénoté Π(t, r). Comme conséquence directe de l’équation de

conservation de l’énergie, la puissance du champ électromagnétique traversant une surface S quelconque

peut-être calculée par l’expression suivante :

¨
S

[E(t, r)×H(t, r)] · ds =

¨
S

Π(t, r) · n̂ ds (1.70)

où n̂ est le vecteur unitaire normal à la surface.

Quand les variations des champs sont de forme sinusöıdale, le vecteur de Poynting peut-être déterminé à

partir des expressions complexes des champs sous la forme :

Π(r) = E(r)×H∗(r) (1.71)

où, pour le cas d’une onde plane, il se trouve que ce vecteur, à présent complexe, est orthogonal aux

vecteurs E et H, colinéaire au vecteur d’onde k̂ et sa norme équivaut à la densité de puissance véhiculée par

l’onde [7].

Bien que (1.70) et (1.71) permettent de calculer le flux de puissance instantanée à travers S, en régime

harmonique le calcul de la moyenne temporelle s’avère plus utile d’un point de vue pratique. Cette valeur est

déterminée par l’expression (1.72) :

P =

¨
S

〈Π(r)〉 · n̂ ds (1.72)

où P constitue la puissance moyenne reçue par la surface S et 〈Π(r)〉 est la moyenne temporelle du

vecteur de Poynting calculée par :

〈Π(r)〉 =
1

2
<e [E(r)×H∗(r)] (1.73)
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D’un point de vue énergétique, la diffraction électromagnétique implique l’existence d’une puissance in-

cidente Pi, une puissance diffractée Ps, et pour le cas où la surface n’est pas parfaitement conductrice, une

puissance transmise dans l’objet Pt. En respectant le principe de conservation de l’énergie on a :

Pi = Ps + Pt (1.74)

Elle peut être utilisée comme un outil de validation du modèle. La puissance incidente est déterminée à

partir de l’expression (1.72), qui prend la forme (1.75). Dans le cas d’une surface rugueuse, cette puissance

est définie comme celle reçue sur le plan moyen de la surface, correspondant à une surface lisse [8] :

Pi =

¨
S

〈Πi(r
′)〉 · n̂ ds =

¨
S

1

2
<e [E(r′)×H∗(r′)] · n̂ ds (1.75)

Pour déterminer la puissance diffractée il suffit de faire aussi appel à l’expression (1.72). L’onde diffractée

étant sphérique, cette puissance de manière générale peut être considérée comme reçue par la surface fermée

qui délimite un volume sphérique de rayon “r” qui contient la surface S dans son centre. Dans le repère

sphérique (r, θs, φs) l’élément de surface ds présent dans (1.72) devient :

ds = r2 sin(θs) dθs dφs n̂′ (1.76)

où n̂′ est le vecteur unitaire normal à la surface considérée et θs et φs balayent tous les angles de diffraction

possibles. Si l’hypothèse de champ en champ lointain est satisfaite, le vecteur d’onde du champ diffracté k̂s

est colinéaire au vecteur n̂′. Alors, cette puissance s’écrit :

Ps =

ˆ 2π

0

ˆ π

0

〈Πs(r)〉 · n̂′ r2 sin(θs) dθs dφs =

ˆ 2π

0

ˆ π

0

|| 〈Πs(r)〉 || r2 sin(θs) dθs dφs (1.77)

1.2.7.3 Coefficient de diffraction

Différentes grandeurs sont utilisées afin d’analyser les relations entre la puissance incidente et la puissance

diffractée. Dans l’hypothèse où l’onde incidente et l’onde diffractée sont en champ lointain et sont des ondes

se propageant dans un milieu assimilé au vide : à partir de l’expression (1.62) pour le champ incident, en

prenant en compte la proportionnalité entre champ diffracté et champ incident, l’expression pour une onde

localement plane du champ diffracté peut-être écrite sous la forme [7] :

Es(r) = f(k̂s, k̂i)E0i

e−jkr

r
(1.78)

où f(k̂s, k̂i) est la fonction d’amplitude de diffraction depuis la direction k̂i vers la direction k̂s. Le champ

magnétique associé à l’onde incidente est :
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Hi(r
′) =

1

η0
k̂i ×Ei(r

′) (1.79)

où η0 est l’impédance d’onde du vide. Ceci permet d’exprimer le vecteur de Poynting de l’onde incidente

comme :

〈Πi(r
′)〉 =

1

2
<e (Ei(r

′)×H∗i (r
′)) =

||E0i||2
2η0

k̂i (1.80)

où le terme ||E0i||2/2η0 = || 〈Πi(r
′)〉 ||, et la puissance incidente prend la forme :

Pi =

¨
S

||E0i||2
2η0

k̂i · n̂ ds (1.81)

De façon similaire, le champ magnétique de l’onde diffractée prend la forme :

Hs(r) =
1

η0
k̂s ×Es(r) (1.82)

et le vecteur de Poynting :

〈Πs(r)〉 =
1

2
<e (Es(r)×H∗s(r)) =

||E0s||2
2η0

k̂s (1.83)

où le terme ||E0s||2/2η0 = || 〈Πs(r)〉 ||. En utilisant l’équation (1.78) pour substituer ||Es(r)|| dans (1.83),

le vecteur de Poynting de l’onde diffractée devient :

〈Πs(r)〉 =
|f(k̂s, k̂i)|2

r2
||E0i||2

2η0
k̂s =

|f(k̂s, k̂i)|2
r2

|| 〈Πi(r
′)〉 || k̂s (1.84)

L’équation (1.84) permet de comprendre que, déterminer la relation entre le champ diffracté et le champ

incident, d’un point de vue énergétique, peut s’avérer plus pertinent le calcul directe des champs.

Par définition le coefficient de diffraction réel ou coefficient de diffraction (dénoté ici par σcd) est le rap-

port, en termes de puissance, entre le champ diffracté dans un angle solide autour de la direction d’observation

k̂s, défini par dΩ = sin(θs) dθs dφs, et le champ incident provenant de la direction k̂i. Alors, à partir de (1.76)

et (1.83), la puissance traversant l’élément de surface défini par l’angle solide dΩ à la distance r est :

dPs = || 〈Πs(r)〉 || r2 sin(θs) dθs dφs (1.85)

où par simple inspection, le terme || 〈Πs(r)〉 || r2 est identifié comme la puissance diffractée dans l’angle
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solide dΩ. En suivant la définition de σcd(k̂s, k̂i) :

σcd(k̂s, k̂i) = lim
r→∞

|| 〈Πs(r)〉 || r2
Pi

, (1.86)

le rapport de l’expression (1.87) est obtenu :

Ps
Pi

=

ˆ 2π

0

ˆ π

0

σcd(k̂s, k̂i) sin(θs) dθs dφs (1.87)

valable uniquement pour le cas d’une surface illuminée par un faisceau d’ondes planes traité ici.

1.2.7.4 Surface Équivalente Radar

Un autre paramètre très important, utilisé couramment pour l’analyse de la diffraction et la caractérisation

de la réflectivité d’un objet, est la Surface Équivalente Radar (SER, dénotée ici par σ). Cette grandeur, qui

repose sur des concepts énergétiques définis auparavant, conserve une relation très forte avec le coefficient de

diffraction, mais à la différence de σcd qui est sans dimension, σ est homogène à des m2. Par définition, la

SER établie le rapport entre les densités de puissances diffractée et incidente en champ lointain à partir de

l’expression [7] :

σ(k̂s, k̂i) = lim
r→∞

4πr2
|| 〈Πs〉 ||
|| 〈Πi〉 ||

(1.88)

Comme il n’est pas nécessaire de réaliser le calcul de la puissance incidente sur l’objet, mais qu’il suffit

de connaitre la densité de puissance incidente, σ constitue un paramètre plus pertinent pour quantifier la

diffraction par des objets de géométrie complexe, tandis que σcd trouve une application dans la diffusion par

des surfaces rugueuses.

Une autre définition de σ établit que cette grandeur équivaut à la surface perpendiculaire à la direction

d’incidence qui, étant illuminée par la même densité de puissance et en la diffractant de façon isotrope,

produit au récepteur une densité de puissance égale à celle diffractée par l’objet d’origine. Cette définition

peut être vérifiée à partir du principe de conservation de l’énergie. Si un objet parfaitement conducteur est

considéré, la relation d’égalité Pi = Ps donne que :

Pi =

¨
σ

|| 〈Πi〉 || k̂i · n̂ dσ =

ˆ 2π

0

ˆ π

0

|| 〈Πs〉 || k̂s · n̂′ r2 sin(θs) dθs dφs = Ps (1.89)

Il faut noter qu’à partir de la définition donnée, les vecteurs k̂i et k̂s sont respectivement colinéaires aux

vecteurs normaux aux surfaces de l’objet n̂′ et de mesure n̂. La condition d’isotropie impose une densité de

puissance diffractée constante sur toute la surface de mesure et la densité de puissance incidente est considérée
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comme identique sur toute la surface de l’objet illuminé. Ces considérations permettent d’exprimer (1.89)

sous la forme :

|| 〈Πi〉 ||
¨
σ

dσ = || 〈Πs〉 ||
ˆ 2π

0

ˆ π

0

r2 sin(θs) dθs dφs (1.90)

et d’arriver à une expression de σ équivalente à celle de (1.88) :

|| 〈Πi〉 ||σ = || 〈Πs〉 ||4πr2 (1.91)

A partir des équations (1.80) et (1.83), l’expression (1.88) peut-être réécrite en fonction des amplitudes

des champs comme :

σ(k̂s, k̂i) = lim
r→∞

4πr2
||E0s||2
||E0i||2

(1.92)

La SER est une grandeur homogène à des m2. Dans la littérature spécialisée sa valeur est souvent exprimée

en décibels par rapport à 1m2 (dBm2) déterminée par σdBm2 = 10 log σm2 . D’autre part, l’expression (1.92)

permet de calculer σ sous forme de valeur unique dépendant des densités de puissances, par contre, comme

conséquence de la linéarité des équations de Maxwell les états de polarisation d’incidence et diffraction

peuvent être prises en compte. Ceci permet d’obtenir une matrice de 2 × 2 valeurs de SER dépendantes de

chaque combinaison possible de ces états de polarisations sous la forme :

σ̄(k̂s, k̂i) =

[
σθθ σθφ

σφθ σφφ

]
=

[
σV V σV H

σHV σHH

]
(1.93)

Dans ce format, σsi indique la valeur de la SER selon une polarisation i de l’onde incidente et une

polarisation s de l’onde diffractée. A partir de (1.92), l’équation (1.93) peut-être écrite de la manière suivante :

σ̄(k̂s, k̂i) = lim
r→∞

4πr2



|Eθs |2
|Eθi |2

|Eθs |2
|Eφi |2

|Eφs |2
|Eθi |2

|Eφs |2
|Eφi |2


 (1.94)

En regardant l’équation (1.61) il est évident qu’il existe une relation entre la matrice de diffraction et la

matrice de SER. Cette relation est définie par l’expression (1.95) :

σ̄(k̂s, k̂i) = lim
r→∞

4πr2

[
|Sθθ|2 |Sθφ|2
|Sφθ|2 |Sφφ|2

]
(1.95)

Il existe aussi une relation entre σcd et σ. La similarité des expressions (1.86) et (1.92) permet de la
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déterminer. Pour une surface rugueuse, dont la puissance incidente est équivalente à celle reçue par le plan

moyen de la surface, qui correspond à une surface lisse de taille S, la relation entre la taille des éléments de

surface de la surface d’origine et la surface projetée de taille σ est :

cos(θi) ds = dσ (1.96)

En utilisant l’expression (1.81) pour calculer Pi dans l’équation (1.86) et en considérant une densité de

puissance homogène sur les deux surfaces, la relation Pi = || 〈Πi〉 ||S cos(θi) = || 〈Πi〉 ||σ est obtenue. Alors

la relation entre le coefficient de diffraction et la SER est établie sous la forme :

σcd(k̂s, k̂i) = lim
r→∞

|| 〈Πs〉 || r2
Pi

= lim
r→∞

|| 〈Πs〉 || r2
|| 〈Πi〉 ||S cos(θi)

=
σ

4π cos(θi)S
(1.97)

Cette expression montre que le coefficient de diffraction correspond à une normalisation près de la SER

par rapport à la taille de l’objet illuminé, c’est pourquoi cette grandeur est aussi connue sous le nom de

Surface Équivalente Radar Normalisée (SERN).

Concernant la SER, divers facteurs sont susceptibles d’affecter sa valeur, notamment : la forme de l’objet

et son orientation par rapport aux vecteurs k̂s et k̂i, la structure et la composition des matériaux constituants

l’objet et la longueur d’onde. Par convenance, lors du calcul de la SER le champ électrique de l’onde incidente

est souvent considéré d’amplitude unitaire.

1.2.7.5 Coefficient de diffraction complexe

Une autre grandeur est définie dans ce travail afin de faciliter la visualisation de la structure du champ

électrique diffracté et sa relation avec la SER et le champ incident. Cette grandeur, appelée ici Coefficient de

Diffraction Complexe, et notée par ρcd, est définie de telle façon que :

σ̄(k̂s, k̂i) =

[
|ρcdθθ |2 |ρcdθφ |2
|ρcdφθ |2 |ρcdφφ |2

]
(1.98)

Ainsi, à partir de l’équation (1.92), le coefficient de diffraction complexe prend la forme :

ρ̄cd =

[
ρcdθθ ρcdθφ
ρcdφθ ρcdφφ

]
= 2r

√
π




Eθ0s
Eθ0i

Eθ0s
Eφ0i

Eφ0s
Eθ0i

Eφ0s
Eφ0i


 (1.99)

Ce coefficient permet de considérer l’information de phase du champ diffracté relative à la phase du champ

incident. La même hypothèse d’amplitude unitaire du champ électrique incident peut être faite. Concernant

la relation entre les coefficients de diffraction, réel et complexe, à partir des expressions (1.97) et (1.98), il est
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très simple d’établir que, pour une surface rugueuse dont le plan moyen a une surface S, illuminée par une

onde plane en champ lointain :

σcd 4π cos(θi)S = ||ρcd||2 (1.100)

Cette grandeur est homogène à des m et sa valeur sera exprimée en décibels par rapport à 1m, noté ici

dB et calculé par la relation ρcddB
= 10 log ρcdm . Comme pour la SER ou le coefficient de diffraction réel,

le coefficient de diffraction complexe est exprimé sous forme matricielle afin de prendre en compte l’état de

polarisation des ondes incidente et diffractée.

1.3 Surfaces rugueuses

L’étude de la diffusion des ondes électromagnétiques par une surface de mer nécessite la caractérisation

précise de ce type de surface. Dans cette section sont présentés différents outils statistiques employés pour la

caractérisation des surfaces rugueuses aléatoires et son utilisation dans le cas particulier de la surface de mer.

Les plus importants étant la fonction de densité de probabilité des hauteurs, la fonction d’autocorrélation

spatiale des hauteurs et le spectre des hauteurs. Ensuite, on décrit le processus de formation des vagues sur la

surface de mer à partir de l’action du vent, ainsi que la transmission de ces ondes mécaniques dans un milieu

dispersif tel que l’eau dans le but de comprendre ses particularités. Différents modèles spectraux utilisés dans

la caractérisation de la surface de mer sont mentionnés.

1.3.1 Description statistique des surfaces rugueuses

L’impossibilité de connâıtre de manière déterministe l’évolution d’une surface rugueuse aléatoire impose

l’emploi d’outils statistiques afin de décrire son comportement. A cet effet, une surface rugueuse comme celle

de la mer peut être assimilée à un processus aléatoire, du fait de l’existence de la rugosité, et stochastique car

c’est un processus variable dans le temps. Alors, il est possible de décrire son comportement spatio-temporel

à travers un processus aléatoire de type z(r, t), dont r(x, y) représente le vecteur de position sur le plan

moyen de la surface dans un repère cartésien et t la composante temporelle. En particulier dans ce travail,

on se limitera aux processus aléatoires, stationnaires et ergodiques. Alors, bien qu’une surface de ce type ne

puisse pas être connue avec exactitude, différentes moyennes statistiques déterministes sont utilisées sous sa

description [7], [9], [10], [11].

Le caractère stationnaire d’un processus aléatoire est déterminé par l’invariabilité dans le temps de ses

moyennes statistiques. Dans un sens moins rigoureux on appelle stationnaire un processus aléatoire dont

la valeur moyenne et sa fonction d’autocorrélation, qui sera introduite par la suite, sont indépendantes du

temps. L’ergodicité impose que les moyennes statistiques spatiales sont égales aux moyennes temporelles.

Ceci implique que la surface peut être décrite de façon univoque par un processus de type z(x, y) [9].

Comme conséquence de son caractère stationnaire et ergodique la connaissance de la densité de probabilité
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des hauteurs et de la fonction d’autocorrélation spatiale des hauteurs, ou le spectre des hauteurs, suffisent

pour la description des surfaces rugueuses de ce type.

1.3.1.1 Densité de probabilité des hauteurs

La fonction densité de probabilité (PDF) des hauteurs [7], [9], [10], [11], aussi nommée distribution des

hauteurs et déterminée par l’équation suivante, représente la distribution statistique des hauteurs de la surface

rugueuse et contient trois paramètres essentiels : z0, σh et le type de densité :

ph(z) =
1

σh
√

2π
e
−
(
z−z0
2σh

)2

(1.101)

z0 représente la valeur moyenne de la PDF des hauteurs qui représente également la hauteur du plan moyen

de la surface, habituellement choisie z0 = 0 par simplicité. σh est l’écart type des hauteurs par rapport à z0.

Le type de densité peut être gaussienne, exponentielle, lorentzienne ou autre. Dans le cas traité ici, et du

fait de l’exclusion des phénomènes non linéaires comme le déferlement des vagues ou le fetch [9], la PDF des

hauteurs est considérée comme étant gaussienne. Ceci implique que 99.73% des hauteurs se trouvent entre

z0 − 3σh et z0 + 3σh. D’autres expressions sont utilisées pour les distributions exponentielle et lorentzienne.

La PDF des hauteurs vérifie la condition :

〈1〉 =

ˆ +∞

−∞
ph(z)dz = 1 (1.102)

Sa valeur moyenne, ou moyenne statistique d’ordre un, est déterminée par l’expression suivante :

〈z〉 =

ˆ +∞

−∞
zph(z)dz = z0 (1.103)

La variance ou moyenne statistique d’ordre deux correspond à la moyenne des valeurs au carré des hauteurs

notée sous la forme
〈
(z − z0)2

〉
=
〈
(z)2

〉
, puisque z0 = 0, et définie par l’équation :

〈
z2
〉

=

ˆ +∞

−∞
z2ph(z)dz = σ2

h (1.104)

L’écart type des hauteurs σh, aussi nommé hauteur RMS (Root Mean Square), est lié à la variance par

σh =
√
〈z2〉.

1.3.1.2 Fonction d’autocorrélation spatiale des hauteurs

La fonction d’autocorrélation spatiale des hauteurs est définie par l’équation suivante [7], [9], [10], [11] :
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Wh (rd) = 〈z(r1)z(r2)〉 = lim
Xs,Xy→+∞

1

XsYs

ˆ +Xs/2

−Xs/2

ˆ +Ys/2

−Ys/2
z(r1)z(r2) dxdy (1.105)

Elle exprime la corrélation spatiale des hauteurs entre deux points sur la surface en fonction de la distance

horizontale entre ces points. En définissant cette distance sous la forme rd = r2–r1, oú r2 et r1 sont les

vecteurs de positions des points sur le plan définie par les vecteurs x̂etx̂, la valeur maximale de la fonction

d’autocorrélation (σh) a lieu pour rd = 0. Dans ce travail les surfaces rugueuses considérées seront supposées

avoir une fonction d’autocorrélation des hauteurs gaussienne, mais, de même que la PDF des hauteurs, elle

peut être exponentielle, lorentzienne ou d’autre type. Des paramètres très importants qui peuvent être extraits

de cette fonction sont les longueurs d’autocorrélation selon les axes x̂, ŷ.

Dans l’expression ci-dessus les variables Xs et Ys représentent les dimensions de la surface considérée

selon les axes x̂ et ŷ respectivement. L’hypothèse d’ergodicité retenue permet d’exprimer la fonction d’auto-

corrélation comme Wh(rd) = 〈z(r1)z(r1 + rd)〉. Elle peut être normalisée par l’écart type des hauteurs afin

d’obtenir un coefficient dont la valeur maximale est l’unité et s’exprime sous la forme :

Ch (rd) =
〈z(r1)z(r2)〉

σh
(1.106)

La distance de corrélation mentionnée dans le paragraphe précédent correspond a la distance selon x̂ et

ŷ pour laquelle la fonction d’autocorrélation, prend une valeur égale à son maximum multipliée par 1/e. Ce

paramètre, aussi nommé échelle de rugosité horizontale de la surface, est défini indépendamment pour chaque

direction (x̂ et ŷ). L’expression suivante représente précisément la fonction d’autocorrélation des hauteurs

en fonction des distances d’autocorrélation pour le cas d’une surface bidimensionnelle.

Wh (x, y) = σ2
he

(
− x2

L2
cx
− y2

L2
cy

)
, (1.107)

Lcx et Lcy étant les distances d’autocorrélation selon les directions x̂ et ŷ.

1.3.1.3 Spectre des hauteurs

Alors que la PDF des hauteurs et la fonction d’autocorrélation spatiale des hauteurs suffisent pour la

caractérisation complète d’une surface dite gaussienne, très fréquemment le concept de spectre des hauteurs

est utilisé dans la littérature pour la description de ces surfaces. Calculée comme la transformée de Fourier

spatiale de la fonction d’autocorrélation spatiale (théorème de Wiener-Khintchine) par l’expression ci-dessous,

cette fonction peut être interprétée comme la densité de puissance spatiale de la surface [7], [9], [10], [11] :

Sh(km) = TF [Wh (rd)] =

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
Wh (rd) e−jkm·rddrd (1.108)

oú km est le vecteur d’onde de la surface mentionné précédemment (à ne pas confondre avec le vecteur
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d’onde électromagnétique), ou vecteur fréquence spatiale par cycle, homogène à des rad/m. Cette relation

impose que la fonction d’autocorrélation spatiale des hauteurs soit paire afin d’avoir un spectre des hauteurs

réel. De plus, la valeur de Wh (0) =
〈
z(r1)2

〉
= σ2

h, qui correspond à la variance des hauteurs de la surface,

peut-être interprétée comme une puissance.

D’autres paramètres tels que l’écart type des pentes, le rayon de courbure moyen de la surface ou la distance

moyenne entre deux pics consécutifs, sont utilisés aussi dans la caractérisation des surfaces rugueuses. Ainsi,

il existe d’autres outils statistiques tels que la densité de probabilité des pentes ou la fonction caractéristique

des hauteurs.

1.3.2 Particularité de la surface de mer

Dans le contexte des surfaces rugueuses, la surface de mer occupe une place particulière du fait qu’il s’agit

d’un milieu avec des variations spatio-temporelles résultant fondamentalement de l’interaction du vent et la

surface de l’eau. Ceci donne lieu à un échange d’énergie air-eau qui crée des ondes mécaniques dans l’eau

(vagues). Ces ondes interagissent entre elles de forme complexe donnant lieu à des transferts d’énergie dont la

modélisation déterministe est impossible. Il ne s’agit pas d’une surface rugueuse statique ou même périodique,

mais d’une surface en changement permanent et aléatoire. On parle d’un processus aléatoire stochastique,

contrôlé par des variables telles que la température, la pression atmosphérique, la salinité et surtout par la

vitesse du vent .

Le vent constitue la source des vagues. En effet, lorsque le vent rentre en contact avec la surface de

mer, des ondes mécaniques de courte longueur d’onde sont créées. Ces ondes se propagent à la surface sous

forme de petites vagues ou vaguelettes (rugosité de courte échelle). Il est particulièrement facile d’apprécier

ce phénomène quand une rafale de vent vient souffler sur une mer calme. Elles sont nommées vagues de

capillarité et sont caractérisées par une amplitude très limitée, et par le fait qu’elles disparaissent vite après

l’arrêt du vent qui les a créés. Leur disparition est due à la tension superficielle de l’eau. L’expression de

dispersion suivante caractérise leur comportement [9] :

ω2
m =

τm
ρm

k3m tanh (kmd) (1.109)

ωm étant la pulsation de l’onde en rad/s, τm = 74.103N/m étant la tension superficielle de l’eau et

ρm = 103 sa masse volumique. d est la profondeur de l’eau en mètres et km est la norme du vecteur d’onde de

la surface (de l’onde mécanique) et répond à la relation km = 2π/λm, où λm représente la longueur d’onde

aussi en mètres.

Sous condition que le vent continue de souffler, ces vagues primaires continueront de grandir en amplitude

et leur longueur d’onde augmentera grâce au transfert non linéaire d’énergie entre vagues, donnant lieu

à la naissance d’un deuxième type de vagues. Celles-ci prennent le nom de vagues de gravité. Elles sont

caractérisées par une longueur d’onde et une amplitude plus grandes que les vagues de capillarité (rugosité a

longue échelle). Elles sont caractérisées par l’expression suivante [9] :
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ω2
m = gkm tanh (kmd) (1.110)

où g = 9.8 m/s2 représente l’accélération de la pesanteur.

Les vagues de gravité peuvent atteindre un régime stationnaire lorsque le vent qui les a créés souffle

pendant un temps suffisamment long et elles ne disparaissent pas rapidement après qu’il s’arrête de souffler.

Ces vagues peuvent voyager sur des longues distances et peuvent se propager très loin de leur endroit d’origine.

On distingue alors deux régimes de vagues de gravité. La mer de vent, formée par les vagues levées par le

vent à leur endroit de formation et la houle. Celle-ci est formée par les vagues d’une ancienne mer de vent et

dont la période, très constante, est plus grande que celle de la mer de vent. L’amplitude de la houle est plus

petite.

Des phénomènes non linéaires, tel que le déferlement, ont lieu à des vitesses de vent très élevés ou dans

des zones peu profondes. On les négligera dans de ce travail car on considère ici uniquement des surfaces

rugueuses pouvant être assimilées à une surface située en pleine mer sous des régimes de vents faibles à

modérés.

1.3.2.1 Modèles de spectre

D’un point de vue statistique, la surface de mer constitue un cas complexe de surface rugueuse dont la

description ne s’accorde pas exactement aux caractéristiques des surfaces gaussiennes qui viennent d’être

décrites. En effet, l’existence des deux échelles de rugosité (vagues de gravité et vagues de capillarité) affecte

principalement le spectre des hauteurs de la surface. Un modèle composite qui prend en compte ces deux

échelles de rugosité s’avère nécessaire. Ainsi, la surface de mer est décrite par les paramètres σh = σhg + σhc

et Wh (rd) = Whg (rd) + Whc (rd) où l’indice g ou c indique l’échelle de rugosité considérée (gravité ou

capillarité respectivement) [7], [9], [10], [11].

Alors que les premiers modèles théoriques de surfaces de mer ont été développés dans les années 70, ils

étaient complètement empiriques et mono-dimensionnels et ne considéraient pas le caractère multi-échelle

de la rugosité de ce type de surface. Les premiers modèles de spectres dits globaux, sont apparus plus tard,

dans les années 1980 et 1990 [9]. On y trouve des exemples des modèles encore incomplets comme celui de

Pierson [9], [12], ou encore celui de John R. Apel [9], [13]. En 1997 un nouveau modèle de spectre a été établi

par Elfouhaily, Chapron, Katsaros et Vandemark [9], [14]. Il constitue une synthèse des travaux effectués

pendant les vingt années précédentes et prend en compte des critères empiriques et théoriques non inclus

dans les modèles existants, comme la notion de fetch. Il est une référence encore aujourd’hui et a été validé

par des mesures expérimentales. Ce modèle permet de réaliser la description spectrale bidimensionnelle ou

monodimensionnelle d’une surface de mer à partir de la connaissance de la vitesse du vent (exprimée en m/s)

mesurée à une distance déterminée au-dessus du niveau de la mer.

La description de la surface de mer présentée, montre qu’il s’agit d’une surface multi-échelle, c’est à dire,

que la période spatiale des vagues peu s’étendre du centimétre au décamètre, soit 3 décades. Ainsi, pour

inclure toutes les échelles de rugosité il est nécessaire de générer une surface de mer d’aire approximative
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50 m × 50 m. Si la longueur d’onde Radar est de λ0 = 10 cm, et le pas d’échantillonnage de la surface est

λ0/10 = 1 cm, la matrice impédance (voir chapitre 2), résultant de la discrétisation du problème sera de

l’ordre de (3× 5000)× (3× 5000).

Au cours de cette thèse nous n’avons pas réussi à atteindre cette objectif. En effet, nous avons considéré

uniquement une surface dite “mono-échelle”, avec une longueur de corrélation et fonction d’autocorrélation

des hauteur gaussiennes.

1.4 Méthodes de calcul en électromagnétisme

Quand il s’agit de résoudre le problème de la diffraction électromagnétique, un grand nombre de méthodes

avec plusieurs variantes sont disponibles. Chaque méthode exhibe des avantages et des inconvénients. Diffé-

rents éléments peuvent être pris en compte pour sélectionner la plus adéquate pour une application spécifique.

La précision de calcul, le temps de convergence, l’utilisation de l’espace mémoire, l’applicabilité aux conditions

physiques du problème, sont des aspects à analyser avant de sélectionner une méthode spécifique.

Trois familles de méthodes existent. D’abord, les méthodes analytiques, qui utilisent des expressions

déterministes de la géométrie des objets et de la distribution de courants, sont les plus précises. Elles

servent à déterminer les champs à partir de la solution analytique des équations de Maxwell et des équations

intégrales. La deuxième famille est constituée par des méthodes rigoureuses. Ces méthodes sont généralement

employées pour cerner le domaine de validité des méthodes approximatives mais aussi pour la résolution

précise des problèmes à fréquences modérées. Dû au niveau de précision, elles sont généralement appliquées

aux problèmes de petite taille électrique, comme la conception d’antennes, car ces méthodes demandent

généralement beaucoup de ressources informatiques. Elles n’introduisent pas d’approximations implicites

au-delà de la discrétisation du problème.

La dernière famille est formée par les méthodes approximatives, aussi appelées méthodes haute fréquence

ou asymptotiques, car elles introduisent plusieurs approximations dans le problème de base afin de garantir

sa résolution rapide. Bien entendu, ces méthodes sont limitées en précision mais leur point fort réside dans

leur rapidité. De plus, elles doivent être appliquées dans leur domaine de validité.

1.4.1 Méthodes analytiques

Comme le nom l’indique, ces méthodes donnent la réponse exacte du problème de diffraction électro-

magnétique car les équations des champs sont résolues de façon analytique. Par contre elles sont très limitées

quant à leur applicabilité. Il est nécessaire de connâıtre les expressions analytiques des distributions des

courants sur la surface, ce qui est impossible pour la plupart des cas. Même si dans le contexte de la diffraction

d’ondes par des surfaces rugueuses son applicabilité est nulle, son utilisation peut être envisagée afin de valider

la précision d’autres méthodes numériques sur des géométries canoniques. Leur applicabilité est limitée à

quelques problèmes canoniques comme le cylindre de longueur infinie et la sphère, qui constituent les modèles

de référence canoniques en 2D et 3D respectivement.
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1.4.2 Méthodes asymptotiques

La résolution de problèmes de diffraction électromagnétique sur des géométries complexes est difficile ou

impossible par une méthode analytique. Des approximations sont alors introduites pour résoudre le problème.

Cela donne lieu à différents types de méthodes qui peuvent être regroupées dans deux sous-familles : celles

qui établissent un développement asymptotique du champ rayonné à grande distance et celles qui se basent

sur un développement asymptotique du courant induit sur la surface de la cible.

Parmi les méthodes orientées “rayon” se trouvent la Théorie Géométrique de la Diffraction, l’Optique

Géométrique et la Théorie Uniforme de la Diffraction. Ces techniques se basent sur une description optique

du champ à partir de l’hypothèse que la taille de l’objet considéré est très grande par rapport à la longueur

d’onde. Les techniques orientées courant comptent pour leur part l’Optique Physique, la Théorie Physique

de la Diffraction et la Méthode des Courants Équivalents. Pour la nature de ce travail de recherche, dont la

précision de la méthode est le principal besoin, les méthodes asymptotiques sont écartées.

1.4.3 Méthodes numériques

Aussi connues par le terme de méthodes rigoureuses ou exactes, dû au fait qu’elles n’introduisent pas de

simplifications sur les équations, ces méthodes se basent sur une numérisation du problème. Ces types de

méthodes ont été traditionnellement limités à la résolution de problèmes de petite taille électrique, normale-

ment quelques longueurs d’onde pour de géométries ne nécessitant d’un maillage, mais avec le développement

des capacités des calculateurs les limitations commencent à reculer. Ce constat est à l’origine de ce travail de

thèse.

La première méthode analysée est celle des Différences Finies ou FDM. L’application de cette méthode

est très simple. Elle consiste à discrétiser le domaine de solution avec des grilles rectangulaires, ou courbes

dans le cas de certaines variations de la méthode, très uniformes. Dans chaque case de la grille, les opérateurs

différentiels des équations de Maxwell sont approximés par une série de Taylor. Ses principaux avantages

sont la prise en compte de milieux non linéaires et non homogènes et qu’aucune matrice impédance ne doit

être sauvegardée, ce qui permet la résolution de systèmes assez larges. Par contre cette méthode a besoin

d’un maillage volumique du problème ce qui est inutilement volumineux pour les problèmes de diffraction

par des objets parfaitement conducteurs. La caractérisation du domaine de solution avec un maillage régulier

a comme résultat un manque de précision de la méthode pour l’application à des géométries présentant de

grandes courbures. Pour finir il faut mentionner qu’elle souffre des problèmes de dispersion numérique et du

besoin de tronquer le domaine de calcul [85].

La deuxième méthode dans ce groupe des méthodes numériques est celle des Éléments Finies ou FEM.

Elle est utilisée pour résoudre des problèmes électromagnétiques sous forme différentielle [3]. À la différence

de la FDM, le maillage est mieux adapté pour des géométries complexes et en plus elle ne présente pas de

problèmes de dispersion numérique. En revanche cette méthode demande beaucoup de temps de calcul et

d’espace mémoire. Ses principales limitations, concernant l’utilisation dans des problèmes de diffraction, sont

le besoin d’un maillage volumique comme la FDM et le besoin de tronquer également le domaine de calcul.
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La Méthode des Moments ou MdM, quant à elle, compte dans ses avantages de pouvoir résoudre des

problèmes volumiques ou surfaciques. La liberté de choix des fonctions de base et de test la rend très appro-

priée pour les géométries complexes. Parmi ses points faibles se trouve le besoin élevé d’espace mémoire et

de possibles problèmes de convergence si les singularités présentes dans les équations intégrales ne sont pas

bien traitées. Parmi les méthodes exactes, la MdM est la plus appropriée pour les problèmes de diffraction

et de rayonnement en présence de milieux homogènes.

1.5 La Méthode des Moments

La Méthode des Moments (MdM) est une technique numérique permettant de convertir des équations

intégro-différentielles en un système matriciel linéaire. C’est le travail de Harrington [15] qui a rendu célèbre

l’application de cette méthode en électromagnétisme.

La formalisation de la méthode commence par le problème général [4], [15] :

L(f) = g (1.111)

où L est un opérateur linéaire, g est une fonction d’excitation connue et f est une fonction inconnue. Une

projection de f est d’abord réalisée :

f =

N∑

n=1

anfn (1.112)

où an sont des coefficients de pondération inconnus et fn des fonctions connues. Comme L est un opérateur

linéaire l’équation (1.111) peut-être exprimée comme

N∑

n=1

anL(fn) ≈ g (1.113)

dont l’erreur d’approximation est égale au résidu :

ξ = g −
N∑

n=1

anL(fn) (1.114)

Les fonctions fn, appelées fonctions de base, sont choisies de façon à décrire au mieux le comportement

de la fonction f dans le domaine de solution du problème. Le produit scalaire entre une fonction de test et

une fonction de base est défini de la manière suivante :
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〈fm, fn〉 =

ˆ
fm

fm(r) ·
ˆ
fn

fn(r′)dr′dr (1.115)

En posant la condition que le produit scalaire entre les fonctions de test et le résidu ξ soit nul, l’expression

(1.111) devient

N∑

n=1

an 〈fm, L(fn)〉 = 〈fm, g〉 (1.116)

résultant en une équation matricielle de taille N ×N de type Za = b [4], [15], où

Zmn = 〈fm, L(fn)〉 (1.117)

bm = 〈fm, g〉 (1.118)

La MdM donne la liberté de choisir le type de fonction de test à utiliser et de ce choix dépend la possibilité

d’obtenir des solutions correctes. La méthode de Galerkin est très souvent utilisée. Elle consiste à choisir

comme fonctions de test les mêmes fonctions que les fonctions de base. Ceci permet d’accélérer le calcul de

la matrice impédance qui devient ainsi une matrice symétrique. Quant au type de fonctions de base, vue la

nature du problème, dont la surface en 3D est aléatoirement rugueuse et considérée parfaitement conductrice,

les fonctions RWG sont utilisées [16]. Ces fonctions s’appuient sur un maillage triangulaire et donc elles se

conforment bien à la surface. En plus les fonctions RWG sont des fonctions vectorielles donc bien adaptées

pour modéliser des courants.

1.6 État de l’art

Le laboratoire IETR de Nantes compte une longue et forte expérience dans l’étude de la modélisation de

la diffusion d’ondes électromagnétiques par des milieux aléatoires rugueux, en particulier le milieu maritime.

De nombreux travaux de thèse et d’articles publiés [7], [8], [17], [18], [19], [20] permettent de prendre la

mesure de l’importance du sujet pour le laboratoire. Le choix de réaliser la modélisation sur une surface 2D

(problème 3D) est, en partie, la continuité logique des travaux du laboratoire portant sur la modélisation

rigoureuse de la diffraction par des surfaces rugueuses monodimensionnelles [18], [20].

L’étude de l’état de l’art sur la modélisation rigoureuse de la diffusion électromagnétique vise l’identifica-

tion et analyse des méthodes numériques rigoureuses utilisées dans ce contexte, étant les seules permettant

de relever ce défi pour des géométries complexes avec précision. Ainsi, ces méthodes peuvent être séparées

en deux groupes [21]. Le premier groupe permet de résoudre des équations aux dérivées partielles à l’aide

de la méthode des Différences Finies (FDTD) et de la méthode des Éléments Finies (FEM). L’autre groupe
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de méthodes s’appuie sur la résolution des équations intégrales et comprend toutes les méthodes basées sur

la Méthode des Moments (MdM). Les caractéristiques du problème de la diffraction électromagnétique par

une surface de mer de grande étendue, parfaitement conductrice et homogène, rendent plus pertinente une

approche par des équations intégrales de frontière résolues par la MdM.

La MdM transforme l’équation intégrale de frontière par un système linéaire de type Za = b, dans

lequel la matrice d’impédance Z doit être inversée pour déterminer la densité de courant, a sur la surface.

Cependant, la solution directe du système linéaire, à travers la décomposition LU de la matrice impédance, est

classiquement limitée par une complexité O(N3) et O(N2) en temps CPU et en mémoire, respectivement, N

étant le nombre d’inconnues du problème. En dépit des performances actuelles des ordinateurs, ces complexités

rendent impossible la résolution des problèmes de grande taille électrique (quelques dizaines de longueur

d’onde avec un échantillonnage à λ0/10), où le nombre d’inconnues peut atteindre quelques millions.

Plusieurs techniques d’accélération et de compression ont été développées ces dernières années et une

approche très utilisée est le recours à une résolution itérative. Ces techniques visent à résoudre le problème

par un processus itératif où la matrice impédance n’est pas directement inversée mais le produit matrice

vecteur Z
−1

b est calculé. Comme expliqué dans [22], la plus efficace, pour les problèmes de la diffraction

par une surface de mer rugueuse très conductrice 1D, est la méthode itérative FB (Forward-Backward) de

Holliday et al. [23] combinée avec la technique d’accélération spectrale (SA) de Chou et al. [24], qui peuvent

donner théoriquement une complexité O(N) [25].

La sous-division du domaine géométrique constitue une autre approche très employée. La CBFM (Charac-

teristic Basis Functions Method) de 2003 de Mittra et al. [26] est très utilisée. Initialement développée pour

l’analyse du rayonnement des réseaux d’antennes planaires, elle permet de construire des macro-fonctions

de base appelées CBFs (Characteristic Basis Functions), pour représenter le comportement du courant dans

les sous-domaines. La matrice résultante est plus petite que la matrice impédance obtenue par la MdM.

Cette méthode sert de base à plusieurs techniques développées pour les problèmes de grande taille. Une autre

méthode qui fonctionne sous le même principe est la FMM (Fast Multipole Method) ou plus précisément la

FMM multi-niveaux ou MLFMM [27], [28], dont la complexité associée est O(N logN).

Des méthodes hybrides, combinant la division en sous-domaines géométriques et une résolution itérative

ont aussi été publiées. La méthode PILE (Propagation-Inside-Layer Expansion) de Déchamps et al. [11],

[29], la méthode EPILE (Extended Propagation-Inside-Layer Expansion), de Kubické et al. [30] et la SDIM

(Sub-domain Decomposition Iterative Method) développée par Bourlier et al. [22], [31] constituent des pistes

très intéressantes.

Un dernier groupe de méthodes est formé par différentes techniques qui exploitent le déficit de rang de

la matrice du système. De même que pour les méthodes par sous-division du domaine géométrique, dans

ces méthodes, la matrice impédance est réorganisée et divisée en sous-matrices impédances et sous matrices

de couplage. De cette façon, les sous-matrices hors diagonales, qui représentent les interactions entre sous-

domaines géométriquement éloignés, peuvent être considérées comme ayant des rangs plus petits que leur

dimension. Alors elles peuvent être exprimées sous forme compacte par la multiplication de matrices plus

petites [21]. La technique ACA [32] (Adaptive Cross Approximation) et à multiples niveaux (MLACA)

utilisent ce principe, comme le montrent les travaux de Chen et al. [33], [34]. Elles permettent de réduire
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la complexité informatique et le besoin d’espace mémoire à O(N log2N). Le principal avantage de cette

technique est qu’elle ne nécessite pas le calcul de toute la matrice pour la compresser. D’autres méthodes de

décomposition matricielle qui emploient le même principe sont la MLUV (Décomposition UV Multi-Niveaux)

[35], [36], [37] et la Truncated SVD.

On peut noter, l’utilisation de wavelets afin de creuser la matrice impédance, qui est dense dans la MdM.

Bien que l’utilisation de cette méthode a été généralement réservée aux problèmes “basse fréquence”, les

travaux de Zhang et al. [38], [39], [40] proposent l’utilisation de COIFLETS (Coifman Wavelets) en com-

binaison avec la MFIE (Magnetic Field Integral Equation) pour obtenir des complexités de l’ordre O(N) -

O(NlogN). A noter également, la nouvelle voie de recherche adoptée par la communauté en CEM (Computa-

tional Electromagnetics) [21], [41] basée sur le HPC (High Performance Computing). La parallélisation simple

ou massive, sur CPU ou GPU, sur ordinateurs multicœurs, super-ordinateurs et même via cloud-computing

ont été utilisés pour résoudre des problèmes de tailles très importantes [42], [43], [44], [45], [46], [46], [47].

L’état de l’art présenté permet uniquement d’identifier les axes principaux sur lesquels portent les travaux

publiés ces dernières années sur le problème de la modélisation rigoureuse de la diffraction électromagnétique

par des objets de grande taille électrique. Par contre, elle ne permet pas de déterminer les contextes et

les conditions sur lesquelles les méthodes ont été utilisées, ni les diverses améliorations introduites sur ces

méthodes. Par ailleurs, il y a une absence presque totale de l’utilisation des méthodes exactes dans leur forme

originelle (sans accélération) pour solutionner les problèmes de grande taille électrique. Alors, pour mieux

cerner les méthodes d’intérêt, il est nécessaire de mener une analyse prenant en compte la dimensionnalité

du problème (2D ou 3D), le type de surface (parfaitement conductrice, très conductrice, diélectrique avec ou

sans pertes) et la présence ou non de rugosité.

Diverses méthodes ont été testées ces dernières années dans le contexte d’objets canoniques parfaite-

ment conducteurs (PEC), basées sur la CBFM. Ainsi Laviada et al. [48] introduisent en 2009 les Nested-

CBFs (CBFs imbriquées) aussi nommées MLCBFM (CBFM Multi-Niveaux), leur permettant de résoudre un

problème de 260 000 inconnues. La même année, ils combinent la MLCBFM avec la ACA [49] afin d’accélérer

la résolution. Le même objectif est poursuivi avec l’implémentation d’une version parallélisée (PMLCBFM)

[50]. Plus récemment Tanaka et al. [51] ont appliqué leur concept de CBF primaire améliorée (Improved

Primary), pour augmenter la précision de la MLCBFM. Ce concept, qui permet aussi de diminuer le nombre

des CBFs primaires à calculer, fut introduit initialement dans [52] en combinaison avec la CBFM.

Les travaux de 2009 de Gu et al. [53] et Delgado et al. [54] combinent la MLFMA avec la CBFM pour

accélérer le remplissage de la matrice réduite. Lu et al. [55] complètent ces travaux en combinant le schéma

CBFM-MLFMA avec la ACA afin accélérer la génération des CBFs. La méthode est appliquée sur un problème

de 87 000 inconnues. Garcia et al. [56] proposent en 2012 l’introduction de la BiCGMStab (Stabilized Bicon-

jugated Gradient Method) pour inverser sous forme itérative la matrice réduite, diminuant le besoin d’espace

mémoire. Ils montrent des résultats pour un problème de plus de 2 000 000 d’inconnues.

En 2016 Lupikov et al. [57] combinent la CBFM avec une autre technique itérative, la GMRES (Genera-

lized Minimal Residual Method), qui améliore le taux de convergence en comparaison de la FBSA, au moins

dans le contexte d’objets canoniques PECs. Parmi les améliorations faites sur la CBFM se trouve aussi le

CS (Compressed Sensing) de Wang et al. [58], qui optimise l’étape de création des CBFs, en diminuant le
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nombre d’ondes incidentes nécessaires pour les générer.

L’une des améliorations les plus récentes faites sur la CBFM est l’utilisation de la formule de Sherman-

Morrison-Woodbury (SMW) [59] proposée par Chen et al. [60] et développée plus récemment par Fang et

al. [61]. La SMW permet d’obtenir une solution directe de l’inversion de la matrice réduite, en diminuant

considérablement la complexité, (temps CPU) et mémoire. Ces résultats prometteurs (plus de 450 000 incon-

nues dans la bande 20 GHz) ont fait que d’autres auteurs explorent les performances de la méthode sur des

géométries plus complexes. Ainsi Fenni et al. [62] utilisent la SMW pour accélérer la génération des CBFs.

Leur travail se place dans le contexte de la diffraction 3D par des particules de précipitations, avec une

approche volumétrique et constitue une continuité de leur travail dans [63].

La technique ACA a prouvé son efficacité en la combinant avec la CBFM. En effet, la ACA a été utilisée

pour accélérer le remplissage des éléments hors diagonale de la matrice réduite. En 2015, Chen et al. [64] ont

proposée l’utilisation d’un modèle ACA/SVD pour la génération des CBFs et la compression de la matrice

réduite sur un problème de 113 000 inconnues.

La MLFACA (Multi Level Fast ACA) est aussi présentée par Chen et al. [33] pour compresser les sous-

matrices impédances entre des blocs bien séparés, construites à l’aide de l’algorithme FACS (Fast Adaptive

Cross-Sampling). La CBFM est utilisée dans ce travail pour compresser les matrices de couplage de la

MLFACA afin d’obtenir une diminution du temps de calcul et de l’espace mémoire. Cette méthode permet

d’obtenir une complexité égale à O(N log2N). De façon similaire, dans [65] ils combinent la MLFACA avec

la SPACA (Sparsified ACA) pour compresser les sous-matrices de couplage entre blocs relativement petits.

Ceci permet d’accélérer la résolution et de diminuer l’espace mémoire occupé et d’élargir l’applicabilité aux

problèmes dont les domaines sont trop petits, et pour lesquels la MLFACA n’est pas efficace.

Un autre contexte est le milieu forestier en 3D pour lequel plusieurs travaux sur la CBFM ont été réalisés

entre les équipes de Mittra et Roussel et dans lesquels ils utilisent un formalisme volumétrique (VIE). Ainsi

en 2013 Fenni et al. [45] appliquent une version parallélisée de la MLCBFM, en utilisant le concept de Buffer

Region pour élargir les domaines dans l’étape de construction des CBFs primaires. Cette version est nommée

CBFM-E [66], [67]. Ils présentent une analyse de la taille de la région élargie, ainsi que du nombre d’ondes

incidentes. Un autre concept exploré est celui de grilles non uniformes (Non Uniform Mesh, NuM). Il consiste

à utiliser un maillage de taille adaptée à chaque région du domaine géométrique du problème. Fenni et al.

[68] utilisent leur modèle CBFM-E/NuM pour un problème de 590 000 inconnues, puis dans [69] ils ajoutent

la ACA pour accélérer la génération de la matrice réduite. Plus récemment, la combinaison CBFM-E/ACA

a été testée dans [70] et Hettak et al. [71] considèrent l’introduction d’un objet PEC dans le milieu. Tous ces

travaux utilisent un modèle de forêt composé par un ou plusieurs arbres diélectriques en présence d’un sol

diélectrique. Les fréquences considérées vont de 100 MHz à 400 MHz.

Dans le cadre de la diffraction par des surfaces rugueuses diélectriques avec pertes, l’éventail des travaux

traitant des méthodes rigoureuses avec accélération et compression est vaste. Pour des problèmes 2D en 2007

la Méthode PILE est développée par Déchamps et al. [11], dédiée au problème des milieux multicouches. Ils

combinent la technique avec la BMIA/CAG (Banded Matrix Iterative Approach/Canonical Grid) [72], [73],

[74], [75], [76], obtenant une complexité O(N logN). Dans [29] PILE est combinée avec la FBSA (Forward-

Backward Spectral Acceleration) [77] permettant de diminuer la complexité à O(N).



1.6. ÉTAT DE L’ART 53

En 2011, Trinh-Xuan et al. [78] combinent la méthode FB avec la BMIA/CAG pour améliorer sa conver-

gence. D’autres travaux visent améliorer la convergence de la FBSA, comme c’est le cas du travail de 2012 de

Yang et al. [79] où ils utilisent la GMRES-RP (GMRES avec Right Preconditioning) qui permet de gagner en

vitesse et taux de convergence par rapport à la FBSA. Brennan et al. [80] en 2013 et Pham-Xuan et al. [81]

en 2015 appellent leurs méthodes IFBM-SA (Improved FBSA). Les premiers introduisent une nouvelle tech-

nique de division matricielle pour réduire le nombre de multiplications matrice-vecteur requis pour l’étape de

correction de la FB, tandis que les seconds proposent l’amélioration de la IFBM-SA en utilisant de multiples

vecteurs de correction, au lieu d’un seul, dans l’étape finale de la FB. Un autre travail intéressant dans le

même contexte est celui de Huang et al. [82], dans lequel ils comparent trois méthodes itératives combinées

avec la CBFM et établissent que, pour les cas où les trois convergent, la BiCGMStab nécessite le moins

d’itérations et que la GMRES-RP est la plus robuste et efficace en termes de temps de calcul. La méthode

la moins performante est la CGS-RP (Conjugate Gradient Squared Method avec Right Preconditioning).

La modélisation de la diffraction dans le même contexte mais en trois dimensions (3D) compte moins de

travaux. Pham-Xuan et al. [83] font l’extension de leur travail précédent [81] et appliquent la IFBM-SA pour

un problème 3D. Ils présentent des résultats pour une surface de 4λ × 4λ avec 98 000 inconnues. Yu et al.

[37] proposent un nouvel algorithme d’échantillonnage pour la MLUV qui permet d’améliorer la précision de

la méthode.

Il convient de noter le travail de Lai et al. [84], [85] utilisant la décomposition de domaines (DD) avec la

FDTD pour calculer le champ diffracté par des surfaces rugueuses de grande taille. Ils présentent les résultats

numériques pour une surface de taille 66λ × 66λ. Également, Zhang et al. [38] utilisent les COIFLET pour

obtenir une complexité réduite de O(N logN) pour un problème de taille 8λ × 8λ. Les résultats de ces

publications sont valables aussi pour les surfaces rugueuses PEC.

Notamment pour le problème 2D concernant de surfaces rugueuses PEC, Pang et al. [86] emploient le CS

comme moyen de compresser la matrice impédance de la MdM, en se basant sur le fait que l’échantillonnage

peut s’effectuer sous la limite de Nyquist. Ainsi, Wang et al. [87] proposent la AMCBFM (Adaptive Modified

CBFM). Leur méthode consiste en la création des CBFs secondaires d’ordre variable en fonction d’un nouveau

critère de précision, ce qui permet d’obtenir une matrice réduite plus compacte.

Pour les surfaces rugueuses 2D PEC (problème 3D), en plus des travaux [38], [84] et [85] cités auparavant,

les principales publications concernent des améliorations introduites sur la CBFM, comme le travail de Li

et Mittra [88]. Ils proposent la combinaison de la CBFM, la ACA et la technique UV (CBFM/ACA/UV).

Pour une surface de taille 8λ× 8λ, leur méthode a une précision similaire à celle de la MLCBFM. La UV est

utilisée pour optimiser la génération des CBFs. Également Li et Mittra [89] proposent la combinaison de la

CBFM avec la Décomposition Aléatoire en Valeurs Singulières (rSVD, Randomized SVD) [90], utilisée pour

accélérer la génération des CBFs et la RSPA (Randomized Pseudo-Skeleton Approximation Method) [91],

pour générer les éléments hors diagonale de la matrice réduite. Leurs résultats montrent que la RSPA est plus

efficace que la ACA. D’autres approches peuvent être notées, comme celui de Pan [92] qui utilise la méthode

C pour la modélisation de la diffraction par des surfaces rugueuses fortement ou parfaitement conductrices.

La surface de mer constitue une particularité parmi l’ensemble des surfaces rugueuses. Le caractère

aléatoire rugueux, ainsi que la large distribution des échelles de rugosité, exigent un traitement bien adapté
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de la modélisation de la diffraction électromagnétique par une telle surface. Pour cette raison, bien que les

méthodes exposées donnent des pistes claires sur les directions à suivre dans la résolution du problème, il

s’avère nécessaire d’inclure dans cet état de l’art les travaux les plus importants qui ont traité spécifiquement

la diffraction par la surface de mer.

Une partie de ces travaux considère la surface de mer comme une surface PEC aléatoirement rugueuse. En

3D, les travaux publiés utilisent la parallélisation pour accélérer la solution des problèmes de grande taille.

Ainsi, en 2017 Wang et al. [28] et Hao et al. [47] présentent des implémentations de la PLMFMM (Parallel

MLFMM) pour analyser la diffraction par un grand objet (bateau) sur la mer, à une fréquence de 1 GHz.

Après un changement d’échelle, ils considèrent des scénarios de taille 100λ× 100λ.

Une autre partie de ces travaux considère la surface de mer comme un milieu aléatoirement rugueux

fortement conducteur. Tel est le cas de Bourlier et al. [22], [31]. Ils développent la méthode SDIM combinée

avec la technique ACA et appliquée au problème 2D à une fréquence de 3 GHz. Liu et al. [93] ont présenté

une nouvelle méthode pour diviser la matrice impédance qu’ils ont nommée “ Z sppliting ” et qui combinée

avec la SA, donne des résultats plus précis avec un meilleur taux de convergence que la FB et la FBSA.

Ce travail a été l’un des travaux précurseurs des travaux de Brennan et al. [25], [80], déjà présentés. Dans

la continuité des travaux de Déchamps et al. sur la méthode PILE, Kubické et al. [30], [18] développent la

méthode EPILE, qui permet d’évaluer la diffraction par un objet placé au-dessus de la surface de mer. Ils

combinent cette technique avec la FBSA et la ACA et montrent des résultats de calculs à 6 GHz. Bourlier

[94], [95] applique sa méthode SDIM, en la combinant avec la FBSA et la ACA. Il obtient des taux de

compression très importants lui permettant d’évaluer l’effet du conduit maritime pour un problème jusqu’à

800 000 inconnues à 5 GHz. A la vue de la taille des problèmes en 3D, les travaux les plus remarquables font

à nouveau recours à la parallélisation. Tel est le cas de [96] où Hao et al. implémentent la PMLFMA, qui leur

permet de résoudre un problème 200λ × 200λ. D’autres publications qui peuvent être mentionnées dans ce

contexte sont celles de Chungang et al. [97], qui emploient aussi la parallélisation mais avec la FDTD et celle

de Zhang et al. [40], montrant l’utilisation des COIFLETs dans la bande de 75 GHz à 100 GHz. On trouve

aussi dans ce contexte les travaux de Miret et al. [98], [99], [100], ou encore celui de Soriano et al. [101], qui

considèrent des incidences rasantes .

Après la présentation des principales publications de ces dernières années et les méthodes développées, que

la modélisation rigoureuse de la diffraction par une surface de mer de grande taille est encore un problème et

nécessite la recherche de nouvelles méthodes accélérées pour obtenir des taux de compression et d’accélération

élevés, bien adaptées à ce contexte. En s’appuyant sur la forte expérience du laboratoire IETR sur le sujet,

le choix de la problématique traité par le présent travail de recherche est complètement justifié.

1.7 Conclusion du chapitre

Dans ce premier chapitre la base théorique nécessaire à la compréhension de ce travail ainsi que l’état

de l’art ont été présentés. La première partie a été dédiée à l’introduction des notions d’électromagnétisme

ainsi que de la propagation et de la diffraction des ondes électromagnétiques, nécessaires pour résoudre le

problème de la modélisation de la diffraction électromagnétique. Elle a permis de comprendre les éléments
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nécessaires à l’évaluation des résultats présentés plus tard dans ce travail. Ensuite, les outils statistiques

utilisés pour la modélisation des surfaces rugueuses aléatoires ont été décrits ainsi que les particularités de

la surface de mer. Puis, une analyse sur les différentes méthodes rigoureuses de calcul, employées pour la

résolution du problème de diffraction électromagnétique a été menée. La méthode des moments de Galerkin,

qui est la méthode numérique choisie, a été décrite et le choix de son utilisation a été justifié. Le chapitre

conclut par la présentation de l’état de l’art dans le contexte de méthode numériques rigoureuses appliquées

pour la résolution du problème de la diffraction électromagnétique.
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Chapitre 2

Mise en œuvre de la Méthode des

Moments

2.1 Introduction

Le deuxième chapitre est divisé en trois sections principales. La première est dédiée à la présentation

du modèle développé afin d’implémenter la méthode des moments (MdM) pour résoudre le problème de la

diffusion d’une onde électromagnétique par une surface parfaitement conductrice. La modélisation requière

le passage par trois étapes principales. La première vise à traiter la géométrie du problème, c’est à dire,

la représentation géométrique de la surface. Cette étape comporte la génération de la surface ainsi que

toutes les manipulations nécessaires donnant accès aux informations de celle-ci. La deuxième étape intègre la

formulation électromagnétique (EFIE) et sa résolution par la MdM de Galerkin associée aux fonctions de base

de type RWG (Rao-Wilson-Glisson). Une attention particulière est prêtée à la construction et au remplissage

de la matrice d’impédance Z̄ et du vecteur champ incident b, résultants de la discrétisation, aussi bien qu’au

traitement de la singularité. La troisième étape du modèle contient le calcul des grandeurs d’intérêt qui ont

été présentées dans le chapitre précédent, obtenues à partir du vecteur de coefficients an, calculé dans l’étape

précédente. La figure 2.1 résume les trois étapes principales du modèle développé, décrites ci-dessus, qui sont

appliquées pour résoudre le problème.

La deuxième section du chapitre présente les résultats numériques obtenus par deux modèles : (1) le

modèle dit “exact” basé sur la MdM et (2) le modèle dit “approché” basé sur la méthode de la OP. Dans

cette étape, une surface lisse carrée est considérée. Les résultats du calcul sont présentés et discutés pour

les cas des zones de champs proche et lointain pour les différentes polarisations et angles d’incidence. On

présente les courants surfaciques, les champs diffractés, les coefficients de diffraction.

La dernière section du chapitre est dédiée à la présentation d’une étude paramétrique réalisée afin de

déterminer le comportement du modèle devant la variation des différentes variables de configuration de la

méthode.

57
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Figure 2.1 – Modèle MdM développé

2.2 Traitement géométrique

Il est clair que la représentation géométrique de la surface et le traitement des données après génération

et maillage de la géométrie, comportant les manipulations nécessaires pour faciliter l’utilisation future des

données, est une étape très importante.

Le principal intérêt de sauvegarder l’information géométrique en fichiers est de séparer le traitement

géométrique de la surface de la résolution des équations intégrales. Cela représente un gain de temps lors des

réglages successifs des différentes variables de la méthode. Pour mieux comprendre les enjeux de cette partie

du modèle, une surface plane, comme celle présentée sur la figure 2.2 est considérée. Les sommets et triangles

du maillage sont numérotés en noir et rouge respectivement. En bleu sont démarquées toutes les arêtes

partagées par deux triangles adjacents, dénotant les fonctions RWG qui la composent. Ces fonctions, qui

seront détaillées plus tard dans ce manuscrit, sont composées par deux triangles partageant une arête, dont

l’un se voit associé un signe positif et l’autre un signe négatif. À l’issue de cette première étape trois fichiers

sont constitués : *.sommets, *.triangles et *.rwg. Ces données du maillage sont suffisantes pour représenter

n’importe quelle surface, aussi bien qu’à l’application de la MdM sur cette géométrie.

Concernant le traitement de la géométrie et la construction des données qui composent les fichiers

sommets-triangles-RWG associés à la surface, deux points de départ possibles sont considérés. La première

possibilité est d’exploiter les données de sortie d’un mailleur disponible fournissant en sortie un fichier de

format *.UNV. A partir de ce dernier fichier, sont obtenus les différents fichiers qui contiennent, séparément,
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les coordonnées de tous les sommets pour échantillonner la surface, l’information de chaque triangle conformé

et l’ensemble de fonctions RWG construites, avec le reste des données complémentaires nécessaires à la des-

cription géométrique du problème.

Figure 2.2 – Maillage de la surface supposée plane

La figure 2.3 montre le flux d’information à partir d’un fichier en format *.UNV. Il contient l’information

de tous les sommets et triangles qui forment la surface. Alors, le fichier des sommets est le résultat d’une

lecture directe de ce fichier d’origine. Chaque ligne décrit un sommet et inclut son indice et ses coordonnées

dans un repère cartésien. Le tableau 2.1 montre le fichier ainsi obtenu, correspondant à la structure de la

figure 2.2. S’agissant d’une surface lisse zi = 0. Il faut noter que dans le cas d’une surface rugueuse, la valeur

des éléments zi change en fonction de l’hauteur de la surface dans les coordonnées xi, yi.

Figure 2.3 – Flux d’information à partir du fichier .UNV

Le fichier des triangles est composé par des lignes dont chacune décrit un triangle du modèle. Chaque

ligne contient, en plus de l’indice du triangle et des sommets qui le forment, l’aire et les composants du

vecteur normal au triangle dirigé vers l’extérieur de l’objet. Elle contient aussi le nombre des fonctions RWG

associées au triangle décrit ainsi que leurs indices multipliés par le signe que se voit associé le triangle dans

chacune de ces fonctions. La direction du vecteur normal au triangle est déterminée par l’ordre attribué à

ses sommets, qui forment un système direct. Les quatre premières colonnes, comportant l’indice du triangle
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et ceux des sommets qui le forment, sont lues directement du fichier *.UNV et les autres sont calculées à

partir de ces données ou déterminées après la construction des fonctions RWG. L’information contenue dans

le fichier *.triangles associé à la surface de la figure 2.2 est listée dans le tableau 2.2.

Tableau 2.1 – Structure du fichier des sommets

X Y Z

1 x1 y1 z1
2 x2 y2 z2
3 x3 y3 z3
4 x4 y4 z4
5 x5 y5 z5
6 x6 y6 z6
7 x7 y7 z7
8 x8 y8 z8
9 x9 y9 z9
10 x10 y10 z10
11 x11 y11 z11
12 x12 y12 z12
13 x13 y13 z13
14 x14 y14 z14
15 x15 y15 z15
16 x16 y16 z16

Tableau 2.2 – Structure du fichier des triangles

V1 V2 V3 A N N N # RWG RWG1 RWG2 RWG3

1 1 5 2 A1 Nx1 Ny1 Nz1 1 +1 - -
2 2 5 6 A2 Nx2 Ny2 Nz2 3 -1 +2 +3
3 2 6 3 A3 Nx3 Ny3 Nz3 2 -2 +4 -
4 3 6 7 A4 Nx4 Ny4 Nz4 3 -4 +5 +6
5 3 7 4 A5 Nx5 Ny5 Nz5 2 -5 +7 -
6 4 7 8 A6 Nx6 Ny6 Nz6 2 -7 +8 -
7 5 9 6 A7 Nx7 Ny7 Nz7 2 -3 +9 -
8 6 9 10 A8 Nx8 Ny8 Nz8 3 -9 +10 +11
9 6 10 7 A9 Nx9 Ny9 Nz9 3 -6 -10 +12
10 7 10 11 A10 Nx10 Ny10 Nz10 3 -12 +13 +14
11 7 11 8 A11 Nx11 Ny11 Nz11 3 -8 -13 +15
12 8 11 12 A12 Nx12 Ny12 Nz12 2 -15 +16 -
13 9 13 10 A13 Nx13 Ny13 Nz13 2 -11 +17 -
14 10 13 14 A14 Nx14 Ny14 Nz14 3 -17 +18 -
15 10 14 11 A15 Nx15 Ny15 Nz15 2 -14 -18 +19
16 11 14 15 A16 Nx16 Ny16 Nz16 3 -19 +20 -
17 11 15 12 A17 Nx17 Ny17 Nz17 2 -16 -20 +21
18 12 15 16 A18 Nx18 Ny18 Nz18 1 -21 - -

Le fichier RWG contient l’information des fonctions du même nom utilisées pour la discrétisation du

courant sur la surface. Chaque ligne représente une fonction et inclut, dans l’ordre, les indices du triangle

positif et du triangle négatif qui forment cette fonction, décrite par la suite, et les indices des sommets, dans le
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triangle positif et dans le triangle négatif respectivement, qui sont opposés à l’arête partagée. Par convention,

dans chaque fonction RWG, le triangle positif est celui de plus petit indice. Le fichier contient également

la taille de l’arête partagée par les deux triangles de la fonction. Le tableau 2.3 montre un exemple de la

structure de ce fichier, correspondant à la géométrie de la figure 2.2.

Tableau 2.3 – Structure du fichier des fonctions RWG

T+ T- V+ V- Lm

1 1 2 1 6 L1

2 2 3 5 3 L2

3 2 7 2 9 L3

4 3 4 2 7 L4

5 4 5 6 4 L5

6 4 9 3 3 L6

7 5 6 3 3 L7

8 6 11 4 4 L8

9 7 8 5 5 L9

10 8 9 9 9 L10

11 8 13 6 6 L11

12 9 10 6 6 L12

13 10 11 10 10 L13

14 10 15 7 7 L14

15 11 12 7 7 L15

16 12 17 8 8 L16

17 13 14 9 9 L17

18 14 15 13 13 L18

19 15 16 10 10 L19

20 16 17 14 14 L20

21 17 18 11 16 L21

Pour construire le fichier des fonctions RWG on réalise un balayage sur les triangles de la structure, en

partant du triangle avec l’indice le plus petit. La figure 2.5 montre que chaque fonction RWG est formée par

deux triangles T+
n et T−n qui partagent une arête commune. Sur chaque itération sont sélectionnés les triangles

T− adjacents au triangle principal T+, qui partagent une arête avec lui et qui ont un indice plus élevé. Les

sommets V+ et V− appartiennent aux triangles T+ et T− respectivement et sont opposés à l’arête commune de

longueur Lm. En général, pour une surface rectangulaire échantillonnée avec NxNy sommets, le nombre total

de triangles s’élève à 2(Nx−1)(Ny−1) et le nombre de fonctions RWG associées est 3NxNy−4Nx−4Ny +5,

où Ny et Ny indiquent le nombre de sommets selon les directions x̂ et ŷ respectivement.

L’utilisation d’un deuxième type de fichier comme point de départ est aussi considérée pour la modélisation

des surfaces rugueuses. Ce fichier contient uniquement les coordonnées cartésiennes des sommets du maillage.

Les sommets sont placés régulièrement selon les directions des axes coordonnées x̂ et ŷ, de façon analogue

à celle montrée par la figure 2.2, tandis que la coordonnée zi, représentant la hauteur de la surface au point

(xi, yi), peut varier de façon aléatoire. En suivant la méthodologie proposée Bourlier [9] et Kubické [7], le

caractère aléatoire de z est généré afin d’obtenir une surface avec une fonction de densité de probabilité

des hauteurs et une fonction d’autocorrélation gaussiennes. Pour assurer la qualité du maillage et pouvoir

reproduire le caractère rugueux de la surface, aucune arête ne doit dépasser la longueur de λ/10 exigée par
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la méthode de moments pour être appliquée.

Dérivé du fait que le fichier mentionné contient uniquement l’information des sommets, le traitement

géométrique de la surface doit inclure la construction du maillage triangulaire pour l’obtention de fichiers de

triangles et de fonctions RWG. La numérotation des sommets, triangles et arêtes est montrée sur la figure

2.2. Pour réaliser le maillage triangulaire, la même règle concernant l’ordre des sommets et le vecteur normal

au triangle est appliquée. Un flux d’information légèrement différent à celui à partir d’un fichier *.UNV est

établi comme le témoigne la figure ci-dessous.

Figure 2.4 – Flux d’information à partir du fichier généré en Matlab

2.3 Discrétisation du problème

2.3.1 Évaluation de l’intégrale de la matrice impédance

La deuxième étape du modèle développé comporte les actions nécessaires à l’application de la MdM,

rappelé par l’équation (2.1), pour résoudre l’EFIE montrée par l’équation (2.2), qui décrit la relation entre

le champ incident et le courant sur la surface pour une surface parfaitement conductrice. Elle conduit aux

expressions (2.3) et (2.4) pour calculer les éléments de la matrice impédance Z et le vecteur d’excitation b

du système linéaire résultant Za = b [4].

N∑

n=1

an 〈fm, L(fn)〉 = 〈fm, g〉 (2.1)

− j

ωµ
n̂(r)×Ei = n̂(r)×

¨
s

G(r, r′)

[
J(r′) +

1

k2
∇′∇′ · J(r′)

]
dr′ (2.2)

Zmn =

¨
fm

¨
fn

(
fm(r) · fn(r′)− 1

k2
[∇ · fm(r)] [∇′ · fn(r′)]

)
e−j k r

4πr
dr′dr (2.3)
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bm = − j

ωµ

¨
fm

fm(r) ·Ei(r)dr (2.4)

Ici fm(r) et fn(r′) sont les fonctions RWG test et source respectivement, dont la géométrie est illustrée

sur la figure 2.5. La définition de cette fonction et celle de sa divergence et du vecteur ρ(r) sont données par

l’expression (2.5) [4] :

Figure 2.5 – Illustration d’une fonction RWG

fn(r) =





Ln

2A+
n
ρ+n (r) sur T+

n

Ln

2A−n
ρ−n (r) sur T−n

0 sinon

∇s · fn(r) =





− Ln

A+
n

sur T+
n

Ln

A−n
sur T−n

0 sinon

ρ+n (r) = v − r sur T+
n

ρ−n (r) = r− v sur T−n

(2.5)

où Ln est la longueur de l’arête principale de la fonction et A±n dénote l’aire du triangle T±n . La condition

Ln ≤ λ/10 doit être respectée pour assurer la précision des résultats.

Un développement plus détaillé de l’expression (2.3) qui prend en compte la définition des fonctions RWG

sur deux domaines triangulaires est donné par l’équation (2.6) :

Zmn =
∑

p1=±

∑

p2=±

¨
T
p1
m

¨
T
p2
n

(
Lm

2Ap1
m
ρp1m (r) · Ln

2Ap2
n
ρp2n (r′)− 1

k2

[
−p1

Lm

Ap1
m

] [
−p2

Ln

Ap2
n

])
e−j k r

4πr
dr′dr (2.6)

L’application de la MdM sur la EFIE est faite en suivant la méthode de Galerkin et en choisissant

comme fonctions de base et test les mêmes fonctions RWG. Ceci permet d’utiliser la propriété de symétrie

de la matrice impédance (Zij = Zji) pour évaluer seulement la moitié triangulaire inférieure de Zmn et

ensuite la remplir complètement. Pour remplir la matrice impédance le plus rapidement possible, la meilleure

approche est celle de parcourir la structure par domaines triangulaires au lieu de le faire directement par

les fonctions RWG [4]. Ce raisonnement est justifié par la définition de la fonction RWG sur deux triangles.

En effet, l’expression (2.6) est séparée en quatre intégrales en fonction de domaines triangulaires (T+
mT

+
n ,
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T+
mT
−
n , T−mT

+
n et T−mT

−
n ) où le seuls éléments qui changent sont ρm et Lm. Chaque triangle peut-être lié

jusqu’à trois fonctions RWG, ce qui implique que la même intégration sur deux domaines triangulaires est

réalisée pour le calcul de jusqu’à 9 termes de la matrice Zmn. Pour éviter de recalculer la même expression

plusieurs fois, l’astuce consiste à évaluer l’intégrale de l’équation (2.3) en faisant un balayage du maillage

par couples de triangles. Ensuite le résultat de chaque évaluation est ajouté aux bons termes de la matrice

impédance pour remplir progressivement chaque case. Cette façon de résoudre le problème fait que, pour un

couple quelconque de triangles test (T ) et source (S), l’équation pour déterminer la partie de l’élément Zmn

associée à ces triangles prend la forme de l’expression (2.7). Les paramètres a, b = 1, 2, 3 sont des indices

locaux indiquant les trois fonctions RWG qui peuvent être liées aux triangles T et S respectivement.

Ia,b = c
LmaLnb

AmtAns

¨
T

¨
S

[
1

4
ρ+ma(r) · ρ+nb(r′)−

1

k2

]
e−j k r

4πr
dr′dr (2.7)

Pour évaluer cette intégrale un schéma de quadrature numérique de Gauss-Legendre sur Ng points, comme

celui donné par l’équation (2.8), est utilisé. Ce type d’intégration numérique est valide uniquement quand les

domaines T et S sont suffisamment séparés et que la possible singularité, causée par le dénominateur de la

fonction de Green n’as pas lieu. On considère ici des triangles partageant jusqu’à deux sommets.

Ia,b ≈ c
LmaLnb

4π

Ng∑

p=1

Ng∑

q=1

ωpωq

[
1

4
ρ+ma(rp) · ρ+nb(r′q)−

1

k2

]
e−j k rpq

rpq
(2.8)

Ici rpq =
√

(xp − xq)2 + (yp − yq)2 + (zp − zq)2, ωp et ωq sont normalisés par rapport à l’aire Amt et Ans

respectivement, c = 1 quand T et S sont T+
mT

+
n ou T−mT

−
n et c = −1 quand T et S sont T−mT

+
n ou T+

mT
−
n .

Le nombre de points de Gauss détermine en général la précision de l’intégration numérique. Pour cette

raison il constitue un paramètre configurable, afin de pouvoir évaluer son effet sur le résultat des calculs. Le

modèle développé donne la possibilité de sélectionner le nombre des points de Gauss entre 1 et 16. Les valeurs

des coordonnées et poids de Gauss pour chaque ordre sont stockées en mémoire au préalable.

2.3.2 Traitement de la singularité

Il y a un élément très important à prendre en compte qui est la possible existence d’une singularité de

premier ordre de type 1/r dans la fonction de Green. Cette singularité a lieu quand les domaines triangulaires

de la fonction de test et celle de base sont assez proches entre eux. Cela provoque que r = ||r–r′|| soit prêt de

zéro, ce qui rend la matrice Zmn singulière et non inversible. Dans le cas particulier d’une surface représentée

par un maillage triangulaire, trois situations sont identifiées. D’abord le cas où les triangles test et source ne

partagent pas d’arête est nommé cas non singulier car la valeur de r est assez grande pour éviter l’apparition

de la singularité. Ensuite, le cas dont les triangles test et source partagent un sommet ou une arête, vu comme

un cas quasi singulier car r ≈ 0. Basé sur les travaux de S. Bellez [19], [102], [103], ce cas est aussi traité

comme le cas non singulier. Des résultats des simulations ont permis de vérifier la validité de cette approche.

Le cas où les fonctions T et S partagent au moins un triangle, est appelé cas singulier et il est traité par la
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méthode décrite dans [104] et [105], et détaillée par la suite.

Pour isoler la singularité, l’expression (2.7) est réécrite sous la forme :

I = c
LmaLnb

4πAmtAns

¨
Tm

[
1

4
ρ+ma(r) ·

¨
Tn

ρ+nb(r
′)
e−jk||r–r′||
||r–r′|| dr′ − 1

k2

¨
Tn

e−j k||r–r′||
||r–r′|| dr′

]
dr (2.9)

Pour l’évaluation de l’intégrale en r, la méthode de quadrature numérique Gauss-Legendre sur Ng points

est appliquée comme le montre l’équation (2.10).

I = c
LmaLnb

4πAns

Ng∑

p=1

ωp

[
1

4
ρ+ma(rp) ·

¨
Tn

ρ+nb(r
′)
e−jk||rp–r′||
||rp–r′|| dr′ − 1

k2

¨
Tn

e−j k||rp–r′||
||rp–r′|| dr′

]
(2.10)

Ainsi la singularité est présente dans les intégrales intérieures (2.11) et (2.12) qui représentent le potentiel

scalaire et vectoriel respectivement.

I1 =

¨
Tn

e−j k||rp–r′||
||rp–r′|| dr′ (2.11)

I2 =

¨
Tn

ρ+nb(r
′)
e−jk||rp–r′||
||rp–r′|| dr′ (2.12)

Le traitement de la singularité commence par la définition du plan du triangle source à partir de ses

trois sommets p1 , p2 et p3 . Ensuite, sur ce plan on réalise la projection du point d’observation placé dans

le triangle de test et dont le vecteur de position est rp. Cette opération est représenté sur la figure 2.6 [105].

Deux nouveaux systèmes de coordonnées cartésiennes (u, v, w) et polaires (ρ, θ) sont créés, avec leurs origines

centrés sur la projection du point de test. Cela est fait de telle façon que les vecteurs unitaires û et v̂ sont

colinéaires au plan du triangle source. Comme on peut observer sur la figure 2.6, deux cas sont possibles.

Celui à gauche représente le cas où la projection du point d’observation sur le plan source est à l’extérieur

du triangle source. Celui à droite représente le cas où l’origine des nouveaux systèmes de coordonnées est à

l’intérieur.

Les nouveaux systèmes locaux de coordonnées cartésiennes et polaires sont utilisés pour représenter les

points sur les triangles test et source respectivement. Ainsi, le point d’observation est placé aux coordonnées

(0, 0, ω0) et les points à l’intérieur du triangle source ont pour coordonnées (u, v, 0) ou (ρ, θ), ce qui donne

r =
√
ρ2 + ω2

0 [105]. Pour le cas singulier identifié dans ce travail, du fait que le point d’observation se trouve

à l’intérieur du triangle source, le cas de la figure à droite s’applique, avec ω0 = 0. La sélection de la direction

des axes du système de coordonnées (u, v, w) est arbitraire et elle est choisie en suivant comme critère que

l’un des sommets du triangle source soit placé sur l’axe û.
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Figure 2.6 – Projection des points d’observation

L’équation (2.10) peut être réécrite en fonction des expressions de potentiels vectoriel et scalaire sous la

forme :

I = c
LmaLnb

4πAns

Ng∑

p=1

ωp

[
1

4
ρ+ma(rp) · I2 (rp, r

′)xyz −
1

k2
I1 (rp, r

′)

]
(2.13)

où le caractère vectoriel du potentiel I2 oblige à noter dans quelle base il est exprimé. Pour réaliser la rotation

du vecteur I2 entre la base (x̂, ŷ, ẑ) et la nouvelle (û, v̂, ŵ) l’équation (2.14) est utilisée. Cette action est

nécessaire dans la finalité de pouvoir effectuer le produit scalaire ρ+ma(rp) · I2 (rp, r
′)xyz , dont le vecteur

ρ+ma(rp) est exprimé selon (x , y , z ) .

I2 (rp, r
′)xyz =




I2 x

I2 y

I2 z


 = R̄uvwI2 (rp, r

′)uvw = R̄uvw




I2 u

I2 v

I2w


 (2.14)

Ici R̄uvw est la matrice formée par les vecteurs unitaires (û, v̂, ŵ), constituant les bases du système local

de coordonnées cartésiennes, aussi appelée matrice de rotation et elle prend la forme :

R̄uvw(û, v̂, ŵ) =




ux vx wx

uy vy wy

uz vz wz


 (2.15)

Pour le cas singulier l’expression (2.11) du potentiel scalaire prend la forme de l’équation (2.16). Ceci est

le résultat de la division du domaine d’intégration initial Tn, en trois sous domaines triangulaires obtenus,

par la connexion de l’origine du nouveau système de coordonnées avec les trois sommets du triangle source.
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I1 =

3∑

j=1

ˆ θj2

θj1

dθ

ˆ dθj (θ)

0

e−ik
√
ρ2+ω2

0

√
ρ2 + ω2

0

ρ dρ

=

3∑

j=1

ˆ θj2

θj1

dθ

ˆ rj(θ)

r0

e−ikr

r

√
r2 − ω2

0 d
√
r2 − ω2

0

=

3∑

j=1

ˆ θj2

θj1

dθ

ˆ rj(θ)

r0

e−ikr dr

=

3∑

j=1

− 1

ik

ˆ θj2

θj1

[
e−ikrj(θ) − e−ikr0

]
dθ

=

3∑

j=1

− 1

ik

ˆ θj2

θj1

[
e−ikrj(θ) − 1

]
dθ

(2.16)

où r0 = ω0 = 0, rj(θ) =
√
dθj (θ)

2 + ω2
0 =

√
dθj (θ)

2 = dθj (θ) et dθj (θ) = dj/ cos(θ − θj0). L’expression

(2.16) est résolue à travers d’un schéma Gauss-Legendre avec un seul point placé au barycentre du sous

triangle correspondant.

Chaque nouveau triangle est caractérisé par les paramètres dj , θ
j
0, θ

j
1 et θ

j
2 comme le montre la figure

2.6 [105]. dj est la distance entre l’origine du système de coordonnées et l’arête du triangle source associée

au sous triangle j. Les angles θj1 et θj2 sont mesurés entre l’axe û et les sommets définissant la même arête,

et θj0 est l’angle auquel est mesuré la distance dj .

Pour développer l’expression du potentiel vectoriel (2.12) chaque composante du vecteur ρ+nb(r
′) est

réécrite sous forme d’un vecteur polynomial de premier ordre dans le système de coordonnées local. Ceci

permet d’exprimer le vecteur ρ+nb(r
′) comme l’indique l’équation (2.17), dont chaque composante prend la

forme a0 + a1u + a2v = a0 + a1ρ cos θ + a2ρ sin θ et où a0, a1, a2 sont des constantes connues [105]. La

composante selon ŵ est nulle car le vecteur ρ+nb(r
′) est colinéaire au plan défini par les vecteurs û et v̂.

ρ+nb(r
′)uvw =



ρ+nb(r

′)u
ρ+nb(r

′)v
0


 =



a0 + a1ρ cos θ + a2ρ sin θ

b0 + b1ρ cos θ + b2ρ sin θ

0


 (2.17)

Ainsi à partir de l’équation (2.12), en appliquant la même division du domaine d’intégration que pour

le cas du potentiel scalaire et en utilisant l’équation (2.17), le calcul du potentiel vectoriel en coordonnées

(u, v, w) est donné par cette nouvelle expression :

I2 (rp, r
′)uvw =



a0

b0

0


 I1 +



a1

b1

0




3∑

j=1

ˆ θj2

θj1

cos θdθI3 +



a2

b2

0




3∑

j=1

ˆ θj2

θj1

sin θdθI3 (2.18)
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où I1 est le potentiel scalaire, qui a été résolu en (2.16) et I3 est développée ci-dessous :

I3 =

ˆ dθj (θ)

0

ρ
e−ik0

√
ρ2+ω2

0

√
ρ2 + ω2

0

ρ dρ

= lim
ω0−>0

ˆ dθj (θ)

0

√
R2 − ω2

0 e
−ik0RdR

=
[
e−ik0dj
−ik0

(
dθj (θ) + 1

ik0

)
− 1

k20

]

(2.19)

Pour déterminer la valeur des coefficients a et b il faut commencer par la définition du vecteur ρ+nb(r
′)uvw

en coordonnées locales.

ρ+nb(r
′)uvw = pnb(r

′)uvw − ρuvw =



pnb(r

′)u − ρu
pnb(r

′)v − ρv
0


 =



pnb(r

′)u − ρ cos(θ)

pnb(r
′)v − ρ sin(θ)

0


 (2.20)

où pnb(r
′)uvw est le vecteur de position du b-ième sommet du triangle source, associé à la n-ième fonction

RWG et ρuvw est le vecteur de position du point source, les deux exprimés dans le système de coordonnées

local. Les valeurs des coefficients sont déterminées par simple substitution, ce qui donne a0 = pnb(r
′)u ,

a1 = −1, a2 = 0, b0 = pnb(r
′)v , b1 = 0 et b2 = −1.

De même, comme il a été fait pour l’expression du potentiel scalaire donné par l’équation (2.13), l’ex-

pression du potentiel vectoriel (2.18) est résolue en utilisant un schéma de quadrature de Gauss avec un seul

point. Dans cette équation, l’intégrale I3, définie par l’expression (2.19), est résolue de manière analytique et

réduite à une expression simple.

Différents notions d’algèbre linéaire peuvent être utilisées pour calculer dj , θ
j
0, θ

j
1 et θ

j
2 . Les axes sont

choisis de telle sorte que ŵ = n̂ où n̂ est le vecteur unitaire normal au triangle, calculé dans l’étape de

traitement géométrique et û = (pnb(r
′) − rp)/||pnb(r′) − rp||, étant pnb(r

′) le vecteur de position de l’un

des sommets du triangles source, choisi de façon arbitraire, et rp celui du point d’observation, les deux en

coordonnées cartésiennes (x̂, ŷ, ẑ). Les vecteurs (û, v̂, ŵ) forment un système direct orthogonal.

2.3.3 Remplissage de Zmn

Pour créer l’algorithme de remplissage de la matrice impédance, le besoin de modularité est l’un des

principaux éléments pris en compte. Elle permet de sélectionner le niveau de précision de la solution en

fonction de variables de configuration de la MdM (nombre de points utilisés pour l’intégration numérique de

Gauss et densité de maillage) et donne la possibilité de choisir la méthode de traitement de la singularité.

Cette dernière caractéristique facilite la possible mise en œuvre et l’utilisation de nouvelles méthodes qui

pourraient être développées dans l’avenir. En plus, le code modulaire facilitera la possible implémentation
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des techniques d’accélération du remplissage de la matrice impédance, du fait que c’est une opération qui

demande un temps d’exécution élevé par rapport au temps de résolution du problème linéaire.

La figure 2.7 montre un schéma qui résume l’algorithme de remplissage de la matrice Zmn. Dans un

premier temps, lors de l’étape 1, sont sélectionnés les paramètres de la quadrature numérique de Gauss

dont le nombre de points de Gauss constitue une valeur d’entrée. Ces paramètres incluent les poids et les

coordonnées des points de Gauss pour des domaines triangulaires, utilisés pour l’intégration numérique des

expressions (2.16) et (2.18). D’autres paramètres d’entrée concernent la caractérisation de l’onde incidente

et incluent sa fréquence et sa polarisation, ainsi que l’angle d’incidence. Ensuite dans l’étape 2, l’information

issue du traitement géométrique (sommets, triangles et fonctions RWG du maillage) est stockée en mémoire.

Figure 2.7 – Algorithme pour le remplissage de Zmn
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À partir de la troisième étape commence le balayage du maillage triangulaire, sous forme de boucles

imbriquées, afin de parcourir toutes les paires de triangles no cöıncidents. Ceci permet de calculer tous les

apports non singuliers des intégrales de la matrice impédance. C’est à l’intérieur de cette boucle qui se

déroulent le reste des opérations. Elles incluent la sélection des fonctions RWG associées aux triangles T et S,

le calcul de l’intégrale correspondante et le placement du résultat dans la matrice impédance. D’une manière

très générale, la boucle de balayage des triangles peut être décrite comme :

for T = 2, Tmax {
for S = 1,T− 1 {

Code de selection, calcul et placement .

}
}

où T et S sont des compteurs des triangles test et source respectivement et Tmax est le nombre total de

triangles. Cette boucle imbriquée garantit que seulement la partie triangulaire inférieure de Z̄mn est calculée.

La première étape à l’intérieur de la boucle consiste à identifier et ensuite sélectionner les fonctions RWG

liées aux triangles T et S en sachant que chaque triangle peut être lié à un maximum de trois fonctions.

L’identification peut être faite sur la matrice des fonctions RWG, mais au détriment de l’espace mémoire,

l’information des fonctions RWG associées aux triangles a été incluse aussi dans la matrice des triangles afin

d’accélérer l’étape d’identification. Pour la sélection, une routine d’habilitation des fonctions RWG permet de

choisir de manière sélective parmi les fonctions identifiées comme étant liées à T ou S. Cela a comme objectif

le remplissage sélectif de la matrice impédance, ce qui constitue une des caractéristiques nécessaires pour

l’application des techniques de compression matricielles. Ensuite les données correspondantes à ces fonctions

sont extraites des matrices de données géométriques et sont stockées dans quatre variables. Deux vecteurs

contiennent les indices des fonctions RWG de test et de base, multipliés par les signes des triangle T et

S dans les fonctions RWG correspondantes. Deux autres vecteurs contiennent les indices des sommets non

partagés de ces fonctions et une dernière paire de vecteurs contient les longueurs des arêtes communes leur

étant associées.

Le point suivant est l’évaluation de l’intégrale correspondante à chaque paire test-source des fonctions

RWG sélectionnées dans l’étape précédente. Pour ceci l’équation (2.8) est résolue par un schéma d’intégration

numérique de Gauss. Le nombre total de fonctions RWG ainsi que le nombre de points de Gauss déterminent

l’espace mémoire nécessaire à cette étape et le temps passé à l’intérieur, deux éléments très importants car

c’est l’étape qui demande le plus de temps CPU.

Dans l’étape 6 les résultats rendus par l’étape précédente sont ajoutés aux valeurs déjà existantes dans

la matrice Zmn, dans les positions correspondantes aux paires des fonctions RWG test et source traitées. Le

placement de résultats dans les cases correctes de la matrice impédance demande un traitement différent pour

les trois cas possibles : m > n, m < n et m = n, où m et n sont les indices globaux des fonctions RWG test et

source respectivement qui au même temps sont les indices des cases de Zmn. Le cas m > n est le plus simple

et le résultat est ajouté directement à la position mn de la matrice. Dans le deuxième cas une inversion des

indices est nécessaire avant de réaliser le placement. Pour finir, le résultat doit être multiplié par deux avant

d’être placé pour le cas où m = n. Ces opérations permettent de bien remplir la moitié inférieure gauche de
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la matrice impédance. Pour remplir l’autre moitié il suffit d’effectuer l’opération Znm = Zmn après chaque

placement.

Une fois que la boucle imbriquée de la troisième étape est finie c’est le moment de calculer les éléments

singuliers. Pour cela un nouveau balayage du maillage triangulaire est nécessaire. Cette fois, la boucle prend

la forme :

for T = 1,Tmax {
S = T

Code de selection, calcul et placement .

}

Les étapes qui composent cette nouvelle boucle sont les mêmes que pour celles du calcul des éléments

non singuliers et alors la 8-ième étape est identique à la 4-ième. L’évaluation de l’intégrale quand il existe la

singularité est faite en utilisant un schéma d’intégration numérique de Gauss en combinaison avec la méthode

décrite en [105] et expliquée auparavant. Les expressions utilisées pour ceci sont (2.13), (2.16), (2.18) et (2.19).

Le placement des valeurs calculées est fait en suivant la même procédure de l’étape 6, à l’exception du cas

m = n qui à présent est traité de forme identique au cas m > n.

L’existence ou non de la singularité dépend de la séparation entre les deux triangles test et source et sur

certaines conditions géométriques il pourrait être nécessaire un traitement particulier du cas quasi-singulier.

Pour cela il serait prévu l’utilisation d’une fonction additionnelle capable de compter le nombre des

sommets partagés par deux triangles. La valeur “0” indiquerait que les triangles ne partagent pas de sommets

et donc qu’il y a absence de singularité car ils sont suffisamment séparés entre eux. Les valeurs “1” et “2”

indiqueraient que les deux triangles partagent un sommet ou une arête respectivement. Cela serait considéré

comme une situation de quasi singularité. Ces valeurs suffisent à déterminer quelle méthode choisir pour

évaluer l’intégrale sur les domaines triangulaires. Cette fonction pourrait être placée entre les étapes 3 et 4,

à condition d’ajouter une nouvelle routine capable d’implémenter la méthode de solution de l’intégrale quasi

singulière.

L’étape finale consiste à enregistrer la matrice impédance dans un fichier, ce qui évite de devoir la recal-

culer à chaque occasion qu’un nouveau vecteur d’excitation est utilisé. Comme il a déjà été mentionné, le

remplissage de Zmn est un processus qui demande un temps considérable par rapport au temps de résolution

du problème lineaire, résultat des boucles imbriquées sur les triangles tests et sources. À mode d’illustration,

pour représenter une surface carrée de 4λ× 4λ avec un maillage triangulaire, 6 272 triangles (9 296 fonctions

RWG) sont nécessaires pour respecter la contrainte d’échantillonnage à λ/10. Ainsi, pour balayer toutes les

mailles, 19 672 128 itérations sont nécessaires pour remplir les 86 415 616 cases de la matrice impédance. En

augmentant la taille de la surface à 8λ× 8λ, les chiffres augmentent exponentiellement à 25 538 triangles (38

081 fonctions RWG), 326 107 491 itérations et 1 450 162 561 cases.
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2.3.4 Évaluation du vecteur d’excitation

La continuation de l’application de la MdM, pour résoudre l’EFIE conduit à l’expression ci-dessous pour

calculer les éléments du vecteur d’excitation b.

bm = − j

ωµ

¨
fm

fm(r) ·Ei(r)dr (2.21)

L’expression (2.21) peut être interprétée comme la projection, sur les fonctions de test, du champ électrique

incident afin d’obtenir le vecteur d’excitation b. Cette expression donne le moyen de calculer chacun des

éléments du vecteur. En supposant que l’objet conducteur est éclairé par une onde plane comme celle décrite

par l’équation (1.35), le développement plus détaillé de cette expression, qui tient en compte la définition des

fonctions RWG, prend la forme suivante :

bm = − i

ωµ

∑

p1=±

¨
T
p1
m

(
Lm

2Ap1
m
ρp1m (r) ·E0ie

−ikk̂i·r
)

dr (2.22)

où le vecteur de Jones E0i est exprimé en coordonnées cartésiennes.

En partant des mêmes fichiers géométriques que pour le calcul de la matrice impédance, l’expression (2.22)

est résolue en parcourant la structure géométrique par domaines triangulaires. Pour éviter de recalculer la

même expression plusieurs fois, l’astuce d’évaluer l’intégrale de l’équation en faisant un balayage du maillage

par triangles est réutilisée. Ensuite, le résultat de chaque évaluation est ajouté aux bons termes du vecteur

d’excitation, pour remplir progressivement chaque case du vecteur. Cette façon de résoudre le problème fait

que, pour un triangle test T quelconque, l’équation pour déterminer les éléments de b prend la forme de

l’expression (2.23). Le paramètre a = 1, 2, 3 indique les trois fonctions RWG liées au triangle T .

Ia = −c i

ωµ

Lma

2Amt

¨
T

ρ+ma(r) ·E0ie
−ikk̂i·rdr (2.23)

L’évaluation de (2.23) par un schéma de quadrature numérique de Gauss-Legendre sur Ng points, donne

comme résultat l’équation (2.24) :

Ia = −c i

ωµ

Lma

2

Ng∑

p=1

ωpρ
+
ma(rp) ·E0ie

−ikk̂i·rp (2.24)

où ωp est normalisé par rapport à l’aire Amt, c = 1 quand T est T+
m et c = −1 quand T est T−m .
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2.3.5 Remplissage de bm

Lors de l’application de la MdM, le remplissage du vecteur d’excitation constitue la dernière étape avant

de s’appliquer à la résolution du système Za = b. Hormis le fait qu’il s’agit d’un vecteur colonne et que dans

l’expression pour calculer bm il n’existe pas de singularité, l’algorithme pour remplir le vecteur d’excitation

est très similaire à celui utilisé pour le remplissage de la matrice impédance. La figure 2.8 montre un schéma

qui le résume.

Figure 2.8 – Algorithme de remplissage de bm

Lors de la première étape, sont sélectionnés les paramètres pour la quadrature numérique de Gauss

exactement comme il a été fait pour la matrice impédance. L’étape 2 reste aussi identique. Ce n’est qu’à

partir de la troisième étape que les deux algorithmes commencent à se différencier. À ce stade, commence un

balayage du maillage afin de parcourir tous les triangles. La forme dont le maillage triangulaire est parcouru,

montrée ci-dessous, diffère de celle employée précédemment.

for T = 1,Tmax {
Code de selection, calcul et placement .

}
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C’est à l’intérieur de cette boucle que les opérations sélection, calcul et placement sont réalisées.

La quatrième étape de la procédure reste sans changement et les fonctions RWG liées au triangle T sont

identifiées et sélectionnées. L’ensemble de données associées à ces fonctions est extrait de la structure du

modèle géométrique.

Le point suivant consiste à évaluer l’intégrale correspondante à chaque fonction RWG sélectionnés dans

l’étape précédente. C’est ici que l’expression (2.24) est évaluée. Pour ceci, les données des angles d’incidence

(θi) et (φi), par rapport à la normale du plan moyen de la surface et au plan d’incidence respectivement,

ainsi que le type de polarisation, qui détermine l’amplitude des composantes Eθ0 i et Eφ0 i, sont utilisées. Une

transformation du vecteur de Jones dans un repère cartésien est nécessaire. Cette opération est expliquée

dans la section 1.2.7. Les résultats de l’évaluation de l’intégrale sont placés de façon directe en suivant l’indice

de la fonction RWG en question.

En fonction du peu du temps nécessaire pour le remplissage du vecteur d’excitation, la dernière étape

peut être considérée comme facultative.

Une fois la deuxième étape de l’application de la MdM pour résoudre la EFIE est terminée, l’étape suivante

consiste à réaliser l’inversion de la matrice impédance est solutionner le problème linéaire Za = b qui permet

de déterminer les coefficients an et ensuite réaliser les différents calculs. Le système Za = b est résolu par

décomposition LU dans ce chapitre.

2.4 Calcul du courant de surface

Après avoir calculé l’ensemble des coefficients an, le calcul du courant sur la surface se fait de façon directe

par la substitution de ces valeurs dans l’expression (2.25) :

J(r′) =

N∑

n=1

anfn(r′) (2.25)

Comme la structure est formée par un maillage triangulaire et que jusqu’à trois fonctions fn(r′) peuvent

être liées à chaque triangle, le courant à l’intérieur de chaque triangle est constitué par la somme de chaque

composante venant de chacune des fonctions RWG associées. Le calcul est réalisé au barycentre et le courant

est considéré comme étant constant à l’intérieur de chaque domaine triangulaire. A titre d’exemple, pour

déterminer le courant à l’intérieur du triangle numéro 6 de la figure 2.2, le premier pas consiste à déterminer

le barycentre du triangle et ensuite identifier les fonctions RWG lui étant associées (6, 10 et 12). Ainsi, les

vecteurs ρ−6 , ρ−10 et ρ+12 sont calculés. Avec ceci et en connaissant les valeurs de a6, a10 et a12 les trois

composantes du courant à l’intérieur du triangle 9 sont calculées et leur somme constitue le courant total

dans ce point de la surface.
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2.5 Calcul du champ diffracté en champ proche

Le calcul du champ diffracté en champ proche par un objet parfaitement conducteur fait emploi des

expressions (1.44) et (1.45) donnant l’équation (2.26) ci-dessous :

Es(r) = −jωµ
[¨

S

e−jk‖r−r
′‖

4π‖r− r′‖J(r′)dr′ − 1

k2

¨
S

(r− r′)

(
1 + jk‖r− r′‖

4π‖r− r′‖3

)
e−jk‖r−r

′‖∇′ · J(r′)dr′
]

(2.26)

Après avoir introduit le courant Js calculé cette équation devient :

Es(r) = −jωµ
N∑

n=1

an

¨
fn

e−jk‖r−r
′‖

4π‖r− r′‖

[
fn(r′)− (r− r′)

k2

(
1 + jk‖r− r′‖
‖r− r′‖2

)
∇′ · fn(r′)

]
dr′ (2.27)

Pour un triangle source S et une fonction RWG n donnés, cette expression prend la forme :

Es(r) = −cjωµanLn
4πAns

¨
T cs

e−jk‖r−r
′‖

‖r− r′‖

[
ρ+ns(r

′)
2

+
(r− r′)
k2

(
1 + jk‖r− r′‖
‖r− r′‖2

)]
dr′ (2.28)

où c indique le signe du triangle S dans la fonction RWG n. Cette équation intégrale est ensuite évaluée

en utilisant l’intégration numérique de Gauss par l’expression suivante :

Es(r) = −cjωµanLn
4π

Ng∑

p=1

ωq
e−jk‖r−r

′
q‖

‖r− r′q‖

[
ρ+ns(r

′
q)

2
+

(r− r′q)

k2

(
1 + jk‖r− r′q‖
‖r− r′q‖2

)]
(2.29)

2.6 Calcul du champ diffracté en champ lointain

Les approximations données par (1.38) faites dans l’équation (1.19) afin de calculer le champ diffracté en

champ lointain donnent comme résultat l’expression suivante :

Es(r) = −jωµ
4π

e−jkr

r

¨
S

J(r′)e−jkk̂s·r
′
dr′ (2.30)

Dans la même démarche que pour le champ diffracté en champ proche, le courant Js calculé est introduit

dans l’expression, résultant en :
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Es(r) = −jωµ
4π

e−jkr

r

N∑

n=1

an

¨
fn

fn(r′)e−jkk̂s·r
′
dr′ (2.31)

que pour un triangle S et une fonction RWG n donnés prend la forme :

Es(r) = −cjωµ
4π

e−jkr

r

anLn
2Ans

¨
T cs

ρ+ns(r
′)e−jkk̂s·r

′
dr′ (2.32)

r étant la distance au point d’observation. En appliquant la technique de Gauss pour évaluer l’intégrale,

l’équation (2.33) est obtenue.

Es(r) = −cjωµ
4π

e−jkr

r

anLn
2

Ng∑

p=1

ωqρ
+
ns(r

′
q)e
−jkk̂s·r′q (2.33)

2.7 Comparaison des résultats

Devant la difficulté pour valider directement le calcul des coefficients an, la précision du modèle implémen-

tant la MdM est évaluée de façon indirecte à partir de la comparaison des résultats du calcul du courant

surfacique et du champ diffracté. Pour cela, les valeurs obtenues après avoir appliqué la MdM sur la EFIE

sont comparées avec les valeurs prédites par l’Optique Physique (OP). Prenant en compte que la OP est

une méthode asymptotique, cette comparaison est faite sur des conditions dont la OP donne de résultats

similaires à une méthode analytique exacte, c’est à dire, pour un objet d’une géométrie simple (surface carrée

lisse) avec une incidence normale ou pour les directions spéculaires. Sous ces conditions, et si la taille de

la surface est assez grande, les valeurs du courant au centre de la surface, obtenues par les deux méthodes,

doivent êtres très proches. De plus, les valeurs du champ diffracté, calculées à partir des courants, doivent

avoir aussi un comportement similaire.

2.7.1 Comparaison avec l’Optique Physique : étude d’une surface carrée lisse

L’OP part de la simplification des équations intégrales de Stratton-Chu [106] pour lesquelles les densités

des courants surfaciques peuvent être approximées à partir des valeurs induites par les champs sur la surface,

de telle sorte que Js(r) = n̂ ×H(r) et Ms(r) = −n̂ × E(r) [17]. Deux hypothèses simplificatrices sont

introduites. La première est l’hypothèse de haute fréquence qui considère que les dimensions de l’obstacle

sont très supérieures devant la longueur d’onde, alors cette méthode exclut les effets de la discontinuité et des

ondes rampantes. La deuxième hypothèse suppose que les rayons de courbure de la surface de l’objet sont

très supérieurs aussi à la longueur d’onde ce qui permet d’approximer chaque point de la surface au plan

tangent et de la considérer comme localement plane. Ces approximations limitent le domaine de validité de

la OP au régions proches des directions spéculaires mais elles simplifient le calcul du champ réfléchi car il

peut être déterminé à partir du champ incident connu en utilisant les lois de Snell-Decartes pour calculer sa
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direction et les coefficients de Fresnel pour déterminer son amplitude.

Pour un objet parfaitement conducteur, on applique la condition au limite décrite par l’équation (1.47).

Sachant que le champ total sur la surface est égal à la somme des champs incident et réfléchi et qu’ils sont

liés de la manière : Hi(r) = Hr(r) et Ei(r) = −Er(r), le courant surfacique peut s’exprimer en fonction du

champ incident à travers l’équation suivante.

Js(r) = n̂(r)× [Hi(r) +Hr(r)] = 2 [n̂(r)×Hi(r)] (2.34)

Étant donné que tant le courant surfacique comme le champ diffracté sont des grandeurs vectorielles

complexes et que les valeurs obtenues par le schéma MdM-EFIE sont calculées en faisant la projection du

champ incident sur le maillage de fonctions RWG qui décrit la surface, deux considérations sont faites pour

réaliser la validation. La première, la comparaison doit prendre en compte les valeurs d’amplitude et de phase

de chaque composante individuelle de chacune des grandeurs (courant surfacique, champ diffracté en champ

proche et lointain et SER). La deuxième, l’expression (2.34) doit être projetée sur le même ensemble des

fonctions RWG.

La projection commence par la substitution du courant par la somme des fonctions RWG sources tel qu’il

a été fait pour la MdM.

n̂(r)×Hi(r) =
1

2

N∑

n=1

anfn(r) (2.35)

Ensuite, l’expression précédente doit être projetée sur les fonctions RWG test. Ceci permet d’arriver à

l’équation (2.36) :

¨
fm

fm(r) · [n̂(r)×Hi(r)] dr =
1

2

N∑

n=1

an

¨
fm∩fn

fm(r) · fn(r′)dr (2.36)

à partir de laquelle sont dérivées les expressions suivantes, permettant de calculer la nouvelle matrice

impédance et le vecteur d’excitation correspondant :

Zmn =
1

2

¨
fm∩fn

fm(r) · fn(r′)dr (2.37)

bm =

¨
fm

fm(r) · [n̂(r)×Hi(r)] dr (2.38)

Le produit scalaire de l’équation (2.36), étant donné qu’elle ne contient pas de fonction de Green pour

connecter les points source et observation, impose comme condition r = r′ afin de pouvoir réaliser l’intégration.
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Le produit scalaire est nul pour tout autre cas. La matrice impédance obtenue par cette méthode est une

matrice creuse. Pour une paire de triangles test et source T et S et des fonctions RWG test et source d’indices

m et n respectivement, les équations (2.37) et (2.38) prennent la forme :

Zmn = c
LmaLnb

8AmtAns

¨
T=S

ρ+ma(r) · ρ+nb(r)dr (2.39)

bm = c
Lma

2Amt

¨
T

ρ+ma(r) · [n̂(r)×Hi(r)] dr (2.40)

Dans l’équation (2.39), c est le produit des signes des triangles T et S dans les fonctions d’indices m

et n respectivement. Dans (2.40), c est directement le signe du triangle T dans la fonction d’indice m. Ces

intégrales sont évaluées aussi par des schémas d’intégration numérique de Gauss.

Zmn = c
LmaLnb

8Ans

Ng∑

p=1

ωpρ
+
ns(rp) · ρ+nb(rp)dr (2.41)

bm = c
Lma

2

Ng∑

p=1

ωp ρ
+
ns(rp) · [n̂(rp)×Hi(rp)] dr (2.42)

Un dernier élément à mentionner est le calcul du champ magnétique incident qui est obtenu à partir du

champ électrique incident déterminé à travers l’expression ci-dessous :

Hi(r) =
1

η
k̂i ×Ei(r) (2.43)

où k̂i est le vecteur unitaire d’onde du champ incident est η =
√
µ/ε.

La MdM a été testée pour le problème de diffraction d’une onde plane par une surface carrée lisse

parfaitement conductrice. Les résultats du calcul du courant de surface, SER, du champ diffracté en champ

proche et champ lointain sont comparés à ceux obtenus par la OP. Le cas d’une surface d’aire 16λ2 illuminée

par une onde plane de fréquence égale à 3 GHz est analysé. Le maillage est réalisé de manière similaire à celui

montré sur la figure 2.2, avec une taille maximale des arêtes de λ/10. L’angle φi est fixé à 0◦ et des angles

d’incidence θi de 0◦, 15◦, 30◦, 45◦ et 60◦ ont été considérés. Les deux polarisations, horizontale et verticale

sont considérées. Certains de ces résultats sont inclus dans ce manuscrit.

La surface utilisée dans les simulations se trouve centrée sur l’origine du système de coordonnées, orientée

de façon perpendiculaire au vecteur unitaire ẑ et ayant pour domaine −2λ ≤ x ≤ 2λ, −2λ ≤ y ≤ 2λ et z = 0.

Ceci peut-être observé sur la figure suivante :
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Figure 2.9 – Représentation géométrique du scénario utilisé dans les simulations.

2.7.1.1 Courant surfacique

Étant donné l’orientation de la surface sur laquelle le champ incident est appliqué, il est clair que même

avant de réaliser les simulations et indépendamment de l’orientation et de l’état de polarisation de l’onde

incidente, la composante du courant surfacique selon z est nulle. Cela a été bien vérifié et les résultats

associés ne seront pas présentés dans ce manuscrit. Dans les figures, |J | indique le module ou amplitude de

la composante du courant donnée tandis que Φ(J) est utilisé pour indiquer sa phase.

Afin de faciliter la visualisation des courants sur la surface, les graphiques à gauche des figures montrent

leur distribution sur l’axe x de la surface (−2λ < x < 2λ, y = 0) et ceux à droite montrent celle sur l’axe

y, (−2λ < y < 2λ, x = 0). Par la suite, lorsque l’information du module des composantes du courant est

affichée, sa valeur est multipliée par η0 = 120πΩ.

En haut de la figure 2.10 on peut observer le module de la composante selon x du courant surfacique

|Jxη0|, pour une onde plane en incidence normale (θi = 0◦) et en polarisation verticale. En bas de cette

figure, la variation de la phase est présentée. Concernant l’amplitude, une valeur de 2 est obtenue par la OP

et autour de laquelle oscille celle prédite par la MdM. Cette valeur de 2 est la valeur correcte attendue dans

le cas d’une onde incidente dont le champ électrique est d’amplitude unitaire pour une surface de dimensions

uniformes. En effet, la composante du courant montrée est parallèle au champ électrique. Les oscillations

dans |Jxη0| sont expliquées par l’effet de bord présent dans la MdM et ceci diminue avec l’augmentation de la

taille de la surface considérée. La même oscillation est observée sur la phase de cette composante du courant,

dont la différence maximale, par rapport à celle prédite par la OP est de π/8.
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Figure 2.10 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface de taille 4λ× 4λ.
Onde incidente en polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ

La figure 2.11 montre les mêmes informations du module et de la phase pour la composante Jy, transversale

à la direction du vecteur électrique de l’onde incidente.

Figure 2.11 – Module et phase de Jyη0 sur les axes géométriques d’une surface de taille 4λ× 4λ. Onde incidente en
polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eφi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ
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Dans ce cas, l’amplitude nulle du courant obtenue par les deux méthodes correspond bien aux valeurs

théoriques. L’analyse de la phase de cette composante du courant, permet d’arriver à la conclusion que les

valeurs du module, qui à certains endroits sur la surface sont différentes de zéro (prêt des bords), sont du bruit

numérique et sont le résultat des effets de bords. Ces valeurs sont vérifiées systématiquement indépendamment

des caractéristiques du champ incident pour le cas d’une surface lisse. Son analyse n’apporte pas d’information

utile et en conséquence elles ne seront plus montrées.

Sur la figure 2.12, une onde incidente de polarisation horizontale est considérée. Cela correspond à une

rotation de 90◦ de la base de l’onde incidente. Comme prévu, la composante selon x̂ du courant surfacique

est nulle tandis que celle selon ŷ, présentée ci-dessous, est d’amplitude égale à 2 pour le cas de la OP.

Figure 2.12 – Module et phase de Jyη0 sur les axes géométriques d’une surface de taille 4λ× 4λ. Onde incidente en
polarisation horizontale, φi = 0◦, φi = 0◦, |Eφi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ

Le même comportement est vérifié avec un angle d’incidence de 45◦, dont les composantes non nulles,

selon le type de polarisation de l’onde incidente, sont montrées sur les figures 2.13 et 2.14.
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Figure 2.13 – Module et phase de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface de taille 4λ× 4λ. Onde incidente en
polarisation verticale, θi = 45◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ

Figure 2.14 – Module et phase de Jyη0 sur les axes géométriques d’une surface de taille 4λ× 4λ. Onde incidente en
polarisation horizontale, θi = 45◦, φi = 0◦, |Eφi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ

En dépit de l’effet de bord, observé sous forme d’oscillations des valeurs du courant obtenues par le

modèle MdM, la précision de ces résultats reste acceptable compte tenu de la taille de la surface et de l’angle
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d’incidence considérés.

2.7.1.2 Champ diffracté en champ proche

Pour l’analyse du comportement du champ diffracté en champ proche, le champ incident considéré est

polarisé de façon verticale et l’angle d’incidence θi = 0◦. Les vecteurs du système des coordonnées du champ

diffracté sont définis à partir des angles θs = 0◦ et φs = 0◦. Alors le point d’observation se trouve placé

directement au-dessus de la surface, dans les coordonnées (0, 0, z), qui sont aussi les composantes du vecteur

de position r. L’analyse est composée de deux parties. La première sert à comparer les valeurs de module

et phase de chaque composante calculée par le schéma MdM et par la OP. La deuxième partie montre la

convergence avec l’augmentation de la distance, des valeurs de champ proche et champ lointain déterminés

par la MdM sur la EFIE. Étant donné que la fréquence du travail est de 3 GHz (λ0 = 10 cm), afin de pouvoir

évaluer le comportement du champ par rapport à la distance de la surface, la valeur de z est échantillonnée à

λ0/10. Les valeurs de z considérées sont entre 0.1 et 10 mètres. Dans ces conditions k = 2π/λ0 = 62.8 rad/m

, alors le critère kr >> 1 pour utiliser l’expression approximée de champ lointain est respectée. D’après les

critères de zones de champ proche et lointain, présentés dans le chapitre précédent, pour la surface analysée

la distance maximale en champ proche est de 8.34λ0 = 83.4 cm et l’expression en champ lointain est valide

à partir de ||r|| = 32λ0 = 3.2 m. Ces limites sont visibles sur les figures.

Il est observé sur la figure 2.15 que les amplitudes des composantes selon ks et φs, sont beaucoup plus

faibles que celle selon θs, et elles ne sont pas nulles à proximité de la surface. Un comportement tout à fait

normal et attendu. La ressemblance entre les valeurs calculées par la EFIE et celles obtenues à partir de la

OP est évidente.

Figure 2.15 – Module des composantes du champ diffracté en champ proche par une surface de taille 4λ× 4λ. Onde
incidente en polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m, θs = 0◦, φs = 0◦
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Sur la figure 2.16, une comparaison sur la phase est présentée. Cette figure montre que pour la composante

principale (selon θs), la similitude est totale et qu’il y a un déphasage de la composante selon φs qui au même

temps à une amplitude 103 fois plus faible que la composante principale. Il est clair que les valeurs du champ

électrique dépendent des courants surfaciques mais l’erreur est moins important sur le champ diffracté et

surtout en champ lointain.

Figure 2.16 – Détail de la phase des composantes du champ diffracté en champ proche par une surface de taille
4λ× 4λ. Onde incidente en polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m, θs = 0◦, φs = 0◦

Sur la figure 2.17, les modules des composantes du champ diffracté sont calculés par les équations de

champ en zone de champ proche et du champ lointain. Cette figure montre qu’à partir de 3 mètres les deux

solutions donnent des résultats identiques en module.

Figure 2.17 – Module des composantes du champ diffracté par une surface de taille 4λ × 4λ en champs proche et
lointain. Onde incidente en polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m, θs = 0◦, φs = 0◦
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La figure 2.18 montre les résultats sur la phase des composantes du champ électrique diffracté, calculé via

les deux équations : champ proche et champ lointain. Les résultats amènent à des conclusions similaires que

pour le module, malgré que pour Eφ la correspondance est obtenue à une distance plus importante (6.5 m).

Ceci a lieu à une distance de la surface inférieure à la limite de la zone de champ lointain pour la composante

en θ.

Figure 2.18 – Phases des composantes du champ diffracté par une surface de taille 4λ × 4λ en champs proche et
lointain. Onde incidente en polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m, θs = 0◦, φs = 0◦

2.7.1.3 Surface Équivalente Radar et champ diffracté en champ lointain

Une configuration bistatique est considérée pour montrer les résultats de simulations du calcul du champ

diffracté en champ lointain. Pour évaluer leur pertinence, 4 cas de champ incident sont pris en compte en

combinant les polarisations horizontale et verticale avec deux angles d’incidence, θi = 0◦ et θi = 45◦. Pour

le champ diffracté, comme il a été mentionné auparavant, les calculs ont été faits pour des valeurs de θs

entre −90◦ et 90◦ avec une résolution de 1◦, en prenant φs = 0◦ et φs = 90◦, ce qui permet de déterminer le

comportement du champ diffracté dans les plans parallèle et perpendiculaire au plan d’incidence. Une distance

r = 1000 m est considérée. Les composantes de la SER et la phase de chaque composante du coefficient de

diffraction pour chacun des scénarios.

La première conclusion tirée des figures 2.19 et 2.20 concerne la SER. Il est évident que la composante

en polarisation croisée, étant 65 dB plus faible que la composante en co-polarisation, peut être considérée

comme nulle, ce qui est un résultat complètement attendu pour le cas d’une surface lisse et se vérifie pour

tous les cas simulés. On observe aussi un désaccord entre la MdM et la OP pour les angles prêt de l’horizon

(θs = 90◦ et θs = −90◦). Ceci s’explique par l’effet de bord qui est pris en compte par la MdM (la méthode

introduit la diffraction par les arêtes de la surface) et pas par la OP. La deuxième conclusion tirée concerne

cette fois l’analyse de la phase du coefficient de diffraction. Il a été constaté que le comportement de la phase

est similaire pour les deux méthodes. Il faut noter que l’observation est faite sur un plan coplanaire au plan

d’incidence (φs = 0◦) et que la phase du coefficient de diffraction complexe correspond à celle du champ

diffracté en champ lointain.
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Figure 2.19 – SER et phase des composantes du coefficient de diffraction complexe en champ lointain en fonction
de θs pour une surface de taille 4λ× 4λ . Champ incident en polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m,
φs = 0◦.

Figure 2.20 – SER et phase des composantes du coefficient de diffraction complexe en champ lointain en fonction de
θs pour une surface de 4λ×4λ. Champ incident en polarisation horizontale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eφi | = 1 V/m, φs = 0◦.

Les figures 2.21 et 2.22 montrent le comportement du module (observé sur la SER) et de la phase des
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composantes principales du coefficient de diffraction complexe pour des directions d’observation situées dans

le plan perpendiculaire au plan d’incidence (φs = 90◦).

Figure 2.21 – SER et phase de la composante principale du coefficient de diffraction complexe en champ lointain en
fonction de θs pour une surface de 4λ×4λ. Champ incident en polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m,
φs = 90◦.

Figure 2.22 – SER et phase de la composante principale du coefficient de diffraction complexe en champ lointain
en fonction de θs pour une surface de 4λ × 4λ. Champ incident en polarisation horizontale, θi = 0◦, φi = 0◦,
|Eφi | = 1 V/m, φs = 90◦.

Des résultats similaires sont obtenus pour un angle d’incidence θi = 45◦. Le fait de considérer des angles

d’incidences qui s’approchent de l’incidence rasante a pour conséquence une diminution de la similitude entre

les résultats obtenus par chacune des méthodes. Cela est dû au fait que l’onde incidente “voit” de plus en

plus les bords de la plaque. Sur les figures 2.23 et 2.24 il est évident de remarquer le déplacement du lobe

principal du champ diffracté qui se trouve dans la direction spéculaire. Il faut noter que les résultat prédits

par la OP sous cette configuration sont moins précis pour les directions éloignées de la direction spéculaire.

Les figures 2.25 et 2.26 montrent des différences en module et en phase qui sont plus marquées quand

φs = 90◦. Cette différence est due au fait que dans cette direction les correspondent à l’évaluation d’un lobe

secondaire.
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Figure 2.23 – SER et phase de la composante principale du coefficient de diffraction complexe en champ lointain en
fonction de θs pour une surface de 4λ×4λ. Champ incident en polarisation verticale, θi = 45◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m,
φs = 0◦.

Figure 2.24 – SER et phase de la composante principale du coefficient de diffraction complexe en champ lointain
en fonction de θs pour une surface de 4λ × 4λ. Champ incident en polarisation horizontale, θi = 45◦, φi = 0◦,
|Eφi | = 1 V/m, φs = 0◦.

Figure 2.25 – SER et phase de la composante principale du coefficient de diffraction complexe en champ lointain en
fonction de θs pour une surface de 4λ×4λ. Champ incident en polarisation verticale, θi = 45◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m,
φs = 90◦.
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Figure 2.26 – SER et phase de la composante principale du coefficient de diffraction complexe en champ lointain
en fonction de θs pour une surface de 4λ × 4λ. Champ incident en polarisation horizontale, θi = 45◦, φi = 0◦,
|Eφi | = 1 V/m, φs = 90◦.

2.8 Étude paramétrique

2.8.1 Effet de la taille de la surface

Les résultats de simulations pour une surface lisse de 8λ × 8λ sont très similaires à ceux obtenus pour

une surface de 4λ × 4λ. Le comportement des composantes du courant surfacique, du champ diffracté en

champs proche et lointain, ainsi que celui de la SER, devant la variation des paramètres du champ incident

(polarisation et angle d’incidence), est similaire, indépendamment de la taille de la surface. Alors, il suffit de

montrer les valeurs les plus significatives afin de faire la comparaison entre les deux.

La différence principale entre les résultats obtenus pour cette nouvelle surface par rapport à la précédente

se trouve dans la précision numérique des valeurs, du fait que l’effet de bord est moins accentué au centre de

la surface plus grande. On observe un rapprochement entre les résultats obtenus par les deux méthodes du

fait du rapprochement des conditions asymptotiques conditionnant la validité de la OP.

2.8.1.1 Courant surfacique

La figure 2.27 montre le module et la phase de la composante principale du courant surfacique pour les

deux surfaces sous l’incidence d’une onde en polarisation verticale et θi = 0◦.
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Figure 2.27 – Module et phase de Jxη0 sur l’axe x de deux surfaces de tailles 4λ× 4λ (en haut) et 8λ× 8λ (en bas).
Onde incidente en polarisation verticale , θi = 0◦ , φi = 0◦ , |Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

Il est légèrement remarquable que, avec une taille plus importante, les résultats sont plus précis au centre

de la surface de 8λ×8λ. L’effet de bord est moins important et les valeurs déterminées par la MdM sont plus

proches de ceux obtenues par la OP.

Figure 2.28 – Module de Jyη0 sur les axes géométriques de deux surfaces de tailles 4λ× 4λ (en haut) et 8λ× 8λ (en
bas). Onde incidente en polarisation horizontale, θi = 45◦, φi = 0◦, |Eφi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.
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La même conclusion s’applique en changeant la polarisation et l’angle d’incidence de l’onde incidente,

comme peut-être observé sur les figures 2.28 et 2.29.

Figure 2.29 – Phase de Jyη0 sur les axes géométriques de deux surfaces de tailles 4λ× 4λ (en haut) et 8λ× 8λ (en
bas). Onde incidente en polarisation horizontale, θi = 45◦, φi = 0◦, |Eφi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

2.8.1.2 Surface Équivalente Radar et champ diffracté en champ lointain

Pour comparer le comportement de la SER et du champ diffracté en zone de champ lointain, uniquement

les résultats pour une onde incidente en polarisation verticale sont montrés. Les conclusions tirées sont valables

pour le cas d’une onde en polarisation horizontale.

Le résultat du balayage sur θs de −90◦ à 90◦, dans les cas de φs = 0◦ et φs = 90◦, est montré sur les

figures 2.30 et 2.31 respectivement. Ici, la SER et la phase de la composante en co-polarisation du champ

diffracté (coefficient de diffraction complexe) pour chacune des surfaces sont affichés. La figure 2.32 illustre

le cas pour une incidence avec θi = 45◦ et φs = 0◦.

Comme pour le calcul du courant, la seule différence constatée porte sur la précision des résultats, obtenue

ici autour des directions spéculaires. L’accord entre les résultats calculés par les deux méthodes est meilleur

pour la surface la plus large. Le comportement du module (observé sur la SER) et de la phase du coefficient

de diffraction, en fonction de l’angle de diffraction reste similaire pour les deux surfaces considérées. A noter

que la SER s’obtient en prenant le module du carré du coefficient de diffraction.
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Figure 2.30 – Module et phase des composantes du coefficient de diffraction complexe en champ lointain en fonction
de θs pour deux surfaces de tailles 4λ × 4λ (en haut) et 8λ × 8λ (en bas). Champ incident en polarisation verticale,
θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m, φs = 0◦.

Figure 2.31 – Module et phase des composantes du coefficient de diffraction complexe en champ lointain en fonction
de θs pour deux surfaces de tailles 4λ × 4λ (en haut) et 8λ × 8λ (en bas). Champ incident en polarisation verticale,
θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m, φs = 90◦.
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Figure 2.32 – Module et phase des composantes du coefficient de diffraction complexe en champ lointain en fonction
de θs pour deux surfaces de tailles 4λ × 4λ (en haut) et 8λ × 8λ (en bas). Champ incident en polarisation verticale,
θi = 45◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m, φs = 0◦.

2.8.2 Effet du nombre de points de Gauss

Des simulations pour les surfaces 4λ × 4λ et 8λ × 8λ, dont les résultats ne sont pas présentés, on été

réalisées en considérant jusqu’à 16 points de Gauss pour l’intégration numérique et une densité de maillage

moyenne de λ/12, afin de garantir qu’aucune arête ne dépasse la taille optimale pour la MdM de λ/10.

Ces simulations ont montré que les résultats du calcul du courant et du champ diffracté ne diffèrent pas en

fonction du nombre de points de Gauss. On peut conclure, que pour un maillage fin, l’intégration numérique

avec plus d’un 1 point de Gauss n’est donc pas nécessaire.

2.8.3 Effet de la densité d’échantillonnage

Dans le but de savoir si on peut relâcher le maillage en s’appuyant sur une intégration numérique avec

un nombre différent de points de Gauss, deux autres densités de maillage ont été considérées pour quantifier

l’effet de cette variable sur la précision des résultats. Les valeurs de densités moyennes choisies pour le test

sont λ/6.2 et λ/3.1. Comme référence sont utilisés les graphiques du courant surfacique obtenus pour la

surface de taille 8λ × 8λ ayant une densité de maillage moyenne de λ/12 et Ng = 1. La comparaison est

faite en module et phase, pour la composante principale du courant sur l’axe x̂ (y = 0) de la surface, en

considérant une onde incidente en polarisation verticale et un angle d’incidence θi = 0.
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2.8.3.1 Courant surfacique

Dans le cas où le maillage est moins dense (λ/3.1), la figure 2.33 montre que le module est affecté et

ceci ne s’améliore pas, même si un nombre élevé de points de Gauss (Ng) est utilisé. Il semblerait que pour

Ng = 1 les valeurs obtenues sont correctes mais en analysant la phase, dont l’information est montré sur la

figure 2.34, le résultat montre que l’erreur est trop importante.

Le comportement de la phase du courant est très similaire à celui du module. Il n’y a pas de change-

ment significatif au-delà de 4 points de Gauss. Il faut noter que pour ce maillage, aucun des résultats n’est

satisfaisant. L’erreur minimale de phase étant de π/6.

Figure 2.33 – Module de Jxη0 sur l’axe x̂, en fonction du nombre de points de Gauss, pour une surface de taille
4λ× 4λ avec une densité de maillage moyenne de λ/3.1. Onde incidente en polarisation verticale , θi = 0◦ , φi = 0◦ ,
|Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.
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Figure 2.34 – Phase de Jxη0 sur l’axe x̂, en fonction du nombre de points de Gauss, pour une surface de taille
4λ× 4λ, avec une densité de maillage moyenne de λ/3.1. Onde incidente en polarisation verticale , θi = 0◦ , φi = 0◦

, |Eθi | = 1 V/m et η0 =
√
µ/ε = 120πΩ.

Maintenant pour la surface de densité de maillage moyenne (λ/6), les résultats sont stables et acceptables

en module et phase à partir de Ng = 3, comme le montrent les deux figures suivantes. On vérifie que à partir

de Ng = 3 les résultats sont similaires à ceux obtenus pour une densité d’échantillonnage de λ/10.

On peut conclure que la densité du maillage peut être relâchée jusqu’un certain point à condition d’aug-

menter le nombre de points de Gauss dans l’intégration numérique afin d’assurer sa précision. Il existe une

limite à partir de laquelle le maillage n’est pas suffisant pour représenter le phénomène physique sous-jacent

(courant de surface) et les résultats du calcul ne seront pas satisfaisants quelle que soit la précision de

l’intégration numérique. Cette limite doit être définie pour chaque cas particulier à partir de l’erreur com-

mise par rapport aux valeurs de référence, qu’on établie ici comme ceux obtenues pour un échantillonnage à

λ/10.
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Figure 2.35 – Module de Jxη0 sur l’axe x̂, en fonction du nombre de points de Gauss, pour une surface de taille
4λ× 4λ avec une densité de maillage moyenne de λ/6.2. Onde incidente en polarisation verticale , θi = 0◦ , φi = 0◦ ,
|Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

Figure 2.36 – Phase de Jxη0 sur l’axe x̂, en fonction du nombre de points de Gauss, pour une surface de taille
4λ× 4λ, avec une densité de maillage moyenne de λ/3.1. Onde incidente en polarisation verticale , θi = 0◦ , φi = 0◦

, |Eθi | = 1 V/m et η0 =
√
µ/ε = 120πΩ.
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2.9 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre l’implémentation du modèle développé se basant sur la méthode des moments (MdM)

pour résoudre le problème de la diffraction par une surface parfaitement conductrice de géométrie quelconque a

été présentée et discutée. Les étapes principales ont été décrites en détail, en portant une attention particulière

sur la discrétisation du problème et sur le traitement de la singularité.

Des simulations numériques ont été réalisées pour le cas d’une surface carrée et lisse dans le but de

comparer le modèle de référence basé sur la MdM avec un deuxième modèle asymptotique basé sur la OP,

tout en tenant compte de son domaine de validité. Les résultats du calcul de courant surfacique, du champ

diffracté en zone des champs proche et lointain et de la SER, ainsi que de la matrice de diffraction, ont été

analysés. Par comparaison avec la OP, les résultats obtenus confirment la bonne implémentation du modèle

MdM.

La dernière section du chapitre, dédiée à l’étude paramétrique et portant sur les différentes variables de

configuration de la méthode a permis de déterminer les valeurs adéquates de ces variables et conduit aux

conclusions suivantes :

La surface de la mer n’étant pas simplement une surface de dimension finie, il est important de s’affranchir

de l’effet de bords. Cet effet peut être minimisé en considérant une surface de dimensions très grandes devant la

longueur de l’onde incidente et aussi une incidence proche de l’incidence normale. Sachant qu’en augmentant

la taille de la surface, le coût de calcul devient important, la solution de lâcher le maillage et de considérer

une intégration avec un certain nombre de points de Gauss est peut être envisagée afin de réduire la taille

du problème. De plus, pour pouvoir considérer des angles d’incidence s’approchant de l’incidence rasante, il

est possible de modéliser une onde atténuée sur les bords de la surface.
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Chapitre 3

Méthode E-SDIM

3.1 Introduction

Le but du troisième chapitre de ce manuscrit est de présenter les résultats obtenus à l’issue de l’implémenta-

tion de la E-SDIM (Extended Sub-Domain Decomposition Iterative Method), qui constitue une généralisation

de la SDIM [22], [31], afin de traiter rigoureusement le problème de diffraction électromagnétique par une

surface 2D, rugueuse et parfaitement conductrice. Elle permet de résoudre efficacement, par un schéma

itératif, le système linéaire issue de la discrétisation par la Méthode des Moments de l’Equation Intégrale du

Champ Electrique avec l’utilisation des fonctions de base de type RWG.

Elle est basée sur le même principe de décomposition en domaines de la surface que la CBFM, à partir de

laquelle les interactions à l’intérieur et entre ces blocs sont représentées par des matrices impédance et des

matrices de couplage respectivement. De plus, les matrices de couplage représentant des interactions entre

des blocs bien séparés, sont considérées comme des matrices de rang faible. Ceci permet de les représenter par

un ensemble de matrices compressées. Il existe plusieurs méthodes permettant de calculer de telles matrices.

Parmi elles, la technique de compression algébrique Adaptive Cross Approximation (ACA) a montré une

bonne performance en termes de compression et précision.

La première partie de ce chapitre contient une description détaillée de la méthode de base (SDIM), retenue

après l’analyse de l’état de l’art. Les principales limitations de la méthode sont exposées. En effet, pour le

problème en trois dimensions, l’effet de bord artificiel trop important, introduit par le découpage de la surface,

ainsi que l’irrégularité des bords résultant de l’utilisation des fonctions RWG, provoquent la non convergence

de la SDIM.

La deuxième partie du chapitre explique alors comment chacun des blocs est ensuite élargi uniformément,

créant un recouvrement entre blocs adjacents, dans le but de contrecarrer l’effet de bord artificiel introduit

par le découpage de la surface. Ceci sert à obtenir la convergence de la méthode lorsqu’elle est utilisée

pour la résolution du problème 3D. Cette technique est nommée E-SDIM. Ensuite la technique ACA est

présentée pour compresser des matrices de couplage afin d’accélérer les produits matrice-vecteur présents

99
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dans l’algorithme.

Le chapitre inclut aussi une analyse de la complexité de la E-SDIM, ainsi que l’effet de la ACA. Cette

analyse permet de vérifier quelles sont les étapes les plus pénalisantes de l’algorithme et de justifier le choix

d’utilisation d’une méthode de compression. Une analyse de la compressibilité du problème est présentée en

complément.

La troisième partie présente des résultats numériques obtenus du courant surfacique et de la SER, pour

une surface carrée rugueuse parfaitement conductrice. Ces résultats sont analysés afin de déterminer le com-

portement de la E-SDIM et de son intégration avec la ACA. Enfin, on réalise une étude paramétrique pour

évaluer l’influence des différentes variables de configuration sur la convergence et la précision de la E-SDIM

ainsi que sa sensibilité aux caractéristiques de l’onde incidente.

3.2 Principe de la méthode E-SDIM

Comme il a déjà été mentionné la E-SDIM constitue une généralisation de la SDIM, développée dans le

but de réaliser le traitement rigoureux du problème de diffraction électromagnétique par une surface bidi-

mensionnelle, rugueuse et parfaitement conductrice. A cet effet, le point de départ logique est la description

de la SDIM.

3.2.1 Méthode SDIM

La méthode SDIM repose sur la division de la surface, S, en P blocs ou sous-domaines, de telle façon que

S = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ SP , comme le montre la figure suivante :

Figure 3.1 – Décomposition du domaine géométrique S en P sous-domaines, sous forme de m lignes et n colonnes

Alors, la matrice impédance du problème, de taille N×N , obtenue par l’application de la MdM, peut-être
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exprimée sous la forme :

Z̄ =




Z̄1,1 Z̄1,2 · · · Z̄1,P

Z̄2,1 Z̄2,2 · · · Z̄2,P

...
...

. . .
...

Z̄P,1 Z̄P,2 · · · Z̄P,P




(3.1)

où P 2 est le nombre de sous-matrices Z̄i,j de taille Ni × Nj . Le nombre total d’inconnues après la

décomposition reste identique : N =
∑P
i=1Ni, Ni étant le nombre d’inconnues associées au bloc i [22], [31].

Cette représentation de la matrice impédance permet de la décomposer de sorte que Z̄ = Ā+ C̄ avec

Ā =




Z̄1,1 0̄ · · · 0̄

0̄ Z̄2,2 · · · 0̄
...

...
. . .

...

0̄ 0̄ · · · Z̄P,P




(3.2)

et

C̄ =




0̄ Z̄1,2 · · · Z̄1,P

Z̄2,1 0̄ · · · Z̄2,P

...
...

. . .
...

Z̄P,1 Z̄P,2 · · · 0̄




(3.3)

La matrice Ā contient les sous-matrices impédancesZ̄i,i associées à chacun des blocs et C̄ contient les

sous-matrices de couplage entre sous-domaines, Z̄i,j , où i 6= j. En partant de l’hypothèse que la matrice C̄

peut-être exprimée à travers le produit C̄ = ŪB̄V̄ , où Ū est une matrice triangulaire inférieure, B̄ est une

matrice diagonale et V̄ est une matrice triangulaire supérieure, toutes de taille N ×N , l’inverse de la matrice

impédance peut-être exprimée sous la forme :

Z̄−1 = (Ā + ŪB̄V̄ )−1 = Ā−1 − Ā−1Ū(Ī + B̄V̄ Ā−1Ū)−1 B̄V̄ Ā−1 (3.4)

où Ā et Ī + B̄V̄ Ā−1Ū sont supposées être inversibles et Ī représente la matrice identité.

Si le rayon spectral de M̄ = (B̄V̄ Ā−1Ū) est strictement inférieur à l’unité, on peut réaliser un développe-

ment en série de Taylor du terme (Ī + B̄V̄ Ā−1Ū)−1, sous la forme :

Ī

Ī + M̄
=

∞∑

k=0

(−1)kM̄k, (3.5)



102 CHAPITRE 3. MÉTHODE E-SDIM

peut-être appliqué [22], [31]. Alors, l’inverse de la matrice impédance devient :

Z̄−1 = Ā−1 − Ā−1Ū
[∑∞

k=0(−1)k(B̄V̄ Ā−1Ū)k
]
B̄V̄ Ā−1

= Ā−1 − M̄cĀ
−1 + M̄2

c Ā
−1 − M̄3

c Ā
−1 + · · ·

=
∑∞
k=0(−1)kM̄k

c Ā
−1

(3.6)

où M̄c = Ā−1C̄ est la matrice caractéristique de la décomposition en sous-domaines. Grâce à ces mani-

pulations, le produit matrice-vecteur a = Z̄−1b peut-être réécrit sous la forme :

a =

∞∑

k=0

Y (k) (3.7)

où

{
Y (0) = Ā−1b

Y (k) = −M̄cY
(k−1)

, k > 0
(3.8)

et l’inverse de la matrice Ā peut-être obtenue à partir de l’expression suivante :

Ā−1 =




Z̄−11,1 0̄ · · · 0̄

0̄ Z̄−12,2 · · · 0̄
...

...
. . .

...

0̄ 0̄ · · · Z̄−1P,P




(3.9)

Les vecteurs Y (k) dans l’équation (3.8), obtenus par un schéma itératif, sont appelés macro-fonctions

caractéristiques d’ordre k et décrivent le comportement du courant surfacique à l’ordre mentionné. Ils

contiennent les fonctions de base Y
(k)
i , définies ci-après. Alors, chaque fonction de base, constituée par

un vecteur, représente le courant à l’intérieur du bloc qui, lorsque le calcul converge, se voit corrigée à chaque

itération. Ainsi, la SDIM permet d’obtenir a ≈ akSDIM
, dont le nombre d’itérations kSDIM à réaliser, dépend

du critère de convergence choisi [22], [31]. L’un des critères utilisés, qui est celui retenu dans ce travail, est

donné par l’expression :

||(a(k) − a(k−1)||
||a(k−1)|| < ε0, (3.10)

ε0 étant un seuil d’erreur donné. La norme utilisée fait référence à la norme euclidienne d’une matrice

x̄mn définie par ses composantes (xij). Elle est définie sous la forme :
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||x̄mn|| =
√ ∑

1≤i≤m, 1≤j≤n
|xij |2 (3.11)

A partir de l’équation (3.8), et en s’appuyant sur le principe de division en sous-domaines, les vecteurs

représentant les macro-fonctions, ainsi que le vecteur d’excitation peuvent être réécrits sous la forme :

Y (k) =




Y
(k)
1

Y
(k)
2

...

Y
(k)
P




, b =




b1

b2
...

bP




(3.12)

où Y
(k)
i est la fonction de base à l’ordre k, associée au sous-domaine i et bi est le vecteur d’excitation

associé au même sous-domaine. Cela permet d’exprimer les fonctions Y
(k)
i associées à chaque domaine comme :

{
Y

(0)
i = Z̄−1i,i bi

Y
(k)
i = −Z̄−1i,i

∑P
j=1,j 6=i Z̄i,jY

(k−1)
j , k > 0

(3.13)

Le principal intérêt de la SDIM réside dans la possibilité d’inverser la matrice d’impédance par blocs avec

une complexité très inférieure à celle de l’inversion directe de Z̄ par une décomposition LU [22], [31]. En effet,

avec la SDIM, seulement les matrices impédances associées aux blocs doivent être inversées, au lieu de toute

la matrice Z̄. De plus, le déficit de rang des sous-matrices de couplage qui forment C̄ permet d’accélérer les

produits matrice-vecteur présents dans la deuxième ligne de l’équation (3.13), en utilisant des techniques de

compression matricielle comme la ACA.

Il est à noter que la CBFM est très similaire à la SDIM dans le calcul des macro-fonctions caractéristiques.

En effet, comme nous le verrons en détail au chapitre suivant, les fonctions Y
(0)
i sont identiques aux Fonctions

Caractéristiques Primaires (PBF) de la CBFM et les Fonctions Caractéristiques Secondaires (SBF) sont

déterminées par le produit −Z̄−1i,i Z̄i,jY
(0)
j , qui fait partie du calcul des fonctions Y

(1)
i de la SDIM. L’une des

versions de la CBFM utilise ensuite un processus d’ortho-normalisation Gram-Schmidt modifié et l’autre une

décomposition SVD à partir des PBF, pour déterminer les fonctions caractéristiques, nécessaires au calcul

de la matrice réduite. Cette matrice est utilisée dans le calcul du vecteur a. A difference d’elles, la SDIM

continue le processus itératif jusqu’à l’obtention du courant.

Différents facteurs peuvent influencer la convergence de la SDIM, notamment la taille et la forme des

domaines, la polarisation et l’angle d’incidence ainsi que les caractéristiques géométriques de la surface elle-

même. De plus, les effets de bords de la surface ainsi que ceux des bords artificiels, créés par la division en

sous-domaines, conditionnent aussi la convergence de la méthode SDIM qui a montré une convergence très

rapide pour le problème 2D.
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3.2.2 Limitations de la SDIM pour le problème électromagnétique 3D.

La mise en œuvre de la SDIM commence par la division en sous-domaines du modèle géométrique de

la surface considérée dans le problème électromagnétique, qui est discrétisée en triangles élémentaires pour

l’utilisation de fonctions RWG. Afin d’assurer que le nombre d’inconnues reste identique après la division en

sous-domaines, les fonctions RWG qui se trouvent sur les frontières entre les domaines doivent être associées

à l’un des sous-domaines concernés. Ces fonctions sont celles dont l’arête principale fait partie d’une des

frontières de séparation de domaines adjacents et chacun de ses triangles se trouvent d’un côté différent de

la frontière. Elles sont marquées en rouge sur la figure 3.2. Alors, un critère doit être adopté afin d’effectuer

cette association et par conséquent, certains triangles peuvent être partagés par plus d’un sous-domaine.

Une autre façon de voir cette problématique est de considérer le problème au niveau des arêtes. Ainsi,

chaque sous-domaine est composé par toutes les arêtes qui se trouvent à l’intérieur de ses limites, ensuite,

les arêtes qui se trouvent sur les lignes qui séparent les sous-domaines, sont associées à l’un d’entre eux, en

suivant un critère. En supposant que les sous-domaines considérés sont rectangulaires, le critère retenu dans

ce travail consiste à associer les arêtes horizontales d’un triangle, qui se trouvent sur une ligne de séparation

horizontale, au sous-domaine au-dessus de cette ligne. Dans le cas des arêtes verticales, qui se trouvent sur

une ligne de séparation verticale, l’arête est associée au sous-domaine à gauche de la ligne de séparation. Ces

orientations spatiales font référence à une vue de dessus de l’objet, comme le montre la figure suivante :

Figure 3.2 – Division en 4 sous-domaines du domaine géométrique représenté avec des fonctions RWG

La figure 3.2 montre une surface divisée en quatre (2 × 2) sous-domaines en respectant le critère décrit

auparavant. Cette distribution des fonctions RWG pour former les différents sous-domaines, crée des bords

irréguliers et une représentation géométrique asymétrique de deux sous-domaines adjacents quelconques, dans
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la région proche à la ligne qui les sépare. Ceci peut être apprécié dans la figure 3.3, qui représente chacun

des sous-domaines de la figure 3.2 de façon séparée. De chaque côté de la frontière entre sous-domaines l’un

d’entre eux a un bord rectiligne et l’autre un bord irrégulier.

Cette asymétrie est identifiée comme étant la cause des valeurs de courant très différentes de chaque

côté des lignes de séparation entre sous-domaines. L’effet est cumulatif et il est appréciable dès la première

itération, pour le calcul du courant à l’ordre zéro (Y (0)), lors de l’application de la méthode pour un problème

3D, même pour des points très proches.

Figure 3.3 – Division en 4 sous-domaines séparés, représenté avec des fonctions RWG

La figure 3.4 montre le module de la composante principale du courant à différents ordres sur l’axe x̂,

pour une surface lisse parfaitement conductrice, de taille 1λ× 2λ. La surface, divisée en deux sous-domaines

carrés et où la division entre sous-domaines se trouve autour de x = 0, est illuminée par une onde plane

en polarisation verticale. Ici on peut apprécier le phénomène de non convergence lorsqu’aucun élargissement

de sous-domaines n’est utilisé. Le numéro accompagnant SDIM indique l’ordre auquel correspond la courbe

affichée et la valeur entre parenthèses εJ , indique l’erreur relative commise, par rapport à l’inversion LU

de la matrice Z̄. Trois éléments sont à noter. D’abord, l’effet de bord artificiel introduit par la division en

sous-domaines. De plus, l’asymétrie existante dans les valeurs de courant autour de la ligne de séparation de

sous-domaines surtout lors des premières itérations. Pour finir, on observe le caractère cumulatif de ces deux

phénomènes dans l’augmentation continuelle de l’erreur. En effet, l’addition de ces éléments provoque la non

convergence de la méthode pour le problème électromagnétique 3D, dans les conditions d’échantillonnage à

λ/10 pour la MdM.
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Figure 3.4 – Effet de bord et asymétrie du courant

3.2.3 Extension de la SDIM

L’élargissement de sous-domaines est la première technique appliquée dans le but de gérer l’effet de bord

artificiel, en éliminant l’asymétrie introduite lors de la création des sous-domaines. Cette solution consiste à

considérer pour le calcul des fonctions de base d’ordre k, des sous-domaines plus larges que ceux d’origine,

créant un recouvrement entre sous-domaines adjacents. Ces nouveaux sous domaines sont construits avec des

bords rectilignes. Sur eux, des fonctions élargies Y ′(k)
i , sont calculées. Elles représentent les courants sur les

blocs élargis. Ensuite afin d’obtenir les fonctions Y
(k)
i , associées aux sous-domaines d’origine, une technique

de troncature est appliquée, en considérant uniquement les valeurs liées aux arêtes contenues dans les blocs

non élargis.

L’action combinée de ces deux techniques permet d’obtenir des fonctions de courants de sous-blocs dans

lesquelles l’effet de bord a été éliminé. Les bords rectilignes et non irréguliers des blocs élargis, permettent

d’obtenir des valeurs de courants similaires de chaque côté des frontières entre sous-domaines, améliorant la

convergence de la méthode SDIM et permettant son application au problème électromagnétique 3D.

Figure 3.5 – Rallongement de sous-domaines
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Le concept d’élargissement et de recouvrement de sous-domaines est illustré dans la figure 3.5. A cet effet,

une bande de recouvrement de largeur ∆R est ajoutée à chaque sous-domaine. Cette bande existe uniquement

à l’intérieur des limites de la surface considérée.

L’application du concept sur une surface discrétisée avec des triangles élémentaires, comme celle de la

figure 3.2, est illustrée sur la figure 3.6. Les quatre sous-domaines dont la surface à été divisée, ainsi que

l’élargissement réalisé pour chacun d’entre eux, sont représentés indépendamment. On peut apprécier ici

que la valeur de ∆R est définie de forme discrète du fait de l’échantillonnage de la surface. Elle peut être

déterminée en fonction du nombre des carrés, formés par une couple de triangles élémentaires, qui peuvent

être placés de forme adjacente dans la dimension ∆R de la bande de recouvrement. Dans l’exemple montré,

∆R = 2de, de étant le pas d’échantillonnage, mesuré comme la distance sur le plan xy entre deux points

placés sur la même ligne ou sur la même colonne.

Figure 3.6 – Rallongement de sous-domaines avec des fonctions RWG

La première conséquence de l’élargissement des sous-domaines est la disparition des bords irréguliers, ce

qui améliore le problème d’asymétrie des courants mentionné auparavant. De plus, si la taille du rallongement

est assez large, les valeurs de courant à l’intérieur du sous-domaine d’origine seront plus précis lors de la

première itération. En effet, la région proche du bord du sous-domaine élargi, dont l’effet de bord est plus

fort, pourra être laissée en dehors du bloc d’origine après avoir tronqué les fonctions Y ′(k)
i . Le point négatif

de cette technique consiste en une augmentation de la complexité en espace mémoire et en temps de calcul

avec ∆R, à cause du suréchantillonnage introduit. Alors, un compromis doit être trouvé afin de permettre

la convergence avec le moins d’itérations et le plus rapidement possible, sans augmenter considérablement le

besoin en espace mémoire. A ce propos, la taille du rallongement devient une autre variable à considérer lors

de l’analyse de la convergence de la E-SDIM.
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La figure 3.7 peut aider à comprendre la représentation mathématique de la procédure de rallongement

et chevauchement de sous-domaines et ses conséquences sur les opérations à réaliser. Elle représente deux

sous-domaines quelconques pour un problème 3D donné. Le symbole “prime” est utilisé pour dénoter les

sous-domaines élargis. T représente le sous-domaine d’observation et S le sous-domaine source.

Figure 3.7 – Relation entre sous-domaines

Les sous-matrices impédances, utilisées pour le calcul des fonctions Y
(0)
i , sont représentatives de chaque

domaine. Ainsi, la matrice Z̄T,T , de taille NT × NT , correspond au sous-domaine T et Z̄T ′,T ′ , de taille

NT ′ ×NT ′ est associée au sous-domaine élargi T ′, avec NT ′ > NT . Le calcul des fonctions d’ordre k = 0 est

fait à partir de Z̄T ′,T ′ , comme le montre l’équation (3.14) :

Y ′(0)
T ′ = Z̄−1T ′,T ′ bT ′ (3.14)

où Z̄−1T ′,T ′ est l’inverse de Z̄T ′,T ′ et bT ′ est le vecteur d’excitation associé au sous-domaine T ′. Y ′(0)
T ′

représente la fonction d’ordre zéro du sous-domaine étendu T ′. Ce vecteur, de taille NT ′×1, est tronqué pour

obtenir la fonction Y
(0)
T , utilisée dans la construction de Y (0). Cette opération, représentée dans l’expression

suivante par la lettre C, consiste à extraire de Y ′(0)
T ′ les NT coefficients correspondants aux fonctions RWG

du sous-domaine T .

Y
(0)
T = C

[
Y ′(0)

T ′

]
(3.15)

Pour déterminer les macro-fonctions d’ordre supérieur, l’analyse est plus complexe car elle implique aussi

les sous-matrices de couplage, comme le montre l’expression (3.13). A partir de la figure 3.7, quatre relations

de couplage sont envisageables : de S à T ou T ′ et de S′ à T ou T ′. Ces relations sont définies par les matrices

de couplage : Z̄T,S , Z̄T ′,S , Z̄T,S′ et Z̄T ′,S′ respectivement. Les deux dernières ne sont pas considérées pour le

calcul de Y (k) car elles impliquent l’utilisation de Y ′(k−1)
S′ , qui, à cette étape, a déjà été tronquée pour obtenir

Y
(k−1)
S . Sa prise en compte serait une façon de transmettre vers les itérations d’ordre supérieur, l’effet de

bord qu’on cherche précisément a minimiser. Alors, les sous-domaines sources sont toujours considérés comme

des sous-domaines sans élargissement (S).

Le couplage entre S et T garde les mêmes limitations qui ont été analysées précédemment concernant

l’asymétrie de valeurs de courant autour des limites entre sous-domaines et un effet de bord trop important.
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Alors, cette relation de couplage n’est pas considérée, laissant comme seule possibilité Z̄T ′,S . Pour déterminer

Y
(k)
T l’expression suivante, similaire à l’équation (3.15), est utilisée.

Y
(k)
T = C

[
Y ′(k)

T ′

]
(3.16)

où

Y ′(k)
T ′ = − Z̄−1T ′,T ′

P∑

S=1,S 6=T ′
Z̄T ′,SY

(k−1)
S (3.17)

3.2.4 Complexité de la E-SDIM

Pour analyser la complexité de la méthode, on suppose que chaque bloc de la surface est décrit par un

nombre identique d’inconnues N0, ou N0E , si on fait référence au domaine élargi. La différence entre N0 et

N0E est proportionnelle à ∆R. En supposant que la méthode converge après kE-SDIM itérations, la complexité

CPU de la E-SDIM est décrite par l’expression suivante [22], [31] :

CE-SDIM = P
{[
CE +O(N2

0E)
]

+ kE-SDIM

[
CE +O(N2

0E)
]

+ kE-SDIM(P − 1)CE,0
}

(3.18)

où P est le nombre total de sous-domaines. CE est la complexité associée à l’inversion de la matrice Z̄T ′,T ′ ,

égale à O(N3
0E) si une inversion LU est utilisée. Le terme Z̄−1T ′,T ′ , étant présent sur toutes les itérations, s’il

peut être sauvegardé en mémoire lors du calcul de Y ′(0)
T ′ avec l’expression (3.14), la complexité de la méthode

est réduite à :

CE-SDIM = P
{[
CE +O(N2

0E)
]

+ kE-SDIM

[
O(N2

0E)
]

+ kE-SDIM(P − 1)CE,0
}

(3.19)

Ici, la complexité CE associée au calcul des fonctions Y ′(k)
T ′ , a été éliminée. Le terme CE,0 représente le

coût en temps CPU du produit Z̄T ′,SY
(k−1)
S , S 6= T , qu’on trouve dans l’équation (3.17). Si aucune technique

de compression matricielle n’est utilisée, la complexité de ce produit est égale à O(N0EN0). Reste à identifier

le terme O(N2
0E) qui représente la complexité des produits matrice-vecteur Z̄−1T ′,T ′vT ′ dans les expressions

(3.14) et (3.17). Le vecteur vT ′ représente le vecteur d’excitation sur l’équation (3.14) où le résultat du

produit Z̄T ′,SY
(k−1)
S , S 6= T sur (3.17).

Une réécriture de l’expression (3.19) sous la forme :

CE-SDIM = P
{[
O(N3

0E) +O(N2
0E)
]

+ kE-SDIM

[
O(N2

0E)
]

+ kE-SDIM(P − 1)O(N0EN0)
}

(3.20)



110 CHAPITRE 3. MÉTHODE E-SDIM

permet d’apprécier qu’en effet, les éléments les plus coûteux de l’algorithme correspondent à l’inversion

des matrices impédance et les produits matrice-vecteur impliquant les matrices de couplage dans le calcul

de macro-fonctions aux ordres supérieurs. Si on suppose que le nombre d’inconnues ajoutées par bloc est

négligeable devant la valeur N0, alors N0 ≈ N0E et l’expression précédente peut s’exprimer sous la forme :

CE-SDIM ≈ P
{[
O(N3

0E) +O(N2
0E)
]

+ kE-SDIM

[
O(N2

0E)
]

+ kE-SDIM(P − 1)O(N2
0E)
}

(3.21)

qui, en termes de nombre total d’inconnues sur la surface N , et en considérant que P >> 1 devient :

CE-SDIM ≈ P
{[
O
(
N3

P 3

)
+O

(
N2

P 2

)]
+ kE-SDIM

[
O
(
N2

P 2

)]
+ kE-SDIMPO

(
N2

P 2

)}
(3.22)

qui peut être réarrangée sous la forme :

CE-SDIM ≈
[
O
(
N3

P 2

)
+O

(
N2

P

)]
+ kE-SDIM

[
O
(
N2

P

)]
+ kE-SDIMO

(
N2
)

(3.23)

Si on compare cette expression avec la complexité de l’inversion LU de la matrice impédance du problème

(O
(
N3
)
), on comprend facilement l’intérêt de l’utilisation d’un nombre élevé de domaines, et d’une technique

de compression matricielle comme la ACA, qui permet de diminuer la complexité en temps CPU associée

au produit Z̄T ′,SY
(k−1)
S , S 6= T . Le critère d’efficacité de la E-SDIM par rapport à l’inversion LU de Z̄,

(1 + kE-SDIM << P ), est applicable quand la condition P << N0E est vérifiée.

Une analyse similaire permet d’établir la complexité en espace mémoire de la méthode sous la forme [22],

[31] :

ME−SDIM = P
{
O
(
N2

0E

)
+ (P − 1)ME,0

}
(3.24)

avec ME,0 étant la complexité en mémoire pour le stockage des matrices de couplage égale à O(N0EN0).

O
(
N2

0E

)
est celle associée aux matrices impédance. On observe que le besoin en mémoire est identique à celui

de la MdM.

Si les mêmes hypothèses que pour la complexité CPU sont faites, l’équation (3.24) peut être écrite comme :

ME-SDIM ≈ P
{
O(N2

0E) + (P − 1)O(N2
0E)
}

(3.25)

qui en fonction du nombre total d’inconnues devient :

ME-SDIM ≈ P
{
O
(
N2

P 2

)
+ (P − 1)O

(
N2

P 2

)}
(3.26)
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et peut être reformulé comme :

ME-SDIM = O(
N2

P
) + (P − 1)O

(
N2

P

)
(3.27)

On aperçoit à nouveau l’intérêt de l’utilisation d’un nombre élevé de sous-domaines afin de diminuer l’es-

pace mémoire nécessaire au stockage des matrices impédance. Ceci implique que la partie la plus importante

du stockage est dédiée aux matrices de couplage, ce qui prouve l’importance de la compression de ces matrices

et justifie le choix d’appliquer la ACA pour diminuer aussi la complexité en mémoire de la E-SDIM.

3.3 Intégration de la méthode ACA

Comme il a déjà été mentionné, il est connu que la matrice impédance, résultant de l’application de la

MdM dans la résolution de la EFIE en 3D, est une matrice dense, non singulière et sans déficience de rang

du fait que la fonction de Green a un caractère non local. Ceci, accompagné d’une complexité en mémoire,

temps de remplissage et du produit matrice-vecteur équivalant à O(N2) et O(N3) pour une inversion LU. Or,

il peut s’avérer que sous certaines conditions les sous-matrices qui composent la matrice Z̄ sont des matrices

de rang faible. Notamment les sous-matrices qui représentent des interactions entre éléments biens séparées.

Ces matrices peuvent être représentées par le produit de matrices fortement compressées.

3.3.1 Formulation mathématique

La méthode ACA est une technique purement algébrique de compression de matrices de rangs faibles, dont

le taux de compression est réputé être très important. Cette méthode a été introduite par Bebendorf en 2000

[32]. Elle a été utilisée à l’origine pour des applications statiques ou à basse fréquence avec des équations aux

noyaux asymptotiquement lisses, avec une complexité O(N logN). Plus récemment, la méthode a aussi été

appliquée à des problèmes électromagnétiques de taille moyenne avec succès. Avec une complexité légèrement

supérieure que pour les problèmes statiques (O(N4/3 logN)), la méthode est capable de produire des résultats

très précis avec seulement une fraction de l’espace mémoire demandé par la MdM. Elle a aussi été combinée

avec d’autres méthodes de résolution comme la CBFM. La méthode SDIM emploie également de la technique

ACA pour le calcul des interactions faibles entre sous-blocs [22], [31], utilisée uniquement pour le problème

2D.

La nature purement algébrique de la ACA est l’un des principaux avantages de cette technique car son

application ne demande aucune connaissance du problème physique, de l’équation utilisée ou de la fonction

de Green, et à ce propos, la méthode peut être utilisée dans une grande variété d’applications. Il s’agit

explicitement d’une décomposition LU pivotée révélatrice du rang ou, comme elle a été définie par d’autres

auteurs, d’une élimination gaussienne tronquée et partiellement pivotée. Par conséquent, à la différence

d’autres méthodes purement algébriques, comme la SVD (Singular Values Decomposition - Décomposition

en Valeurs Singulières) tronquée, la décomposition QR ou la décomposition UV, il suffit d’une connaissance

partielle de la matrice à compresser pour l’utilisation de la ACA.
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Le principe de la méthode ACA repose sur le fait qu’une matrice Z̄[m×n] ∈ C[m×n] représentant l’in-

teraction entre deux sous-blocs bien séparés, peut être de rang faible et alors peut-être approximée par une

autre matrice Z̃[m×n]. Cette deuxième matrice, de rang r égal au rang effectif de Z̄[m×n], peut-être construite

en utilisant la ACA, à partir du produit montré par l’équation suivante :

Z̃[m×n] = Ū[m×r] V̄[r×n] =

r∑

i=1

ui[m×1]
vi[1×n]

(3.28)

où Ū[m×r] et V̄[r×n] sont deux matrices rectangulaires denses, construites à partir des vecteurs colonne

ui[m×1]
et ligne vi[1×n]

. La méthode permet de calculer ces vecteurs par un schéma itératif, à partir des lignes

et colonnes de Z̄. L’approximation de Z̄[m×n] par Z̃[m×n] est faite en respectant un certain niveau de précision

εACA, défini à partir de la différence entre les deux matrice sous la forme :

||R̄[m×n]||F = ||Z̄[m×n] − Z̃[m×n]||F ≤ εACA||Z̄[m×n]||F (3.29)

où R̄ est la matrice erreur et F fait référence à la norme de Frobenius ou euclidienne de la matrice, définie

par l’équation (3.11). Il est évident que la construction de Z̃[m×n] nécessite le calcul et le stockage de r(m+n)

éléments au lieu de m × n nécessaires pour Z̄[m×n]. Alors, pour que la compression soit efficace, en termes

d’espace mémoire, la condition r ≤ min(m,n) doit être remplie.

Une paire de vecteurs ui[m×1]
et vi[1×n]

est calculée à chaque itération (i) de la méthode afin de construire

Ū[m×r] et V̄[r×n]. Pour cela, on sélectionne les lignes et colonnes de Z̄[m×n] les plus impactants sur l’er-

reur, dans le but de la réduire continuellement. La procédure s’arrête une fois le critère de convergence

atteint, représenté par l’expression (3.29). Il faut noter que ce critère demande la connaissance exacte de

||R̄|| et de ||Z̄||. Or, pour cela, il faudrait déterminer complètement la matrice impédance. Afin de faciliter

l’implémentation efficace de la méthode, deux considérations sont faites. D’abord, la dernière paire de vec-

teurs uk[m×1]
et vk[1×n]

calculée lors de la k-ième itération, est considérée comme la plus impactante sur R̄ à

ce stade, alors :

||R̄(k)||F = ||Z̄ − Z̃(k−1)||F ≈ ||uk||F ||vk||F (3.30)

D’autre part, ||Z̄||F peut-être approximée très précisement par ||Z̃(k)|| = ||Ū (k) V̄ (k)||F . Dans le but de

réaliser un calcul efficace ||Z̃(k)||F , l’expression suivante est appliquée :

||Z̃(k)||2F = ||Z̃(k−1) + ukvk||2F = ||Z̃(k−1)||2F + 2

k−1∑

j=1

|uTj uk||vkvTj |+ ||uk||2F ||vk||2F (3.31)

Elle demande uniquement le calcul des deux derniers termes du membre de droite de l’expression à la fin

de chaque itération. A l’aide des équations (3.30) et (3.31), la condition de convergence après chaque itération

devient :
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||uk||F ||vk||F ≤ εACA||Z̃(k−1)||2F + 2

k−1∑

j=1

|uTj uk||vkvTj |+ ||uk||2F ||vk||2F (3.32)

L’algorithme de la ACA est montré ci-après. Sa description est faite en utilisant le langage Matlab [107].

Deux vecteurs, I = [I1, I2, ..., Ir] et J = [J1, J2, ..., Jr], sont construits contenant respectivement, les indices

de lignes et de colonnes de Z̄, ordonnés selon le critère de sélection décrit dans l’algorithme. Ainsi, Ik note la

Ik-ième colonne de Z̄, utilisée dans la construction de la k-ième colonne de la matrice Ū (k), égale au vecteur

uk. De façon similaire sont liés les éléments Jk, la Jk-ième ligne de Z̄ et vk, vk étant la k-ième ligne de la

matrice Ū (k).

Première itération, k = 1 :

1 - Déterminer l’indice de la première ligne I(1) : I1 = 1 (optionnel) et initialiser R̃ = Z̃ = 0̄.

2 - Initialiser la I1-ième ligne de la matrice erreur approximée : R̃(I1, :) = Z̄(I1, :).

3 - Déterminer l’indice de la première colonne J1 : |R̃(I1, J1)| = maxj(|R̃(I1, j)|).

4 - Déterminer la première ligne V̄ (1, :) : v1 = R̃(I1, :)/R̃(I1, J1).

5 - Initialiser la J1-ième colonne de la matrice erreur approximée : R̃(:, J1) = Z̄(:, J1).

6 - Déterminer la premier colonne Ū(:, 1) : u1 = R̄(:, J1)

7 - Calculer ||Z̃||2F pour l’itération actuelle : ||Z̃(1)||2F = ||u1||2F ||v1||2F .

8 - Déterminer l’indice de la prochaine ligne I2 : |R̃(I2, J1)| = maxi(|R̃(i, J1)|), i 6= I1.

k-ième itération, k > 1 :

9 - Actualiser la Ik-ième ligne de la matrice erreur approximée : R̃(Ik, :) = Z̄(Ik, :)−
∑k−1
l=1 ul(Ik)× vl.

10 - Déterminer l’indice de la k-ième colonne Jk : |R̃(Ik, Jk)| = maxj(|R̃(Ik, j)|), j /∈ J(1 : k − 1).

11 - Déterminer la k-ième ligne V̄ (k, :) : vk = R̃(Ik, :)/R̃(Ik, Jk).

12 - Actualiser la Jk-ième colonne de la matrice erreur approximée : R̃(:, Jk) = Z̄(:, Jk)−∑k−1
l=1 ul×vl(Jk) .

13 - Déterminer la k-ième colonne Ū(:, k) : uk = R̃(:, Jk).

14 - Calculer ||Z̃||2F pour l’itération actuelle : ||Z̃(k)||2F = ||Z̃(k−1)||2F+2
∑k−1
j=1 |uTj uk||vkvTj |+||uk||2F ||vk||2F .

15 - Vérifier le critère de convergence : ||uk||F ||vk||F ≤ εACA||Z̃(k)||2F .

16 - Déterminer l’indice de la prochaine ligne Ik+1 : |R̃(Ik+1, J1)| = maxi(|R̃(i, J1)|), i /∈ I(1 : k).
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On observe que seulement une partie de Z̄ doit être calculée pour construire la matrice approximée Z̃. Ce

qui peut potentiellement rendre la méthode très efficace en termes de compression. Le taux de compression

τ , défini par l’expression suivante, est utilisé, pour évaluer sa performance en termes d’espace mémoire.

τ = 1− r(m+ n)

mn
(3.33)

Si r � (m,n), alors, le taux de compression peut-être très important. Par contre, un autre critère plus

restrictif à considérer est le temps de calcul. La complexité CPU de la méthode pour le remplissage de la

matrice est O(r2(m+ n)), contre O(mn) pour la MdM. En termes du temps de calcul, une valeur maximale

rmax peut-être définie, au-dessus de laquelle le remplissage de la matrice en utilisant la ACA serait plus lent

que celui en utilisant la MdM.

rmax =

√
mn

m+ n
(3.34)

La substitution de l’expression précédente dans l’équation (3.33) permet de définir aussi le taux de com-

pression minimal, τmin, pour considérer la technique également comme une méthode d’accélération.

τmin = 1−
√
m+ n

mn
(3.35)

En prenant le cas où m = n, (r =
√

m
2 ), dont le taux de compression minimal est donné par l’expression

suivante, il est facile de se rendre compte que le critère peut-être contraignant quand des grandes matrices

sont traitées.

τmin = 1−
√

2

m
(3.36)

3.3.2 Complexité de la E-SDIM + ACA

A partir de l’équation (3.21) il est possible de dériver une expression pour la complexité en temps CPU

pour la E-SDIM qui prend en compte la compression des matrices de couplage par la ACA sous la forme [22],

[31] :

CE-SDIM + ACA ≈ P
{[
O(N3

0E) +O(N2
0E)
]

+ kE-SDIM

[
O(N2

0E)
]

+ kE-SDIM(P − 1)(1− τ̄)O(N2
0E)
}

(3.37)

En effet, on trouve dans cette expression les coûts associés aux différents étapes de la méthode. La seule

difference se trouve dans le terme additionnel (1 − τ̄), qui multiplie l’élément dénotant la complexité des
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produits Z̄T ′,SY
(k−1)
S , S 6= T , Z̄T ′,S étant les matrices de couplage. τ̄ représente le taux de compression

moyen, calculé comme la moyenne des taux de compression de toutes les matrices de couplage, pouvant aller

de zéro, pour les matrices de couplage entre blocs adjacents, à 0.999, pour celles entre blocs bien éloignés.

En supposant la condition P >> 1, qui implique (P − 1) ≈ P la complexité peut être réécrite de façon

similaire à l’expression (3.23), en fonction du nombre total d’inconnues, sous la forme :

CE-SDIM + ACA ≈
[
O
(
N3

P 2

)
+O

(
N2

P

)]
+ kE-SDIM

[
O
(
N2

P

)]
+ kE-SDIM(1− τ̄)O(N2) (3.38)

Si on compare cette expression avec la complexité CPU de l’inversion LU de Z̄, on aperçoit comment

le fait de décomposer la surface en un grand nombre de blocs, minimise la complexité dû à l’inversion de

matrices par un facteur P 2, et la transforme en des produits matrice-vecteur, qui sont accélérés grâce à la

compression des matrices de couplage. Cette compression sera d’autant plus importante que le nombre de

domaines sera grand, ce qui montre la validité de la méthode dans ce contexte.

Pour la complexité en mémoire, en partant de l’équation (3.25) et en introduisant à nouveau le taux de

compression moyen des matrices de couplage, on arrive à l’expression suivante :

ME-SDIM + ACA ≈ P
{
O(N2

0E) + (P − 1)(1− τ̄)O(N2
0E)
}

(3.39)

où on trouve le même terme (1− τ̄) qui affecte la complexité de stockages des matrices de couplage. Pour

des problèmes de taille moyenne, si le nombre de blocs P est suffisamment grand, des taux de compression

moyen de l’ordre de 85% − 90% sont observés. Ces valeurs peuvent être surpassées dans des problèmes de

grande taille. Cette complexité peut être exprimée en fonction du nombre total d’inconnues sous la forme :

ME-SDIM + ACA = O
(
N2

P

)
+ (P − 1)(1− τ̄)O

(
N2

P

)
(3.40)

3.4 Étude de la compressibilité avec un schéma E-SDIM + ACA

L’étude de la compressibilité permet de savoir dans quelle mesure le problème initial peut être compressé

en utilisant la E-SDIM intégrée à la ACA et déterminer la taille maximale du problème à traiter en fonction des

ressources disponibles. On commence cette analyse par la première étape affectant la taille initiale du problème

qui est l’élargissement. En effet, toutes les relations de complexité obtenues auparavant font référence au

nombre total d’inconnues N ou au nombre moyen d’inconnues par bloc N0E = N
P . Ces quantités sont mesurées

après élargissement. Alors, il est nécessaire de connaitre comment les différentes variables de configuration

affectent l’augmentation du nombre d’inconnues par rapport au problème d’origine. Il peut être affirmé que

la relation entre le nombre initial d’inconnues et celui après l’élargissement est sous la forme :
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N = NMdM +NE (3.41)

où NMdM est la quantité initiale et NE représente le nombre total d’inconnues additionnelles. Dans le cas

d’une surface carrée (les relations à venir peuvent être facilement déduites pour une surface rectangulaire

quelconque), posée sur le plan xy d’un repère cartésien et échantillonnée avec un nombre de sommets identique

selon les deux directions (Nx = Ny), le nombre total d’inconnues est :

NMdM = 3N2
x − 8Nx + 5 (3.42)

Le nombre d’inconnues ajoutées par l’élargissement peut être déterminé par l’expression :

NE = (P −
√
P )(12NR(NP − 1)− 4NR − 2(NP − 1)) + 12PN2

R − 24
√
P∆R2 + 12N2

R (3.43)

où N2
P est le nombre des sommets utilisés pour échantillonner un bloc supposé carré et NR est le nombre

de mailles considérées dans l’élargissement. Cette expression est obtenue en déterminant le nombre des bords

élargis sur la surface. Ainsi, les sous-domaines aux coins de la surface ont deux bords élargis, le reste des blocs

aux bord de la surface en ont trois et les sous-domaines à l’intérieur quatre. Reste à déterminer le nombre de

fonctions ajoutées par bord élargi, qui est approximativement 3∆RNP .

La relation entre Nx et NP est donnée par l’expression suivante :

NP − 1 =
Nx − 1√

P
(3.44)

Nx−1 correspond alors au nombre des segments utilisés sur une ligne ou sur une colonne d’échantillonnage

de la surface et NP− 1 représente la même quantité sur un bloc.
√
P correspond au nombre de blocs sur une

ligne ou sur une colonne. A cette étape, on peut définir le taux d’élargissement du problème sous la forme :

τe =
N

NMdM
= 1 +

NE

NMdM
(3.45)

où on vérifie que le taux d’augmentation du nombre d’inconnues est inversement proportionnel à la taille

initiale du problème et directement proportionnel au nombre des blocs et à la taille de l’élargissement. Ceci

prouve l’intérêt d’utiliser la méthode pour des problèmes de grande taille et de maintenir la valeur de ∆R la

plus petite possible. Par contre, d’un point de vue global, l’effet du nombre de sous-domaines ne peut être

analysé qu’après la prise en compte du reste des étapes.

L’utilisation de la ACA dans la compression des matrices de couplage entre blocs suffisamment éloignés a

permis l’introduction du concept du taux de compression moyen des matrices de couplage. On peut redéfinir

une grandeur similaire de façon générale pour inclure l’effet des matrices impédance non compressées, sous
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la forme :

τg =
1

P 2

P∑

i=1,j=1

τi,j (3.46)

où P 2 représente le nombre total de sous-matrices du problème. τi,j peut alors prendre deux valeurs

différentes : τnc = 0 pour les cas des matrices non compressées ou τ̄c ≈ 0.98 qui est le taux de compression

moyen des matrices compressées pour un problème de taille moyenne, pouvant aller jusqu’à 0.99 pour ceux

de grande taille. A cet effet, l’expression (3.46) peut être réécrite comme

τg =
Nzcτ̄c
P 2

(3.47)

Nzc étant le nombre des matrices qui peuvent être compressées dans le problème. Pour déterminer cette

quantité on suit la relation

Nzc = P 2 −Nznc (3.48)

où Nznc indique le nombre de sous-matrices non compressibles du problème. Ce nombre est constitué par

le nombre de matrices impédances égal à P et les matrices de couplage entre blocs adjacents, qui peut être

exprimé sous la forme :

Nznc = 8P − 12
√
P + 4 (3.49)

Il est simple de vérifier que la relation Nznc

P 2 diminue avec l’augmentation du nombre de domaines. Alors,

la proportion de matrices compressibles dans un problème donné augmente avec l’augmentation du nombre

de blocs utilisés et la valeur de Nzc tend de façon asymptotique vers P 2.

A partir des expressions obtenues on peut définir une taille équivalente du problème sous la forme :

Neq = τe (1− τg)NMdM (3.50)

Pour des valeurs fixées de ∆R et NMdM cette expression décrit une courbe comme celle affichée sur la

figure 3.8, ce qui montre qu’il existe une valeur optimale de configuration afin de garantir une compression

maximale.
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Figure 3.8 – Compressibilité avec un schéma E-SDIM + ACA

3.5 Validation des résultats : cas d’une surface lisse

3.5.1 E-SDIM

La E-SDIM a été testée pour le problème de la diffraction d’une onde plane par une surface carrée

lisse parfaitement conductrice. Les résultats du calcul du courant de surface, de la SER et et de la phase

du champ diffracté sont comparés à ceux obtenus par une inversion LU de la matrice impédance, issue de

l’application de la MdM. Une surface de 36λ2 (6λ × 6λ) est considérée, illuminée par une onde plane à 3

GHz. L’échantillonnage est fait de manière similaire à celui montré sur la figure 3.9, avec une taille maximale

des arêtes de λ/10. L’angle φi est fixé à 0◦ et l’angle d’incidence θi à été fixé pour les valeurs suivantes :

0◦, 15◦, 30◦, 45◦ et 60◦. Les deux polarisations, horizontale et verticale, sont considérées.

Concernant la division en sous-domaines de la surface, la forme des domaines est rectangulaire dans tous

les cas. Lors des simulations, la surface a été divisée de la façon suivante : 1 × 2, 1 × 3, 1 × 4, 2 × 2, 2 ×
3, 2× 4, 3× 3, 3× 4 et 4× 4 sous-domaines. Ceci équivaut à 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12 et 16 sous-domaines (P ). Les

simulations ont été faites avec une taille de rallongement uniforme ∆R. Cette variable, paramétrée en termes

de nombre d’arêtes, horizontales ou verticales, est égale à 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 et 15, équivalant à une distance

comprise entre 0.07λ et 1.06λ avec un pas de 0.14λ.

Pour les simulations, le critère de convergence ||a(k) − a(k−1)||/||a(k−1)|| < εSDIM = 0.01, introduit par

l’expression (3.10) est utilisé.
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Figure 3.9 – Représentation géométrique du scénario utilisé dans les simulations.

Les valeurs du courant surfacique ont été obtenues pour chacune des combinaisons des paramètres men-

tionnés auparavant. Du fait de la similarité du comportement des résultats, seuls certains d’entre eux sont

présentés dans ce rapport. La table 3.1 affiche les scénarios retenus. Pour les figures de la SER et la phase

du champ diffracté, les composantes en co-polarisation et en polarisation croisée sont montrées.

Tableau 3.1 – Contextes montrés dans les figures de la section

Division ∆R Polarisation θi Figures

1× 2 0.21λ V 0◦ 3.10, 3.17, 3.23, 3.27

1× 2 0.92λ V 0◦ 3.11, 3.18

3× 3 0.21λ V 0◦ 3.12, 3.19, 3.24, 3.28

3× 3 0.92λ V 0◦ 3.13, 3.20

1× 2 0.21λ H 0◦ 3.14, 3.25, 3.29

1× 2 0.92λ H 0◦ 3.15, 3.21

1× 2 0.21λ V 15◦, 30◦, 45◦ 3.16, 3.22, 3.26, 3.30

3.5.1.1 Courant surfacique

Les graphiques montrent les valeurs d’amplitude et de phase de la composante principale du courant sur

les axes centraux de la surface. La précision des valeurs du courant à chaque itération, qui est donnée dans

la légende des graphiques, est évaluée par l’expression suivante :

εJ = norm(J
(k)
SDIM − JLU )/norm(JLU ) (3.51)
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où J représente le vecteur du courant surfacique à trois composantes, sur chaque triangle dont la géométrie

a été discrétisée et “norm” fait référence à la norme Euclidienne d’une matrice, donnée par l’équation 3.11.

La valeur de ∆R, ainsi que le nombre et la forme des domaines, se sont avérés être les paramètres les plus

influents sur la convergence de la méthode. La figure 3.10 montre le comportement du courant sur une

surface divisée en deux sous-domaines avec ∆R = 0.21λ. On observe la convergence après quatre itérations

et la précision de chaque courbe par rapport aux valeurs données par la MdM avec une inversion LU. Le

numéro qui accompagne le nom de la méthode indique l’itération. Le numéro le plus grand indique l’ordre

de convergence.

Figure 3.10 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface lisse de taille
6λ×6λ. Onde incidente plane avec une polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

εSDIM = 0.01, Ng = 1. Division en 2 sous-domaines et ∆R = 0.21λ.

Sur la figure 3.11 on observe que dans les graphiques à gauche, la courbe E-SDIM 0 permet d’apprécier le

point de séparation des domaines. Elle montre que pour une valeur de ∆R = 0.92λ la convergence est plus

rapide (2 itérations) et la précision est meilleure. Il n’est plus possible de voir sur la courbe E − SDIM 0

le point de séparation entre les sous-domaines. Ces deux figures permettent d’apprécier que la convergence

s’améliore pour les valeurs de ∆R s’approchant de λ.
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Figure 3.11 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface lisse. Même
configuration que sur la figure 3.10 mais avec ∆R = 0.92λ.

Les figures 3.12 et 3.13 permettent de faire la même analyse pour le cas d’une surface divisé en 9 domaines

en considérant aussi deux tailles d’élargissement différentes.

Figure 3.12 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface lisse. Même
configuration que sur la figure 3.10 mais avec une division en 3 × 3 sous-domaines.
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On constate une augmentation de l’ordre de convergence avec celle du nombre de sous-domaines. L’aug-

mentation du nombre d’itérations nécessaires pour la convergence est expliquée par l’augmentation aussi du

nombre de discontinuités sur le courant surfacique qui doivent être corrigées.

Figure 3.13 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface lisse. Même
configuration que sur la figure 3.12 mais avec ∆R = 0.92λ.

Un autre facteur important est la polarisation. Pour les mêmes conditions d’onde incidente et division en

sous-domaines, la méthode montre une corrélation entre l’ordre de convergence et la polarisation de l’onde

incidente. En considérant uns surface divisée en deux sous-domaines, ceci est observable sur les figures 3.14,

pour un élargissement ∆R = 0.21λ, et 3.15 avec ∆R = 0.92λ. Cette relation, qui est décrite plus tard dans ce

rapport, détermine l’une des caractéristiques les plus importantes de la méthode : la forme des sous-domaines.

Figure 3.14 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jyη0 sur l’axe x d’une surface lisse. Même configuration que
sur la figure 3.10 mais avec une incidence avecune polarisation horizontale.

Les figures 3.14 et 3.15 montrent que pour le cas d’une onde de polarisation horizontale la méthode
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converge avec une itération de moins et avec une meilleure précision que pour les cas similaires avec une

polarisation verticale, montrés sur les figures 3.10 et 3.11.

Figure 3.15 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jyη0 sur l’axe x d’une surface lisse. Même configuration que
sur la figure 3.14 mais avec ∆R = 0.92λ.

Figure 3.16 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jxη0 sur l’axe x d’une surface lisse de taille 6λ × 6λ. Onde
incidente en polarisation verticale, θi = 15◦ (en haut), θi = 30◦ (au centre), θi = 45◦ (en bas), φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m
et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ. Division en 2 sous-domaines et ∆R = 0.21λ.
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L’angle d’incidence a un effet moins important sur l’ordre de convergence et la précision. La figure

précédente, en complément de la figure 3.10, permet de valider cette conclusion. Elle montre le courant

de surface sur l’axe x, pour trois angles d’incidence différents, en gardant inchangées les autres variables.

Les trois cas illustrés convergent lors de la quatrième itération, en gardant des précisions très similaires par

rapport au modèle MdM-LU. Le point de séparation des sous-domaines est encore appréciable à l’ordre zéro.

L’évaluation de la précision des résultats du calcul du courant surfacique permet d’affirmer qu’on se trouve

en présence d’une méthode rigoureuse, bien adaptée aux caractéristiques du problème traité.

3.5.1.2 Surface Équivalente Radar et champ diffracté en champ lointain

L’analyse des résultats obtenus dans le calcul de la SER et du champ diffracté en zone de champ lointain

constitue une étape importante dans la validation de la précision de la méthode. A ce propos, l’information

de phase du champ diffracté, ainsi que la SER sont les deux éléments à retenir. Leur précision a été évaluée

à chaque itération (k) par les deux expressions suivantes :

norm(σ
(k)
SDIMij

− σLUij )/norm(σLUij ) (3.52)

norm(ρ
(k)
cdSDIMij

− ρcdLUij )/norm(ρcdLUij ) (3.53)

où, ij indiquent les composantes V V, V H,HV etHH de la matrice de SER σ̄. ρ̄cd est matrice de diffrac-

tion, définie par l’expression suivante (1.99) :

ρ̄cd =

[
ρcdθθ ρcdθφ
ρcdφθ ρcdφφ

]
= 2r

√
π




Eθ0s
Eθ0i

Eθ0s
Eφ0i

Eφ0s
Eθ0i

Eφ0s
Eφ0i


 (3.54)

de sorte que σ̄ = ||ρ̄cd||2. Alors, les vecteurs σ(k) et ρ
(k)
cd , sont formés par les valeurs prises en θs considéré.

Il faut noter qu’à différence du courant, pour lequel l’analyse de la précision est réalisée sur la totalité du

vecteur, l’erreur sur le coefficient de diffraction complexe est calculée sur chacune de ses composantes.

Les figures 3.17 et 3.18 montrent les valeurs de la SER et de la phase du champ diffracté pour une

incidence normale, en considérant deux tailles d’élargissement de sous-domaines différentes, pour une surface

divisée en 2 sous-domaines. Ces deux figures représentent les mêmes cas d’étude que sur les figures 3.10 et

3.11 respectivement. Comme il a été expliqué auparavant, la convergence est atteinte plus rapidement lorsque

∆R ≈ λ. Il est remarqué que l’erreur de précision de la SER par rapport à celle du coefficient de diffraction

ρcd et du courant de surface est moins importante pour le cas de la co-polarisation et qu’elle est similaire

pour la polarisation croisée. Alors, en fonction de l’application donnée (calcul de courant ou de la SER), un

critère de convergence εSDIM moins exigent peut être utilisé.
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Figure 3.17 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse de taille 6λ × 6λ. Onde incidente en
polarisation verticale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ. Division en 2 sous-domaines et

∆R = 0.21λ.

Figure 3.18 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse. Même configuration que sur la figure
3.17 mais avec ∆R = 0.92λ.

Les figures 3.19 et 3.20 contiennent des informations similaires mais pour le cas d’une surface divisée en
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9 sous-domaines et des valeurs de ∆R égales à 0.21λ et 0.92λ respectivement, ce qui correspond aux mêmes

conditions utilisées dans les cas représentés sur les figures 3.12 et 3.13.

Figure 3.19 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse. Même configuration que sur la figure
3.17 mais avec une division en 3 × 3 sous-domaines.

Figure 3.20 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse. Même configuration que sur la figure
3.19 mais avec ∆R = 0.92λ.



3.5. VALIDATION DES RÉSULTATS : CAS D’UNE SURFACE LISSE 127

Les mêmes conclusions peuvent être tirées. Comme il a été observé auparavant, les figures 3.19 et 3.20,

montrent que la précision du calcul de la SER et la phase du champ en polarisation croisée est affectée par le

nombre de sous-domaines mais surtout par ∆R. Ceci est montré par les graphiques en bas des deux figures.

Le même comportement, mais moins important, est aussi observé pour une polarisation horizontale.

Figure 3.21 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse de taille 6λ× 6λ. Onde incidente plane
en polarisation horizontale, θi = 0◦, φi = 0◦, |Eφi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ. Division en 2 sous-domaines et

∆R = 0.92λ.

La figure 3.21 montre la SER et le champ diffracté lorsqu’une polarisation d’incidence horizontale est

considérée. Une convergence plus rapide, déjà mentionnée, mais surtout une meilleure précision sont observées.

Une analyse plus approfondie, concernant la relation entre la polarisation de l’onde incidente et le taux de

convergence de la méthode, est présentée plus en détail dans la prochaine section. Pour finir, la figure 3.22

permet d’observer le comportement de la méthode par rapport à l’angle d’incidence.
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Figure 3.22 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse de taille 6λ× 6λ. Onde incidente plane
en polarisation verticale, θi = 30◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ. Division en 2 sous-domaines et

∆R = 0.92λ.

3.5.2 E-SDIM + ACA

Les résultats montrés jusqu’ici ont permis de vérifier le comportement de la E-SDIM lors des itérations.

Leur analyse permet d’assurer la validité de l’utilisation de la méthode pour le problème de la diffraction

par une surface rugueuse parfaitement conductrice. Les résultats présentés dans cette section permettront de

corroborer que l’utilisation de la ACA comme technique de compression des matrices de couplage est aussi

valide. Grâce à sa performance et à sa précision, ni l’ordre de convergence ni la précision de la E-SDIM se

voient affectés.

Les mêmes cas d’étude de la section précédente sont considérés ici. Du fait que le modèle E-SDIM +

ACA a un comportement identique à la E-SDIM, seulement quelques résultats sont inclus dans ce manuscrit.

Ils permettent d’observer et comparer les valeurs finales données par la E-SDIM + ACA dans le calcul du

courant surfacique, de la SER et de la phase du champ diffracté, avec celles de la E-SDIM et la MdM. Le

seuil de précision de la ACA εACA et fixé à 0.001.

3.5.2.1 Courant surfacique

Dans les figures 3.23 et 3.24 on observe le comportement des valeurs du courant pour une surface divisée

en 2 et en 9 sous-domaines, en utilisant un recouvrement de domaines de 0.21λ. Devant la variation du

nombre de blocs, la E-SDIM + ACA a un comportement identique à la E-SDIM. En effet les deux convergent
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au même nombre d’itérations et leur erreur relative par rapport à la méthode de référence est similaire.

Figure 3.23 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface lisse. Même cas
d’étude que sur la figure 3.10 mais avec E-SDIM + ACA.

Figure 3.24 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface lisse. Même cas
d’étude que sur la figure 3.12 mais avec E-SDIM + ACA.
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Face au changement de la polarisation de l’onde incidente la conclusion tirée est la même. Les courbes

sont indistinguables les unes des autres et l’ordre de convergence reste identique. Ceci peut être observé sur

la figure 3.25.

Figure 3.25 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jyη0 sur l’axe x d’une surface lisse. Même cas d’étude que
sur la figure 3.14 mais avec E-SDIM + ACA.

Figure 3.26 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jxη0 sur l’axe x d’une surface lisse. Même cas d’étude que
sur la figure 3.16 mais avec E-SDIM + ACA.

De même, par rapport à la méthode sans compression, l’intégration de la ACA n’affecte en aucune manière

la sensibilité à l’angle d’incidence dans le calcul du courant de surface, ce qui est montré par la figure 3.26

pour le cas d’une onde incidente avec θi = 30◦.

3.5.2.2 Surface Équivalente Radar et champ diffracté en champ lointain

En considérant les quatre scénarios analysés dans l’obtention du courant, on vérifie que le calcul de la

SER et du champ diffracté n’est pas non plus affecté par la compression des matrices de couplage avec la

ACA. En effet les deux méthodes se comportent de la même façon face à la variation du nombre de blocs,

comme on observe sur les figures 3.27 et 3.28. Ceci est valide tant pour la composante en co-polarisation

comme pour celle en polarisation croisée.
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Figure 3.27 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse. Même cas d’étude que sur la figure 3.17
mais avec E-SDIM + ACA.

Figure 3.28 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse. Même cas d’étude que sur la figure 3.19
mais avec E-SDIM + ACA.

Le changement de la polarisation de l’onde incidente, observable sur la figure 3.29, et celui de l’angle
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d’incidence (figure 3.30) servent a confirmer ce qui a déjà été observé.

Figure 3.29 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse. Même cas d’étude que sur la figure 3.14
mais avec E-SDIM + ACA.

Figure 3.30 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface lisse. Même cas d’étude que sur la figure 3.22
mais avec E-SDIM + ACA.
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On peut conclure que l’utilisation de la ACA, dans les conditions décrites ici, et dans le contexte considéré

dans ce travail, n’affecte ni la précision ni la convergence de la E-SDIM tant pour le calcul du courant

surfacique que pour celui du champ diffracté.

3.6 Analyse paramétrique sur la convergence et la précision

L’analyse paramétrique de la E-SDIM est faite afin d’évaluer l’effet de quatre variables sur l’ordre de

convergence et la précision : l’angle d’incidence, la polarisation de l’onde incidente, la largeur du rallongement

des sous-domaines (∆R) et le nombre (Nd) et la forme des sous-domaines. Les deux dernières sont des variables

de configuration de la méthode elle-même, qui avec le seuil de convergence, εSDIM , fixé auparavant à 10−2,

constituent ses seuls éléments configurables.

3.6.1 Sensibilité de la méthode à l’angle d’incidence et à la polarisation de l’onde

incidente

La figure 3.31 représente une surface divisée en 1×4 sous-domaines. Elle permet de visualiser l’orientation

des sous-domaines par rapport aux axes du plan de la surface et de mieux comprendre les conclusions tirées

des résultats des simulations.

Figure 3.31 – Représentation géométrique de l’un des scénarios utilisés dans les simulations.

L’analyse des résultats pour déterminer la sensibilité de la méthode à la polarisation de l’onde incidente et

à l’angle d’incidence permet d’affirmer que, en fonction de la disposition des sous-domaines, la méthode peut-

être plus ou moins sensible à ces paramètres. Ainsi la figure 3.32 montre la relation existante entre l’ordre de

convergence, l’angle d’incidence et la polarisation, pour trois cas où la surface est divisée en sous-domaines
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carrés. Les graphiques montrent la valeur moyenne de l’ordre de convergence sur toutes les différentes lon-

gueurs du rallongement, ∆R, ainsi que l’écart type. Il est constaté que le nombre d’itérations nécessaires à

la convergence de la méthode reste quasiment constant devant les variations de l’angle d’incidence. Ceci est

valide aussi pour les deux polarisations de l’onde incidente, entre lesquelles, aucune différence considérable

n’est appréciée.

Contrairement au cas lorsque des sous-domaines rectangulaires sont utilisés, l’augmentation de l’angle

d’incidence implique aussi celle de l’ordre de convergence. De plus, l’utilisation de ce type de sous-domaines

a pour conséquence l’augmentation de l’ordre de convergence pour les cas où sont considérées des ondes

incidentes, dont la projection du vecteur d’onde k̄i sur la surface est perpendiculaire aux côtés les plus larges

de chaque domaine. Avec l’appui de la figure 3.31, le graphique de la figure 3.33 montre comment, pour une

surface divisée en 1 × 4 blocs, l’ordre de convergence augmente avec l’angle d’incidence. Elle montre aussi

que dans ces conditions, la méthode converge plus lentement pour la polarisation verticale sans observer une

amélioration de la convergence pour les cas en polarisation horizontale. Ces éléments permettent de conclure

que la division en sous-domaines carrés constitue la solution optimale concernant la sélection de la forme

des blocs, afin de garantir le comportement uniforme de la méthode par rapport aux variations de l’angle

d’incidence et de la polarisation de l’onde incidente.

Figure 3.32 – Relation entre l’ordre de convergence et l’angle d’incidence en fonction de la polarisation de l’onde
incidente, pour le problème d’une surface lisse de taille 6λ× 6λ. Onde incidente plane avec φi = 0◦, |Ei| = 1 V/m et
η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.
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Figure 3.33 – Relation entre l’ordre de convergence et l’angle d’incidence en fonction de la polarisation de l’onde
incidente, pour le problème d’une surface lisse de taille 6λ× 6λ. Onde incidente plane avec φi = 0◦, |Ei| = 1 V/m et
η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

3.6.2 Forme et nombre de sous-domaines

Le nombre de sous-domaines utilisés pour représenter l’objet, ainsi que leur forme, ont un effet très

important sur la convergence de la méthode.

L’effet de la forme des sous-domaines sur la convergence de la méthode E-SDIM a déjà été analysé dans la

section précédente, où il a été établi que l’utilisation de sous-domaines non carrés implique une augmentation

de l’ordre de convergence et de la sensibilité de la méthode à la polarisation de l’onde incidente et à l’angle

d’incidence. Des sous-domaines carrés sont donc considérés pour le reste de l’analyse.

La figure suivante représente la relation entre le nombre de sous-domaines et l’ordre de convergence moyen,

exprimé par la moyenne, sur l’angle d’incidence et ∆R, de l’ordre de convergence de tous les cas convergents.

La figure montre que la méthode converge aussi rapidement pour la polarisation horizontale que pour la

polarisation verticale.

Figure 3.34 – Relation entre l’ordre de convergence et le nombre de sous-domaines en fonction de la polarisation
de l’onde incidente, pour le problème d’une surface de taille 6λ × 6λ. Onde incidente avec φi = 0◦, |Ei| = 1 V/m et
η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

De façon similaire, la relation entre le nombre de sous-domaines et l’ordre de convergence, prenant en

compte l’angle d’incidence est affichée sur la figure 3.35. Cette fois-ci, l’ordre moyen est exprimé par la

moyenne sur la polarisation et ∆R, de l’ordre de convergence de tous les cas convergents. Elle permet de

réaffirmer que la convergence de la méthode n’est pas conditionnée par l’angle d’incidence.
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Figure 3.35 – Relation entre l’ordre de convergence et le nombre de sous-domaines en fonction de l’angle d’incidence,
pour le problème d’une surface de taille 6λ× 6λ. Onde incidente avec φi = 0◦, |Ei| = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

L’analyse précédente permet de conclure que, lorsque le découpage de la surface est fait correctement,

en utilisant des sous-domaines carrés, la convergence de la méthode est indépendante de la configuration de

l’onde incidente choisie. De plus, une augmentation évidente de l’ordre de convergence avec le nombre de

sous-domaines est constatée.

3.6.3 Taille de l’élargissement

Les concepts d’élargissement, de recouvrement des sous-domaines et de troncature de courant constituent

les outils principaux qui ont permis d’obtenir la convergence de la méthode dès les plus petites valeurs de

∆R. On peut l’observer sur la figure 3.36, où l’ordre moyen de convergence est exprimé par la moyenne sur

l’angle d’incidence. Les valeurs affichées dans cette figure correspondent à celles obtenues quand la surface

est divisée en 2, 3 et 4 sous-domaines (Nd = 1× 2, 1× 3 et 1× 4) et on observe que l’ordre de convergence

diminue considérablement avec l’augmentation de ∆R. Un minimum est atteint quand ∆R ≈ λ.

Figure 3.36 – Relation entre l’ordre de convergence et la taille du rallongement de sous-domaines en fonction de la
polarisation de l’onde incidente et le nombre des sous-domaines, pour le problème d’une surface de taille 6λ × 6λ.
Onde incidente avec φi = 0◦, |Ei| = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

L’intérêt de cette information consiste à montrer que sous certaines conditions, la convergence peut être

atteinte dès la plus petite valeur de ∆R, par contre ce n’est pas toujours le cas, comme le montre la figure

suivante. (La valeur -1 indique la non convergence).
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Figure 3.37 – Ordre moyen de convergence en fonction du nombre des sous-domaines et de la polarisation de l’onde
incidente, pour le problème d’une surface de taille 6λ× 6λ et ∆R = 0.07λ. Onde incidente avec φi = 0◦, |Ei| = 1 V/m
et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

Elle montre l’existence d’une relation entre la capacité de la méthode à converger et la forme des sous-

domaines. En effet, pour des valeurs trop petites de ∆R, la E-SDIM ne converge pas quand il existe au moins

un triangle partagé par plus de deux sous-domaines.

L’utilisation de sous-domaines carrés ne change pas la relation existante entre l’ordre de convergence et

∆R. Les figures 3.38 et 3.39 montrent cette relation. La première permet de l’illustrer en faisant la distinction

en fonction du nombre de sous-domaines, confirmant que, indépendamment du reste des variables, il existe

une relation de proportionnalité directe entre le nombre de sous-domaines et l’ordre de convergence.

Figure 3.38 – Relation entre l’ordre de convergence et la taille du rallongement de sous-domaines en fonction du
nombre de sous-domaines, pour le problème d’une surface de taille 6λ×6λ. Onde incidente avec φi = 0◦, |Ei| = 1 V/m
et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.
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Figure 3.39 – Relation entre l’ordre de convergence et la taille du rallongement, pour le problème d’une surface de
taille 6λ× 6λ. Onde incidente avec φi = 0◦, |Ei| = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

La figure 3.39 montre la diminution de l’ordre de convergence devant l’augmentation de ∆R. Un minimum

est aussi atteint quand ∆R ≈ λ, mais la différence entre les valeurs maximales et minimales de l’ordre de

convergence n’est pas très considérable. Il est nécessaire de prendre en compte que l’augmentation de ∆R est

accompagnée d’une augmentation de la complexité en espace mémoire de la méthode. Alors il est nécessaire

d’établir un compromis lors de la configuration de ce paramètre.

3.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre on a présenté les résultats obtenus à l’issue de l’implémentation de la E-SDIM, afin de

traiter rigoureusement le problème de diffraction électromagnétique par une surface bidimensionnelle, lisse

et parfaitement conductrice. Le principal intérêt de la E-SDIM réside dans la possibilité d’inverser la matrice

impédance par blocs avec des complexités CPU et mémoire, très inférieures à celle de l’inversion directe LU

de la matrice Z̄.

Le chapitre a commencé par une description détaillée de la SDIM, qui a permis d’exposer les principales

limitations de la méthode lorsqu’elle est utilisée dans la résolution du problème mentionné, du fait qu’elle

a été développée et appliquée uniquement pour des problèmes 2D. Ces limitations étant causées par l’effet

de bord artificiel, introduit par le découpage de la surface, ainsi que l’irrégularité des bords résultant de

l’utilisation des fonctions RWG.

Alors, pour faire face à ces limitations la technique nommée E-SDIM a été développée. Cette technique

propose l’utilisation des blocs élargis uniformément, créant un recouvrement entre blocs adjacents, dans le but

de contrecarrer l’effet de bord artificiel et l’irrégularité des bords avec ces problèmes inhérents. La méthode

ACA a été proposée pour la compression des matrices de couplage afin d’accélérer les produits matrice-vecteur

présents dans l’algorithme.

L’analyse de la complexité du schéma E-SDIM + ACA, ainsi que de la compressibilité du problème sont

deux éléments d’importance dans ce chapitre. Ceci a permis d’identifier les étapes les plus pénalisantes de

l’algorithme et de justifier le choix d’utilisation d’une méthode de compression. Enfin, l’étude paramétrique
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réalisée pour évaluer l’influence des différentes variables, a permis de conclure sur la bonne configuration de

la méthode et son applicabilité.

Dans le but de valider la méthode, des résultats numériques du courant surfacique et de la SER, pour

une surface carrée lisse parfaitement conductrice ont été présentés. Ces résultats ont été analysés afin de

déterminer le comportement de la E-SDIM et de son hybridation avec la ACA.
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Chapitre 4

Méthode CBFM et comparaison avec

E-SDIM

4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de comparer la E-SDIM et ces performances avec celles de la méthode CBFM

(Characteristic Basis Functions Method), dans le contexte de la diffraction par une surface 2D rugueuse

parfaitement conductrice. Deux raisons ont conditionné ce choix. La première est la popularité de la CBFM

ces dernières années. Elle a été largement utilisée dans de multiples applications et il s’agit à présent d’une

méthode robuste et l’une des plus employées pour des problèmes de grande taille électrique. La deuxième

raison est la forte similarité entre certaines étapes de la E-SDIM et la CBFM, qui sont toutes deux des

méthodes basées sur la décomposition de domaines.

Le chapitre commence par une description de la CBFM et les particularités de ses deux versions. Cela

servira à montrer les similitudes existantes entre les deux méthodes, E-SDIM et CBFM, ainsi que leurs

différences.

Le chapitre détaille également l’utilisation de la méthode ACA pour le calcul des sous-matrices de cou-

plage, correspondant à des interactions entre éléments éloignés, afin d’accélérer le calcul des fonctions ca-

ractéristiques. Cette méthode est utilisée aussi dans la construction de la matrice réduite, qui est l’une des

étapes de la CBFM.

On analyse la complexité des deux versions de la méthode afin d’établir une base de comparaison théorique

de leur performance avec celle de la E-SDIM. Le chapitre est conclu par la présentation des résultats obtenus

lors de l’utilisation de la CBFM et sa comparaison avec ceux obtenus avec la E-SDIM. La précision des

résultats et la performance des méthodes sont évaluées.

141
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4.2 Méthode CBFM

La CBFM [26] a été développée en 2003 par Mittra et al., dans le but de résoudre des problèmes

électromagnétiques à grande échelle, même avec des ressources informatiques limitées, car elle permet de

réaliser une réduction significative du nombre initial d’inconnues. De même que la E-SDIM, elle repose sur

la décomposition de la surface de diffraction, comme le montre la figure 4.1. Bien qu’il ne s’agit pas d’une

méthode itérative, les sous-domaines sont encore élargis uniformément, créant une bande de recouvrement

entre sous-domaines adjacents, de largeur ∆R. Cela, vise à contrecarrer l’effet de bord introduit par le

découpage de la surface et l’amélioration de la précision de la méthode.

Figure 4.1 – Décomposition du domaine géométrique en P sous-domaines, avec élargissement

Comme l’indique son nom, l’objective de la CBFM est de compresser le problème initial par l’utilisa-

tion des fonctions caractéristiques (CBFs) adaptées à chaque sous-domaine. Cette représentation implique

une réduction significative dans le nombre d’inconnues. En effet, l’utilisation de ces fonctions conduit à la

construction d’une matrice dite réduite, de taille P 2×P 2, qui est ensuite inversée pour déterminer la solution

du problème.

Suite au découpage de la surface, la matrice impédance du problème peut être décomposée en sous-matrices

impédances et sous-matrices de couplage sous la forme :

Z̄ =




Z̄1,1 Z̄1,2 · · · Z̄1,P

Z̄2,1 Z̄2,2 · · · Z̄2,P

...
...

. . .
...

Z̄P,1 Z̄P,2 · · · Z̄P,P




(4.1)

ainsi que le vecteur d’excitation, qui peut-être réécrit comme :

b =




b1

b2
...

bP




(4.2)
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Physiquement, les sous-matrices impédance, qui se trouvent sur la diagonale principale de Z̄, représentent

les interactions entre les éléments à l’intérieur d’un sous-domaine et les matrices de couplage représentent

les interactions entre blocs. Les sous-vecteurs d’excitation bi, représentent l’onde incidente sur chacun des

domaines. A partir de ce point, deux versions de la CBFM existent.

4.2.1 CBFM avec une seule onde incidente

Celle que l’on nomme CBFM avec une seule onde incidente, constitue la première version développée

de la méthode [26], utilisée initialement pour la caractérisation des antennes planaires [26]. La principale

caractéristique de cette méthode est l’utilisation d’une unique onde plane pour illuminer la surface considérée

et ainsi calculer les fonctions caractéristiques du problème.

4.2.1.1 Construction des fonctions primaires et secondaires

La première étape de la méthode consiste dans la construction des CBFs associées à chaque domaine.

Ainsi, chacun des blocs est représenté par un ensemble de P fonctions. Cela est réalisé en utilisant l’expression

suivante :

{
Y ′

T ′,T ′ = Z̄−1T ′,T ′bT ′

Y ′
T ′,S′′ = −Z̄−1T ′,T ′ Z̄T ′,S′′ Y S′′,S′′ , 1 > T, S > P, T 6= S

(4.3)

où Y ′
T ′,T ′ est la fonction caractéristique primaire (PBF), associée aux domaine élargi T ′ et Y ′

T ′,S′′

représente les P − 1 fonctions caractéristiques secondaires (SBF) associées au même domaine. On note que

les PBFs associées aux domaines S, sont utilisées pour le calcul des SBFs associées à T , S étant différent de

T . L’expression (4.3) permet de déterminer les CBFs en considérant les domaines élargis. Alors, la troncature

de ces fonctions est une étape nécessaire pour maintenir le nombre d’inconnues du problème. Un regard

attentif permet d’identifier la grande similitude existante entre cette expression et les équations (3.15) et

(3.17), dédiées au calcul des fonctions caractéristiques de la E-SDIM. Effectivement, la partie supérieure

de l’expression (4.3) est identique à celle dédiée au calcul du courant à l’ordre zéro de la E-SDIM, Y ′(0)
T ′ .

L’expression pour déterminer les SBFs, en bas de l’équation (4.3), est très similaire aux composantes des

courant à l’ordre k de la E-SDIM. Il faut noter que dans le cas de la CBFM, elles ne sont pas additionnées

pour conformer une seule fonction et que le domaine source, noté ici par S′′, est légèrement différent que

celui considéré dans la E-SDIM. La notation “ ′′ ” est adoptée pour indiquer que, dans le cas où il existe du

chevauchement entre le domaine d’observation T ′ et le domaine source S, la partie commune sera éliminée

de S, ainsi que les éléments lui étant associés en Y S,S .

D’un point de vue physique, la PBF peut être assimilée au courant à l’intérieur d’un bloc, causé par

l’onde incidente. Les SBFs correspondent au composantes du courant créés par le rayonnement des autres

blocs. Par conséquent, on pourrait expliquer l’utilisation de S′′ comme un moyen d’éliminer de l’information

redondante qui a déjà été prise en compte par les PBFs. Cela a comme résultat l’obtention des fonctions

caractéristiques linéairement indépendantes et peu corrélées, et induit une meilleure adaptation des fonctions
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aux domaines qu’elles caractérisent. Ce principe n’est pas suivi dans la détermination des courants d’ordre

supérieur dans la E-SDIM, mais son étude peut être envisagé afin de déterminer son effet sur la précision et

l’ordre de convergence de la méthode.

4.2.1.2 Troncature des fonctions caractéristiques

En plus de la gestion du nombre d’inconnues du problème, la troncature des fonctions calculées dans

l’étape précédente sert également à éliminer la partie des fonctions caractéristiques contenant les valeurs les

plus affectées par l’effet de bord introduit par la décomposition de la surface. Cette opération est représentée

par l’expression suivante :

Y T,S = C
[
Y ′

T ′,[T ′,S′′]

]
(4.4)

Comme pour la E-SDIM, la procédure consiste à garder uniquement les éléments faisant partie des do-

maines non élargis, en éliminant le reste. Il faut noter que, dans la construction des fonctions secondaires, les

PBFs ont déjà été tronquées.

4.2.1.3 Orthonormalisation Gram-Schmidt Modifiée

A l’issue de l’étape de construction et troncature des fonctions caractéristiques, l’ensemble des P fonctions

associées à chaque domaine est disposé de façon à former une matrice de taille NT × P , NT étant le nombre

d’inconnues RWG liées au domaine non élargi T . Chaque colonne représente une fonction caractéristique

dont la PBF est placée en premier.

A partir de cette matrice, une procédure d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est réalisée dans le but

de représenter le domaine par des fonctions orthogonales par rapport à la PBF. Les fonctions orthonorma-

lisées sont notées par IT,S . Le processus d’orthonormalisation est important car il permet aussi d’éliminer

l’information redondante contenue dans les CBFs et ainsi améliorer le conditionnement de la matrice réduite.

On peut représenter cette transformation par l’expression suivante :

Y T,S ⇒ IT,S (4.5)

Cette étape constitue le commencement de la différentiation entre la E-SDIM et la CBFM. Dans la

première, le processus itératif est poursuivi jusqu’à l’obtention du courant, tandis que dans la deuxième, des

étapes supplémentaires sont nécessaires.



4.2. MÉTHODE CBFM 145

4.2.1.4 Réécriture du problème

A cette étape, la réécriture du problème linéaire Z̄a = b est nécessaire. Pour cela, on commence par

exprimer le vecteur inconnu a, à partir des fonctions caractéristiques orthonormalisées comme montré par

l’équation (4.5) :

a =

P∑

S=1

α1S




I1,S

0
...

0




+

P∑

S=1

α2S




0

I2,S
...

0




+ · · ·+
P∑

S=1

αPS




0

0
...

IP,S




(4.6)

où les éléments αTS sont des coefficients de poids à déterminer. Cette expression représente une opération

similaire à celle réalisée dans la MdM, dont la variable inconnue est représentée par une somme des fonctions

connues multipliées par des poids. A ce propos, grâce à cet échantillonnage du vecteur inconnu a, le membre

gauche du problème linéaire peut être ré-exprimé sous la forme :

Z̄a =

P∑

S=1

α1S




Z̄1,1

Z̄2,1

...

Z̄P,1




[I1,S ] +

P∑

S=1

α2S




Z̄1,2

Z̄2,2

...

Z̄P,2




[I2,S ] + · · ·+
P∑

S=1

αPS




Z̄1,P

Z̄2,P

...

Z̄P,P




[IP,S ] (4.7)

Cette expression permet d’observer le changement des fonctions de base du problème, qui désormais,

devient un problème à P 2 inconnues.

4.2.1.5 Construction de la matrice réduite

Dans le but de résoudre le nouveau problème, la méthode de Galerkin est utilisée et le problème est

échantillonné avec les mêmes fonctions déjà obtenues. Ce faisant, une nouvelle matrice impédance, appelée

matrice réduite, est construite comme :

Z̄R[P 2×P 2] =




Z̄R1,1 Z̄R1,2 · · · Z̄R1,P
Z̄R2,1 Z̄R2,2 · · · Z̄R2,P

...
...

. . .
...

Z̄RP,1 Z̄RP,2 · · · Z̄RP,P




(4.8)

où chaque élément Z̄RT,S est une sous-matrice de taille P × P , déterminée par l’équation suivante :
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Z̄RT,S[P×P ]
=
[
ĪT
]H
Z̄T,S

[
ĪS
]

(4.9)

Ici, Z̄T,S sont les sous-matrices impédances(si T = S), ou de couplage, associées aux domaines non élargis

du problème initial. L’opérateur hermitien H indique la transposée de la conjuguée de la matrice contenant

les fonctions caractéristiques
[
ĪT
]
, construite sous la forme :

[
ĪT
]
[NT×P ]

=
[
IT,1 IT,2 · · · IT,P

]
(4.10)

La matrice réduite ainsi obtenue, est une représentation de taille P 2 × P 2 du problème initial, ce qui

implique une compression considérable du nombre d’inconnues et de la complexité associée à son inversion

et à son stockage.

4.2.1.6 Construction du vecteur d’excitation réduit

Afin d’homogénéiser l’expression, la même opération est réalisée sur le membre droit du problème linéaire,

pour obtenir un vecteur d’excitation dit réduit. La taille de ce vecteur, qu’on peut observer dans l’expression

suivante :

bR[P 2×1] =




bR1

bR2
...

bRP




(4.11)

est de taille P 2 × 1, dont chaque élément bRT correspond au sous-vecteur d’excitation réduit, de taille

P × 1, associé au domaine non élargi T . Ces sous-vecteurs sont déterminés à partir de l’opération décrite par

l’expression suivante :

bRT =
[
ĪT
]H
bT (4.12)

où bT est le sous-vecteur d’excitation initial, associé au même domaine.

4.2.1.7 Problème réduit

Le résultat des étapes précédentes est l’obtention d’un nouveau problème linéaire de taille P 2 qui prend

la forme :
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Z̄Rα = bR (4.13)

Ce système permet de déterminer les coefficients α comme :

α = Z̄R
−1

bR (4.14)

Ces coefficient sont ensuite utilisés pour la construction du vecteur inconnu a, en employant l’expression

(4.6).

La CBFM permet de résoudre des problèmes de taille importante grâce à sa capacité à réduire le nombre

d’inconnues. De plus, la technique ACA peut être utilisée pour compresser les sous-matrices de couplage,

ce qui diminue la complexité de la méthode. Cette diminution de la complexité est obtenue en utilisant

les sous-matrices de couplage compressées pour le calcul des fonctions caractéristiques, ainsi que dans la

construction de la matrice réduite. Cependant, dû au nombre réduit, et potentiellement insuffisant, de CBFs

utilisées pour caractériser la surface, la méthode peut s’avérer peu précise dans certains cas. C’est le cas pour

la modélisation de la diffraction par une surface 2D rugueuse, dont des résultats peu satisfaisants sur la SER

ont été obtenus.

4.2.2 Une autre version de la CBFM

Afin de pallier le manque de précision de la version de la CBFM qui vient d’être décrite, une autre

version de cette méthode a été proposée [108]. Celle-ci est caractérisée par le calcul d’un nombre plus élevé

de fonctions caractéristiques. Ces fonctions, qui forment ce qu’on appelle macro fonctions de base, prennent

la forme de PBFs et sont obtenues par l’illumination des blocs par une collection d’ondes planes.

4.2.2.1 Construction des macro fonctions de base (MBF)

Une macro fonction de base est une matrice construite a partir de l’expression suivante :

Ȳ ′
T ′,T ′ = Z̄−1T ′,T ′ b̄

IPW
T ′ (4.15)

où la matrice Ȳ ′
T ′,T ′ représente la MBF associée au domaine élargi T ′. Chacune de ses colonnes représente

le courant surfacique créé par une onde plane qu’illumine la surface avec un angle d’incidence, un angle

azimutal et une polarisation déterminée. Dans la même expression, b̄IPWT ′ est une matrice contenant dans

chaque colonne le vecteur d’excitation obtenue par la projection de l’une des ondes incidentes sur le même

domaine. La taille de ces deux matrices est de NT ′×NIPW , NT étant le nombre de fonctions RWG à l’intérieur

du domaine et NIPW le nombre d’ondes planes utilisées pour l’illuminer. A ce stade, il faut noter que chacune

de ces ondes est différente, soit par sa polarisation, par son angle d’incidence θi, ou par son angle azimutal
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φi. Alors, b̄IPWT ′ peut être écrite sous la forme :

b̄IPWT ′
[N
T ′×NIPW ]

=
[
brefT ′,1 brefT ′,2 · · · IrefT ′,NIPW

]
(4.16)

où l’indice ref indique que ce sont les vecteurs excitation utilisés comme référence pour la construction

des fonctions caractéristiques, représentés par b, pour lesquels le problème est résolu. Le nombre d’ondes

incidentes est un élément très important car il détermine la précision et la complexité de la méthode. Pour

chaque polarisation il est déterminé par le critère [107] :

NIPW ≥ 2(k0r0 + 2π)2 (4.17)

Le terme r0 fait référence au rayon de la plus petite sphère pouvant contenir un bloc à l’intérieur, ce qui

équivaut à la moitié de la distance diagonale du bloc. NIPW indique aussi le nombre de directions d’incidence.

Elles sont déterminées en utilisant des intervalles ∆θi et ∆φi réguliers. Le fait de considérer uniquement le

problème d’une surface illuminée par le dessus permet de sélectionner des valeurs de θi entre 0◦ et 90◦ et

entre 0◦ et 360◦ pour φi.

4.2.2.2 Décomposition SVD de la matrice MBF

Le critère donné par l’expression (4.17) pour déterminer le nombre d’ondes planes, créé généralement une

surestimation du nombre de fonctions caractéristiques nécessaires pour la description d’un bloc. C’est pour-

quoi, afin d’éliminer la redondance et améliorer le conditionnement de la matrice réduite, une décomposition

SVD (Singular Values Decomposition) de la matrice MBF de chaque sous-domaine est appliquée [107], [108].

L’utilisation de cette technique poursuit un objectif identique à celui de l’emploi de l’orthogonalisation Gram-

Schmidt dans la version de la CBFM à une seule onde incidente. L’application de la décomposition SVD

permet de réécrire les matrices MBF sous la forme :

Ȳ ′
T ′,T ′ = ŪT ′ Σ̄T ′ V̄

H
T ′ (4.18)

où ŪT ′ et V̄T ′ sont des matrices orthogonales rectangulaires complexes, de tailles NT ′×Nσ et NIPW ×Nσ
respectivement. Cela implique que ses colonnes sont orthonormales. Σ̄T ′ est une matrice diagonale positive

réelle, dont la taille est Nσ × Nσ, contenant les valeurs singulières de Ȳ ′
T ′,T ′ . Les valeurs singulières sont

organisées de telle façon que :

σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ . . . σNσ (4.19)

dont l’indice indique la ligne et colonne où se trouve la valeur singulière dans Σ̄T ′ et Nσ est égal au

minimum entre NT ′ et NIPW . Chaque valeur singulière se voit associée à une colonne sur ŪT ′ et sur V̄T ′ .
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4.2.2.3 Construction de la matrice des fonctions caractéristiques CBF

De manière à obtenir les fonctions caractéristiques nécessaires à la construction de la matrice réduite, il

faut noter que la décomposition en valeurs singulières donne un moyen de déterminer quels sont les éléments

qui contiennent le plus d’information dans une matrice. A ce propos, on peut identifier la matrice orthogonale

à gauche ŪT ′ , comme celle contenant l’information des courants sur la MFB et Σ̄T ′ comme celle contenant

l’indication sur leur importance. Ainsi, l’importance du vecteur singulier dans la i-ème colonne de ŪT ′ est

donnée par σi, dont une plus grande valeur de σi indique une plus grande importance du vecteur.

Dans ces conditions, et si on prend en compte l’expression (4.19), les NSV DT premières colonnes de ŪT ′

peuvent être utilisées comme les fonctions caractéristiques associées au domaine élargi T ′. NSV DT donne

alors, le nombre de colonnes nécessaires pour la description précise de la MBF. Cela peut être écrit sous

forme de code Matlab comme :

Ī′T ′ = ŪT ′(:, 1 : NSV DT ) (4.20)

où Ī′T ′ est la matrice contenant les fonctions caractéristiques du domaine élargi. Afin de déterminer la

valeur NSV DT pour un domaine quelconque, à partir de la normalisation des valeurs singulières un critère

peut être établi sous la forme suivante :

NSV D = min (i),
σi
σ1
≤ εSV D (4.21)

Cette opération est réalisée pour chacun des blocs, ce qui implique que chaque bloc peut potentiellement

être représenté par un nombre différent de CBFs. La valeur εSV D est d’une importance capitale, car elle

détermine, la précision et la complexité de la méthode. Alors un compromis doit être trouvé. En général, des

valeurs de l’ordre de 10−3 à 10−4 donnent des résultats satisfaisants dans le contexte traité.

Il faut mentionner, que par le principe même de la technique SVD, le nombre de valeurs singulières

d’importance est déterminé non seulement par la pertinence des composantes du courant surfacique induit

par les ondes planes, mais aussi par le nombre d’ondes planes retenues. Ainsi, le nombre final des fonctions

caractéristiques est déterminé non seulement par le paramètre εSV D, mais aussi par NIPW .

4.2.2.4 Troncature des fonctions caractéristiques

La troncature des fonctions caractéristiques est une étape identique à celle réalisée pour version de la

CBFM à une seule onde incidente. Comme auparavant, son objectif est de restaurer le nombre initial d’incon-

nues RWG par l’élimination des éléments ajoutés par l’élargissement des blocs. Cette opération est représentée

par l’expression suivante :

ĪT = C
[
Ī′T ′

]
(4.22)
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Elle se différencie uniquement par l’étape où elle est réalisée. En effet, ici elle a lieu après l’orthonormali-

sation des fonctions caractéristiques, tandis que pour la CBFM à une seule onde incidente, elle a lieu avant.

La matrice ĪT est formée par la concaténation des fonctions caractéristiques sous la forme :

[
ĪT
]
[NT×NSVDT ]

=
[
IT,1 IT,2 · · · IT,NSVDT

]
(4.23)

4.2.2.5 Réécriture du problème

La réécriture du problème linéaire en fonction des nouvelles fonctions caractéristiques est nécessaire afin

de comprendre les différences entre les deux versions de la CBFM. On commence par exprimer le vecteur

inconnu a, à travers la somme des produits fonctions caractéristiques-coefficients alpha, par l’expression

suivante :

a =

NSVD1∑

k=1

α1k




I1,k

0
...

0




+

NSVD2∑

k=1

α2k




0

I2,k
...

0




+ · · ·+
NSVDP∑

k=1

αPk




0

0
...

IP,k




(4.24)

où on observe que, hors le changement des indices et le fait que le nombre de fonctions caractéristiques

par domaine n’est pas fixe, le principe suivi est identique. Cela permet d’écrire le membre droit du problème

linéaire comme :

Z̄a =

NSVD1∑

k=1

α1k




Z̄1,1

Z̄2,1

...

Z̄P,1




[I1,k] +

NSVD2∑

k=1

α2k




Z̄1,2

Z̄2,2

...

Z̄P,2




[I2,k] + · · ·+
NSVDP∑

k=1

αPk




Z̄1,P

Z̄2,P

...

Z̄P,P




[IP,k] (4.25)

4.2.2.6 Construction de la matrice réduite

La méthode de Galerkin [4] est à nouveau utilisée pour construire la matrice réduite. Cela donne une

matrice sous la forme :

Z̄R[K×K] =




Z̄R1,1 Z̄R1,2 · · · Z̄R1,P
Z̄R2,1 Z̄R2,2 · · · Z̄R2,P

...
...

. . .
...

Z̄RP,1 Z̄RP,2 · · · Z̄RP,P




(4.26)
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où les sous matrices Z̄RT,S sont déterminées par :

Z̄RT,S
[NSVDT ×NSVDS ]

=
[
ĪT
]H
Z̄T,S

[
ĪS
]

(4.27)

En regardant la taille de ces éléments on peut calculer la taille de la matrice réduite comme :

K =

P∑

T=1

NSV DT (4.28)

On vérifie alors, que la taille de la matrice réduite n’est plus une fonction unique du nombre de blocs.

Le nombre de fonctions caractéristiques, déterminé par le nombre d’ondes incidentes de référence utilisées

dans leur construction, ainsi que le seuil de précision introduit lors de la décomposition SVD, deviennent les

paramètres les plus importants. Cela justifie l’attention spéciale qui doit être portée à leur paramétrage.

4.2.2.7 Construction du vecteur d’excitation réduit

La construction du vecteur d’excitation réduit est identique à celle réalisée pour l’autre version de la

CBFM. Soit :

bR[K×1] =




bR1

bR2
...

bRP




(4.29)

où

bRT =
[
ĪT
]H
bT (4.30)

Il faut noter que, pour le calcul des sous-vecteurs d’excitation bRT , par l’expression (4.30), bT 6= b̄refT . C’est

à dire, on utilise le champ incident pour lequel on souhaite résoudre le problème et non la collection d’ondes

incidentes employée dans la construction des MBF. Ceci apporte un avantage considérable à cette version de

la CBFM, du fait qu’une fois le calcul de la matrice réduite est réalisé, elle peut être utilisée quel que soit

le vecteur d’excitation considéré. Cela la rend très efficace pour le calcul de la réponse Radar dans le cas

mono-statique.

Pour finir, le problème est réduit à l’expression :

Z̄Rα = bR (4.31)
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qui est résolue pour α afin d’obtenir le courant surfacique par l’équation (4.24). Il est important de

remarquer que K est en général plus grand que P 2 ce qui implique une plus grande complexité de cette

version de la CBFM. Cependant, cette augmentation de la complexité permet d’améliorer la précision.

La similitude entre les deux versions de la CBFM, dont le principe est le même, permet d’utiliser la

méthode ACA de la même manière. Dans le but d’accélérer les produits matrice-vecteur présents dans la

construction de la matrice réduite, les matrices de couplage entre blocs non adjacents sont compressées.

4.3 Complexité de la CBFM

L’analyse de la complexité en temps CPU et en mémoire, constitue un moyen quantitatif d’établir une

base comparative entre la E-SDIM et les deux versions de la CBFM. Par la suite, on notera CBFM-1 la

version décrite dans le paragraphe 4.2.1 et CBFM-2 celle du paragraphe 4.2.2. On suppose que chaque bloc

de la surface est décrit par un nombre identique d’inconnues N0, ou N0E , si on fait référence au domaine

élargi.

La première étape de la CBFM-1 est la construction des fonctions caractéristiques, qu’on sépare en

primaires et secondaires, et qui sont déterminées par l’équation (4.3). Au vue des opérations, on détermine

sa complexité comme :

CCBF-1 = P
{[
CE +O(N2

0E)
]

+ (P − 1)
[
CE +O(N2

0E) + CE,0
]}

(4.32)

P étant le nombre total de sous-domaines. CE , la complexité associée à l’inversion de la matrice Z̄T ′,T ′ ,

est égale à O(N3
0E) pour une inversion LU. Si le terme peut être sauvegardé en mémoire sa deuxiéme instance

peut être éliminée, et la complexité de l’étape devient :

CCBF-1 = P
{[
CE +O(N2

0E)
]

+ (P − 1)
[
O(N2

0E) + CE,0
]}

(4.33)

Le terme O(N2
0E), représente la complexité des produits matrice-vecteur Z̄−1T ′,T ′vT ′ , présents sur les deux

parties de l’équation (4.3). Le terme CE,0 représente le coût des produits Z̄T ′,S′′ Y S′′,S′′ , S 6= T , égale à

O(N0EN0). Cette expression peut être réécrite comme :

CCBF-1 = P
[
O(N3

0E)
]

+ P 2
[
O(N2

0E)
]

+ P (P − 1) [O(N0EN0)] (4.34)

Cette complexité est très similaire, mais légèrement supérieure, à celle du calcul du courant par la E-SDIM

à l’ordre zéro. La différence provient du fait qu’il n’existe pas de somme dans le calcul des SBFs. Cela oblige

à réaliser le produit Z̄−1T ′,T ′vT ′ , P − 1 fois pour la CBFM-1 au lieu d’une fois pour la E-SDIM. Alors on

retrouve le terme P 2
[
O(N2

0E)
]

à la place de (P + 1)
[
O(N2

0E)
]
.



4.3. COMPLEXITÉ DE LA CBFM 153

La deuxième étape de la CBFM-1 est l’orthonormalisation Gram-Schmidt, qui a lieu après la troncature

des fonctions caractéristiques. Étant une technique de factorisation matricielle QR, elle se voit typiquement

associée une complexité de O(n3). Dans le contexte particulier du problème traité, la complexité de la

deuxième étape devient alors :

CGS-1 = P
[
O(N3

0 )
]

(4.35)

Concernant la CBFM-2, les première étape de la méthode permet de réaliser le calcul des MBFs, en

utilisant l’expression (4.15). Celle-ci correspond au calcul des PBFs de la CBFM-1, mais dans un nombre

plus important. Ainsi, la complexité de cette première étape peut s’exprimer sous la forme :

C MBF-2 = P
{[
O(N3

0E)
]

+NIPW
[
O(N2

0E)
]}

(4.36)

La CBFM-2 continue par la décomposition SVD, à laquelle est associée aussi une complexité de O(n3).

A ce stade, comme le MFBs n’ont pas encore été tronquées, la complexité de l’étape est déterminée par :

CSVD-2 = P
[
O(N3

0E)
]

(4.37)

La complexité de la troncature et de la construction des CBFs est négligeable devant celles des étapes

précédentes.

A ce stade, les deux versions de la méthode continuent avec la construction et inversion de la matrice

réduite, alors il est pertinent de les comparer. La complexité partielle de la CBFM-1 prend la forme :

CCBFM-1.part = P
[
O(N3

0E)
]

+ P
[
O(N3

0 )
]

+ P 2
[
O(N2

0E)
]

+ P (P − 1) [O(N0EN0)] (4.38)

et celle de la CBFM-2 peut s’exprimer comme :

CCBFM-2.part = 2P
[
O(N3

0E)
]

+ PNIPW
[
O(N2

0E)
]

(4.39)

Étant donné que, comme règle générale pour les problèmes de taille moyenne NIPW >> 2P , on vérifie

que la complexité associée aux premières étapes de la CBFM-2 est plus importante. Cette conclusion pourrait

ne pas être valide pour des surfaces de grande taille, quand un grand nombre de domaines est utilisé.

L’étape de construction de la matrice réduite est similaire pour les deux versions de la CBFM, étant le

nombre des CBFs la seule difference. Ainsi, pour la CBFM-1, dont Z̄R a une dimension P 2×P 2, la complexité

de cette étape es déterminée par :
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CMR-1 = P 2
{[
O(PN2

0 )
]

+
[
O(P 2N0)

]}
(4.40)

où la première apparition de P 2 indique le nombre de répétitions de l’opération décrite par l’équation

(4.9). Le premier terme à l’intérieur des accolades représente la complexité du produit Z̄T,S ĪS et le deuxième,

celle du produit entre ĪHT et le résultat du produit précédent. Ce résultat peut être extrapolé à la deuxième

version de la CBFM pour laquelle on peut montrer que la complexité de cette étape s’exprime sous la forme :

CMR-2 = P 2
{[
O(NSV D0

N2
0 )
]

+
[
O(N2

SV D0
N0)

]}
(4.41)

où NSV D0
est le nombre moyen de fonctions caractéristiques retenues après la décomposition SVD des

MBFs. On vérifie encore que, lorsque NSV D0
>> P , la complexité de l’étape de construction de la matrice

réduite pour la CBFM-2, dépasse largement celle de la CBFM-1.

La complexité de la construction du vecteur réduit, peut être négligée par rapport à celles du reste des

étapes. En effet, avec P [O(PN0)] et P [O(NSV D0
N0)] pour la CBFM-1 et CBFM-2 respectivement, sa valeur

n’est pas pertinente dans l’analyse de la complexité.

Reste à considérer les complexités de l’inversion LU de la matrice réduite et du produit Z̄R
−1

bR. Dans le

cas de la CBFM-1 ces étapes peuvent être liées à des complexités de l’ordre deO(P 6) etO(P 4) respectivement.

De même, pour la CBFM-2 ces complexités deviennent O(P 3N3
SV D0

) et O(P 2N2
SV D0

).

De toute évidence, la complexité de l’inversion de la matrice réduite, bien que moins importante que

l’inversion LU de la matrice impédance du problème d’origine, peut devenir très grande si un nombre trop

élevé de fonctions caractéristiques ou de domaines est considéré.

Après l’analyse présentée, la complexité totale de la CBFM-1 peut être exprimée sous la forme :

CCBFM-1 = P
{[
O(N3

0E)
]

+
[
O(N3

0 )
]

+ P
[
O(N2

0E)
]

+ (P − 1) [O(N0EN0)]
}

+

+ P 2
{[
O(PN2

0 )
]

+
[
O(P 2N0)

]}
+O(P 6) +O(P 4) (4.42)

et pour la CBFM-2, comme :

CCBFM-2 = 2P
[
O(N3

0E)
]

+ PNIPW
[
O(N2

0E)
]

+

+ P 2
{[
O(NSV D0

N2
0 )
]

+
[
O(N2

SV D0
N0)

]}
+O(P 3N3

SV D0
) +O(P 2N2

SV D0
) (4.43)

Si on considère la condition P >> 1 et que la différence entre N0 et N0E est négligeable devant N0E ,

l’expression peut être réécrite comme :

CCBFM-1 ≈ P
{

2
[
O(N3

0E)
]

+ 2P
[
O(N2

0E)
]}

+ P 2
{[
O(PN2

0 )
]

+
[
O(P 2N0)

]}
+ O(P 6) + O(P 4) (4.44)



4.3. COMPLEXITÉ DE LA CBFM 155

Si les expressions (4.43) et (4.44) sont réécrites en fonction du nombre total d’inconnues elles deviennent :

CCBFM-1 ≈ 2

[
O
(
N3

P 2

)]
+ 2

[
O
(
N2
)]

+ P
{[
O
(
N2
)]

+ P [O (PN)]
}

+ O(P 6) + O(P 4) (4.45)

et

CCBFM-2 ≈ 2

[
O
(
N3

P 2

)]
+NIPW

[
O
(
N2

P

)]
+
[
O
(
NSV D0

N2
)]

+ P
[
O
(
N2
SV D0

N
)]

+

+O(P 3N3
SV D0

) +O(P 2N2
SV D0

) (4.46)

N étant le nombre total d’inconnues après l’élargissement. Une comparaison par termes de ces deux

expressions permet d’observer les effets du nombre de domaines. Il faut noter que, pour une valeur de N

déterminée, l’augmentation de P implique une diminution de NSV D0
. On peut conclure que, si aucune

technique de compression matricielle n’est utilisée, la deuxième version de la CBFM, peut être améliorée

davantage par rapport à la CBFM-1.

La complexité en espace mémoire de la CBFM est identique à celle de la E-SDIM, déterminée par l’ex-

pression suivante :

MCBFM ≈ P
{
O(N2

0E) + (P − 1)O(N2
0E)
}

(4.47)

qui en fonction du nombre total d’inconnues devient :

MCBFM ≈ O
(
N2

P

)
+ (P − 1)O

(
N2

P

)
(4.48)

4.3.1 Effet de la ACA sur la complexité

La technique ACA est utilisée avec la CBFM pour compresser les matrices de couplage entre blocs non

adjacents [107], [63]. Il est clair que son effet sera d’accélérer les produits matrice-vecteur où de telles matrices

sont impliquées. Alors, la complexité de chacune des étapes où l’on trouve ces produits, peut être multipliée

par le facteur (1 − τ̄), τ̄ étant le taux moyen de compression des matrices de couplage. Sa définition a déjà

été donnée.

Dans la CBFM-1, on peut identifier le calcul des CBFs comme la première des étapes où l’utilisation de la

ACA augmente l’efficacité de la méthode. On trouve aussi la construction de la matrice réduite. En prenant
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en compte l’effet de la ACA, la complexité totale de la CBFM-1 peut être exprimée comme :

CCBFM-1 = P
{[
O(N3

0E)
]

+
[
O(N3

0 )
]

+ P
[
O(N2

0E)
]

+ (P − 1)(1− τ̄) [O(N0EN0)]
}

+

+ P [1 + (P − 1)(1− τ̄)]
{[
O(PN2

0 )
]

+
[
O(P 2N0)

]}
+O(P 6) +O(P 4) (4.49)

qui peut être réduite à :

CCBFM-1 = P
{

2
[
O(N3

0E)
]

+ P (2− τ̄)
[
O(N2

0E)
]}

+

+ P [1 + (P − 1)(1− τ̄)]
{[
O(PN2

0 )
]

+
[
O(P 2N0)

]}
+O(P 6) +O(P 4) (4.50)

L’utilisation de la ACA pour la CBFM-2 est limitée à l’étape de construction de la matrice réduite. A

partir de l’expression (4.43), la complexité de cette version de la méthode devient :

CCBFM-2 = 2P
[
O(N3

0E)
]

+ PNIPW
[
O(N2

0E)
]

+

+ P [1 + (P − 1)(1− τ̄)]
{[
O(NSV D0

N2
0 )
]

+
[
O(N2

SV D0
N0)

]}
+O(P 3N3

SV D0
) +O(P 2N2

SV D0
) (4.51)

4.4 Comparaison CBFM et E-SDIM

Dans le but de montrer la pertinence de la E-SDIM pour le problème de diffraction par une surface

rugueuse 2D, on réalise une comparaison entre les résultats numériques obtenues par la E-SDIM et ceux

donnés par les deux versions de la CBFM. Le cas d’étude est une surface rugueuse da taille 10λ × 10λ,

illuminée par une onde plane non atténuée sur les bords, à 3 GHz. L’échantillonnage est réalisé avec une

séparation entre points de λ/(10
√

2) sur les directions x̂ et ŷ. Cela garantit que les arêtes les plus larges ne

dépassent pas λ/10. On obtient un problème à 58 520 inconnues.

L’angle φi étant fixé à 0◦, on considère des angles d’incidence θi, allant de 0◦ à 60◦ par pas de 15◦. Les

deux polarisations, V et H, sont analysées.

Pour la configuration des méthodes, la surface a été divisée en 25 sous-domaines carrés de la même taille,

et le paramètre de l’élargissement de blocs ∆R, est fixé à 0.21λ. Le seuil de convergence de la E-SDIM, εSDIM,

est fixé à 0.01. Le nombre d’ondes incidentes nécessaires à la construction des MBFs de la CBFM-2, NIPW

est déterminé à 720. Le seuil de précision de la décomposition SVD est fixé a 0.001. La géométrie est illustrée

sur la figure 4.2.

Il s’agit d’une surface rugueuse avec une densité de probabilité des hauteurs et une fonction d’auto-

corrélation des hauteurs gaussiennes dont la longueur de corrélation selon les deux directions est de λ et

l’écart des hauteurs égal à 0.2λ.
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Figure 4.2 – Représentation géométrique du scénario utilisé dans les simulations.

Les valeurs du courant surfacique ont été obtenues pour chacune des combinaisons des paramètres men-

tionnés auparavant. Du fait de la similarité du comportement des résultats, seuls certains d’entre eux sont

présentés. La table 4.1 affiche la relation de cas étudiés dans ce manuscrit. Pour les figures montrant l’infor-

mation de la SER et de la phase du champ diffracté, les composantes en co-polarisation et en polarisation

croisée sont incluses.

Tableau 4.1 – Cas considérés dans les figures de la section

Division ∆R Polarisation θi Figures

5× 5 0.21λ V 30◦ 4.3, 4.6, 4.12, 4.15

5× 5 0.21λ H 30◦ 4.4, 4.8, 4.13, 4.16

5× 5 0.21λ V 15◦, 45◦, 60◦ 4.5, 4.10, 4.14, 4.17

4.4.1 Analyse sur la précision

L’analyse sur la précision est une étape nécessaire à la validation des modèles CBFM développés. Elle

permettra de déterminer sous quelles conditions la comparaison entre cette méthode et la E-SDIM est perti-

nente. Comme il a été fait auparavant, la validation des résultats est faite en module et en phase, au niveau

de courant de surface et du champ diffracté en champ lointain. La méthode de référence utilisée afin de

déterminer l’erreur relative est la MdM.
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4.4.1.1 Courant surfacique

Sur les figures 4.3, on observe la composante principale du courant surfacique sur les axes de la surface,

créé par une onde plane en polarisation verticale, avec θi = 30◦. Pour la configuration sélectionnée, on peut

apprécier un accord satisfaisant entre les courbes de la MdM, la E-SDIM et la CBFM-2. On vérifie que la

précision de la première version de la CBFM n’est pas comparable à celle des autre méthodes.

Figure 4.3 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface rugueuse de taille
10λ× 10λ. Onde incidente plane en polarisation verticale, θi = 30◦, φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.

εSDIM = 0.01, Ng = 1, NIPW = 720. Division en 25 sous-domaines et ∆R = 0.21λ.

Le changement de la polarisation de l’onde incidente est accompagné de la même conclusion. Ceci est

appréciable sur la figure 4.4, qui montre le courant surfacique sur l’axe ŷ de la surface pour le cas où elle est

illuminée par une onde en polarisation horizontale.

Figure 4.4 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jyη0 sur l’axe y d’une surface rugueuse. Même configuration
que sur la figure 4.3, mais en polarisation horizontale.
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La figure 4.5 montre le comportement des trois méthodes par rapport au changement de l’angle d’incidence.

D’abord, on peut affirmer que tant la E-SDIM comme la CBFM-2, donnent des résultats précis sur le calcul

de courant surfacique dans le contexte de la surface rugueuse traitée. Cette conclusion est mitigée dans le cas

de la CBFM-1. En effet, cette version montre une précision moins bonne que les autres méthodes. Cela est

provoqué par la caractérisation de la surface avec un nombre insuffisant de fonctions caractéristiques. N’ayant

d’autres paramètres de configuration, ceci peut être amélioré par l’augmentation du nombre de domaines et

par une taille de chevauchement plus importante. Par contre, ces deux mesures sont accompagnées par

l’augmentation de la complexité de certaines étapes de la méthode. Si on regarde l’équation (4.45), on vérifie

que la construction des fonctions secondaires comme la construction et l’inversion de la matrice réduite sont

affectées.

Figure 4.5 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jxη0 sur l’axe x d’une surface rugueuse. Même configuration
que sur la figure 4.3. Onde incidente en polarisation verticale, θi = 15◦ (en haut), θi = 45◦ (au centre), θi = 60◦ (en
bas), φi = 0◦, |Eθi | = 1 V/m et η0 =

√
µ/ε = 120πΩ.
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4.4.1.2 Surface Équivalente Radar

L’analyse du comportement du champ diffracté constitue l’élément concluant sur la pertinence de ces

méthodes pour la résolution du problème de la diffraction électromagnétique. C’est à ce propos que les figures

4.6 et 4.8 montrent l’information sur la SER et la phase du champ diffracté en zone de champ lointain.

D’abord, sur la figure 4.6 on observe, à gauche, la SER de la surface en dBm2 et à droite, la phase du

champ diffracté pour le cas où une onde en polarisation verticale illumine la surface. Ici, pour la composante

en co-polarisation (en haut de la figure), l’accord des trois méthodes avec la MdM est très bon, en amplitude

et en phase. Le même résultat est vérifié pour la E-SDIM et la CBFM-2 pour la composante en polarisation

croisée. La CBFM-1 par contre, montre une précision moins bonne, surtout pour les directions éloignées de

la direction spéculaire, où les niveaux du champ diffracté sont les plus faibles.

Figure 4.6 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite). Même configuration que sur la figure 4.3.

Ce résultat est d’une grande importance, car l’évaluation du comportement des méthodes dans l’analyse de

la polarisation croisée, permet d’affirmer que la E-SDIM est bien adaptée au contexte et peut être considérée

comme une méthode rigoureuse. Étant la plus précise des trois méthodes, elle pourra être utilisée comme

méthode de référence pour des cas d’étude où l’utilisation de la MdM ne soit pas pertinente. Il est important

de mentionner que la précision de la CBFM-2 peut être améliorée par l’augmentation du nombre d’ondes

incidentes utilisées dans le calcul des MBFs ou par la diminution du seuil de précision de la décomposition

SVD. Inévitablement, ces deux actions sont accompagnées par l’augmentation de la complexité des étapes

de construction des MBFs, et de construction et d’inversion de la matrice réduite. Pour cette méthode, ceci

peut constituer une limitation si la taille de la matrice réduite devient trop importante.
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La figure 4.7 montre la difference en dB entre courbes de SER par rapport à la MdM. Cette information

est plus pertinente afin de évaluer en détail la précision des méthodes. Elle permet de vérifier leurs précisions

en fonction de la polarisation et de l’angle de observation. et de les comparer directement.

Figure 4.7 – Erreur sur la SER en fonction de l’angle d’observation, en co-polarisation (à gauche) et en polarisation
croisée (à droite). Même configuration que sur la figure 4.6.

La figure 4.8 permet d’arriver aux mêmes conclusions. Elle montre le comportement des méthodes quand

la surface est illuminée par une onde en polarisation horizontale, et avec le même angle d’incidence que celui

de la figure 4.6.

Figure 4.8 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite). Même configuration que sur la figure 4.4.

La figure 4.9 est similaire à la figure 4.7. elle confirme le bon accordement existant entre la MdM et la

E-SDIM, ainsi que avec la CBFM-2. De plus elle montre que la CBFM-1 donne une erreur très important
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pour les niveaux faibles.

Figure 4.9 – Erreur sur la SER en fonction de l’angle d’observation, en co-polarisation (à gauche) et en polarisation
croisée (à droite). Même configuration que sur la figure 4.6.

Les figures 4.10 et 4.11 confirment ce qui a été déterminé pour le cas de la figure 4.5. Elles montrent

la SER et la phase du champ diffracté en co-polarisation et en polarisation croisée pour deux autres angles

d’incidence.

Figure 4.10 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite). Même configuration que sur la figure 4.4.
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Figure 4.11 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite). Même configuration que sur la figure 4.4.

4.4.2 Analyse sur la performance : intégration de la ACA

L’objectif initial de ce travail de recherche est de réaliser l’évaluation rigoureuse de la diffraction électro-

magnétique par une surface 2D. A ce propos, on a développé la E-SDIM, et établi sa pertinence pour la

résolution du problème considéré. Dan la présente section, on montre des résultats sur son hybridation avec

la ACA dans le cas d’une surface rugueuse. On utilise cette technique aussi en combinaison avec les deux

versions de la CBFM pour réaliser une mise en perspective et la comparaison de la performance des méthodes

quand une surface de plus grande taille est étudiée.

En considérant le même ensemble des variables de configuration de la section précédente, on présente ici

des résultats obtenus lors de l’évaluation d’une surface de taille 10λ× 10λ, décomposée en 64 sous-domaines

de taille 2λ× 2λ.

Le seuil de convergence de la ACA εACA est fixé à 0.001. Le taux de compression moyen des matrices

compressibles τ̄c est de 98%. Ceci permet d’obtenir un taux de compression global τg = 74%.

La surface rugueuse est caractérisée par une densité de probabilité des hauteurs et une fonction d’auto-

corrélation des hauteurs gaussiennes dont la longueur de corrélation selon les deux dimensions est de λ et

l’écart des hauteurs égal à 0.2λ.



164 CHAPITRE 4. MÉTHODE CBFM ET COMPARAISON AVEC E-SDIM

4.4.2.1 Courant surfacique

Au niveau de courant surfacique, on observe un accord très bon entre les courbes de la E-SDIM et la

CBFM-2 et une légère manque de précision pour la prédiction des valeurs faibles avec la CBFM-1. Ceci

est observable sur la figure 4.12, qui montre le courant sur les axes principaux de la surface quand elle

est illuminée par une onde en polarisation verticale, avec θi = 30◦. La figure 4.13 montre une information

similaire, en considérant une onde incidente en polarisation horizontale.

Figure 4.12 – Module (en haut) et phase (en bas) de Jxη0 sur les axes géométriques d’une surface rugueuse de taille
10λ× 10λ. Même configuration que sur la figure 4.3 mais avec une hybridation avec la ACA.

On vérifie que l’utilisation de la ACA n’implique aucun changement dans le comportement des résultats

par rapport à ceux obtenus sans elle. On observe aussi l’augmentation de l’ordre de convergence de la E-SDIM

avec l’augmentation du nombre de sous-domaines. La cause de ce phénomène a déjà été expliquée. En effet,

cette augmentation de l’ordre de convergence est provoqué par l’augmentation du nombre de discontinuités

dans le courant surfacique, qui doivent être corrigées lors des itérations.
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Figure 4.13 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jyη0 sur l’axe x d’une surface rugueuse de taille 10λ× 10λ.
Même configuration que sur la figure 4.4 mais avec une hybridation avec la ACA.

La figure 4.14 montre les valeurs du courant sur la surface quand d’autres angles d’incidence sont

considérés. Les courbes de la E-SDIM et de la CBFM-2 sont confondues pour des valeur de θi allant jusqu’à

60◦.

Figure 4.14 – Module (à gauche) et phase (à droite) de Jxη0 sur l’axe x d’une surface rugueuse de taille 10λ× 10λ.
Même configuration que sur la figure 4.5 mais avec une hybridation avec la ACA.
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4.4.2.2 Surface Équivalente Radar et phase du champ diffracté en champ lointain

La figure 4.15 permet d’observer les composantes en co-polarisation et en polarisation croisée de la SER

et la phase du champ diffracté en champ lointain quand la surface est illuminée par une onde en polarisation

verticale avec θi = 30◦. Comme espéré, les courbes s’accordent très bien à l’exception de la composante en

polarisation croisée obtenue par la CBFM-1.

Cette conclusion est extensible à la figure 4.16 où on peut observer l’évaluation des mêmes grandeurs pour

le cas d’une onde incidente en polarisation horizontale. Ceci est aussi applicable aux figures 4.17 et 4.18 où

sont montrés les résultats pour d’autres angles d’incidence.

Figure 4.15 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour une surface rugueuse de taille 10λ×10λ. Même configuration
que sur la figure 4.3 mais avec une hybridation avec la ACA.
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Figure 4.16 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour d’une surface rugueuse de taille 10λ × 10λ. Même
configuration que sur la figure 4.4 mais avec une hybridation avec la ACA.

Figure 4.17 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour d’une surface rugueuse de taille 10λ × 10λ. Même
configuration que sur la figure 4.10 mais avec une hybridation avec la ACA.
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Figure 4.18 – σ (à gauche) et phase de ρcd (à droite) pour d’une surface rugueuse de taille 10λ × 10λ. Même
configuration que sur la figure 4.11 mais avec une hybridation avec la ACA.

Le figures 4.19 et 4.20 sont complémentaires des figures 4.17 et 4.18 respectivement. Elles montrent l’erreur

sur la SER par rapport l’angle d’observation. Leur analyse permet d’affirmer que la E-SDIM est une méthode

précise, que ce soit pour le calcul de la SER en co-polarisation ou en polarisation croisée. On observe aussi,

que la CBFM-1 n’est pas comparable en précision aux deux autres méthodes. Elle présente des problèmes

surtout dans l’évaluation de la polarisation croisée, pour le niveaux très faibles.

Figure 4.19 – Erreur sur la SER en fonction de l’angle d’observation, en co-polarisation (à gauche) et en polarisation
croisée (à droite). Même configuration que sur la figure 4.17.
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Figure 4.20 – Erreur sur la SER en fonction de l’angle d’observation, en co-polarisation (à gauche) et en polarisation
croisée (à droite). Même configuration que sur la figure 4.18.

4.5 Conclusion du chapitre

L’objectif de ce chapitre a été de réaliser une mise en perspective de la E-SDIM, en la comparant avec la

CBFM, dans le contexte de la diffraction par une surface 2D rugueuse parfaitement conductrice. Le choix a

été conditionné par la popularité la CBFM et son utilisation dans de multiples contextes, et par le fait de la

forte similarité entre certaines étapes de la E-SDIM et la CBFM.

On a réalisé une description détaillée de la CBFM, afin de montrer les similitudes existantes entre les

deux méthodes, ainsi que leur différences.

L’analyse réalisée sur la complexité des deux versions de la méthode a permis d’établir une base de

comparaison théorique de leur performance avec celle de la E-SDIM.

On a présenté des résultats obtenus lors de l’utilisation de la CBFM et réalisée la comparaison avec ceux

obtenus avec la E-SDIM afin d’évaluer leur précision. La performance des méthodes a été évaluée à partir de

l’utilisation de la méthode ACA afin d’accélérer le calcul des fonctions caractéristiques et la construction de

la matrice réduite.

L’analyse des résultats numériques permet d’affirmer que la E-SDIM est une méthode rigoureuse, bien

adaptée à l’évaluation de la diffraction par des surfaces rugueuses parfaitement conductrices. Son niveau de

précision est plus qu’acceptable pour la détermination du champ diffracté en champ lointain et l’évaluation

de la SER.
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Conclusion générale et perspectives

Les travaux de recherche présentés dans ce manuscrit portent sur la modélisation rigoureuse de la dif-

fraction d’ondes électromagnétiques par une surface bidimensionnelle (aléatoirement) rugueuse, parfaitement

conductrice et de dimensions modérées devant la longueur d’onde électromagnétique. De plus, une surface

mono échelle de densité de probabilité et de fonction d’autocorrélation des hauteurs gaussiennes est considérée.

Afin de négliger le phénomène de conduit dans le cas d’une application maritime, l’angle d’incidence par rap-

port à la normale du plan moyen de la surface n’excède pas soixante degrés.

Le premier chapitre de ce manuscrit établit les bases théoriques nécessaires au traitement du problème

et présente un état de l’art des méthodes numériques rigoureuses dédiées à ce problème. Ceci a permis de

justifier le choix de l’utilisation de l’équation intégrale de frontière EFIE, discrétisée par la MdM de Galerkin

associée aux fonctions de base RWG.

Les résultats obtenus à l’issue de l’implémentation de la méthode E-SDIM (Extended-Subdomain Decom-

position Domain) ont été présentés dans le troisième chapitre, dans le contexte d’une surface lisse parfaitement

conductrice. Cette technique est basée sur la décomposition de domaines de la surface. De plus, ils sont élargis

sur quelques mailles, permettant la convergence de la méthode et dans le but de contrecarrer l’effet de bord

artificiel dû à la finitude des domaines.

Le dernier chapitre présente l’implémentation numérique de la méthode CBFM (Characteristic Basic

Function Method) et la compare avec la E-SDIM pour le calcul du champ diffracté par une surface 2D

rugueuse parfaitement conductrice. La précision et la performance des deux méthodes sont alors analysées.

Ainsi, la CBFM comme la E-SDIM, sont très efficaces pour le calcul du champ diffracté par une surface

rugueuse et, la CBFM est plus performante que la E-SDIM. De plus, leur hybridation avec la méthode de

compression ACA, qui permet d’accélérer le calcul des produits matrice-vecteur impliquant les matrices de

couplage et de réduire significativement le stockage mémoire, augmente la performance de ces deux méthodes.

Ainsi, le principal intérêt de la E-SDIM et de la CBFM hybridées à l’ACA réside dans la possibilité de

résoudre des systèmes linéaires par blocs, avec des complexités CPU et mémoire, très inférieures à celle de

l’inversion directe LU de la matrice impédance du problème complet.

A l’issue des travaux réalisés, on peut établir les perspectives suivantes :

Les inversions LU des matrices impédances des sous-domaines nécessaires au calcul des fonctions ca-
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ractéristiques primaires et du courant à l’ordre zéro, ont été identifiées comme les étapes les plus couteuses

pour les deux méthodes. Ainsi, un moyen d’accélérer cette étape est d’appliquer l’approximation de l’optique

physique.

Dans le cas de la E-SDIM, le calcul des courants d’ordres supérieurs implique les matrices de couplage

entre sous-domaines parfois très éloignés. Ces interactions peuvent être négligeables et donc contribuent peu

au calcul du courant sur chaque domaine. Mathématiquement, ceci revient à tronquer la somme sur k dans

l’expression du courant. Cette approximation a été testée sur une surface de mer 1D, donnant des résultats

très satisfaisants. Un second critère possible pourrait être basé sur la distance entre les blocs. Un dernier

critère serait associé à une convergence locale. Ainsi, lors du calcul du courant à l’ordre k, si des interactions

sont négligeables, alors elles ne seront pas considérées pour le calcul du courant à l’ordre k + 1.

La taille de l’élargissement des blocs joue un rôle important sur l’efficacité des méthodes, notamment dans

le contexte de grandes surfaces, pour lequel un grand nombre de domaines est défini où l’élargissement des

blocs peut augmenter significativement le nombre d’inconnues. Pour pallier ce problème, une solution consis-

terait à supprimer dans le domaine source les fonctions RWG communes à celles du domaine d’observation.

Cette solution, déjà proposée dans la CBFM, permettrait d’améliorer les taux de compression de l’ACA dans

l’algorithme E-SDIM.

Les travaux de cette thèse ont déjà commencé à être exploités par le laboratoire IETR. Ainsi, la com-

pression a été améliorée en re-compressant (RACA) les deux matrices résultantes de l’ACA à l’aide d’une

décomposition QR suivie d’une décomposition SVD tronquée par l’introduction d’un seuil. De plus, cet algo-

rithme a été également appliqué à l’E-SDIM sur la compression des blocs adjacents en ne considérant que les

mailles non partagées entre les blocs source et observation. Ainsi, les méthodes E-SDIM et CBFM, hybridées

à la RACA, ont été testées sur une surface rugueuse parfaitement conductrice de taille 24λ×24λ décomposée

en 64 domaines avec un nombre total d’inconnues de 172 320. L’annexe détaille les résultats obtenus.
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Abstract—Dans cette communication, des simulations
numériques du champ diffracté par une surface rugueuse
parfaitement conductrice sont présentées. Il est calculé
rigoureusement à l’aide de l’équation intégrale de frontière
EFIE (Electric Field Integral Equation) discrétisée par la
méthode des moments de Galerkin associée aux fonctions de
base RWG (Rao-Wilton-Glisson). Afin de résoudre efficacement
le système linéaire résultant, deux méthodes par décomposition
de domaines, la SDIM (Subdomain Decomposition Iterative
Method) et la CBFM (Characteristic Basic Function Method),
sont étudiées.

Index Terms—Diffraction électromagnétique, surface
rugueuse, surface équivalente Radar normalisée, décomposition
de domaines, méthodes des moments.

I. INTRODUCTION

La modélisation de la diffusion électromagnétique par une
surface (aléatoirement) rugueuse est un sujet de recherche très
actif. Elle est rencontrée dans de nombreuses applications liées
à l’environnement comme les sols naturels ou la surface de mer
ou, pour la caractérisation de défauts de surface à l’échelle de
l’optique.

Pour résoudre ce problème, deux grandes familles de
méthodes sont proposées (i) Les méthodes dites “asympto-
tiques”, qui introduisent des hypothèses simplificatrices [1]
dans le but d’obtenir le plus souvent une expression analytique
du champ diffracté (ii) Les méthodes dites “rigoureuses” [2]–
[4] dont la seule hypothèse introduite est la discrétisation
du problème, donnant ainsi une solution considérée comme
exacte ou de référence. Dans cette communication, nous
proposons d’investiguer un candidat potentiel de cette famille
: La résolution de l’équation intégrale de frontière EFIE
(Electric Field Integral Equation) discrétisée par la méthode
des moments de Galerkin dont les fonctions de base sont
de type RWG (Rao-Wilton-Glisson) [5]. L’objet sous test
est une surface rugueuse parfaitement conductrice dont le
milieu supérieur est homogène. Le problème revient alors à
résoudre un système linéaire (ou inversion d’une matrice) dont
la taille est directement proportionnelle à l’envergure de l’objet
normalisée par la longueur d’onde.

Pour les applications Radar microondes, les dimensions
électriques de l’objet peuvent devenir grandes impliquant
d’inverser une matrice de grande taille. A cette étape, on peut
encore distinguer deux types de méthodes (i) Le système est
résolu de manière itérative par une succession de produits
matrice-vecteur dans lesquels des accélérations sont introduites
comme la MLFMM (Multi-Level Fast Multiple Method) ou
la SMCG (Sparse Matrix Canonical Grid) method [6] (ii) La
surface est décomposée par blocs ou domaines. Les blocs
diagonaux de la matrice représentent les interactions locales
d’un domaine sur lui même tandis que les sous matrices non
diagonales représentent les interactions entre ces domaines.

Dans ce contexte, la CBFM (Characteristic Basis Functions
Method) a été largement employée depuis sa publication
en 2003 [7]. Plus récemment, la Subdomain Decomposition
Itérative Method (SDIM) a été publiée pour la résolution
efficace du problème de diffraction par une surface de mer
mono-dimensionnelle fortement conductrice et en présence
d’un conduit et d’un objet [8].

Dans cette communication, la SDIM et la CBFM sont
comparées en termes d’efficacité et de précision en calculant
le champ diffracté par une surface rugueuse parfaitement
conductrice. A noter que les deux versions suivantes de la
CBFM seront testées :

1) CBFM version 1 (CBFM1) : Les fonctions car-
actéristiques sont calculées en illuminant avec une
unique onde plane et en calculant des fonctions jusqu’à
l’ordre deux.

2) CBFM version 2 (CBFM2) : Les fonctions car-
actéristiques sont calculées en illuminant par une col-
lection d’ondes planes convenablement échantillonnées
en phi φ et theta θ.

II. SDIM (SUB-DOMAIN DECOMPOSITION ITERATIVE
METHOD)

A. Formulation
Tout d’abord la SDIM divise la surface S en P blocs,

comme le montre la Figure 1. Chacun des domaines est



Fig. 1. Décomposition de la surface par blocs.

ensuite élargi uniformément d’une distance ∆R, impliquant
un recouvrement entre domaines adjacents. Cet élargissement
améliore la convergence mais a l’inconvénient d’augmenter
légèrement le nombre d’inconnues. Typiquement, des résultats
numériques montrent qu’une ou deux mailles sont suffisantes
pour obtenir une convergence satisfaisante.

Le système linéaire obtenu en appliquant la MoM s’écrit
alors


Z̄1,1 Z̄2,1 . . . Z̄P,1

Z̄1,2 Z̄2,2 . . . Z̄P,2

...
...

. . .
...

Z̄1,P Z̄2,P . . . Z̄P,P







a1

a2

...
aP


 =




b1
b2
...
bP


 . (1)

Les matrices Z̄i,i et bi représentent respectivement la
matrice impédance associée au domaine non élargi i et le
vecteur d’excitation associé au même domaine. Z̄i,j représente
la matrice de couplage entre les blocs non élargis i et j. Le
vecteur inconnu ai est relié au vecteur densité de courant
surfacique J du domaine i. En appliquant alors le principe
de Huygens, le champ diffracté dans le demi-espace supérieur
est déterminé.

Avec la SDIM, le vecteur a est alors obtenu par

a(KSDIM) ≈
k=KSDIM∑

k=0

Y (k), (2)

où 



Y
(0)
i′ = Z̄

−1
i′,i′bi′

Y
(k)
i′ = −Z̄−1i′,i′

P∑

p=1,p6=i′

Z̄i′,pY
(k−1)
p k > 0

, (3)

et le vecteur Y (k) = [Y
(k)
1 Y

(k)
2 . . .Y

(k)
P ]T est formé par les

fonctions caractéristiques associées aux blocs et déterminées
à partir de l’équation (3). Elles sont reliées à la densité de
courant surfacique des blocs à l’ordre k. L’ordre de conver-
gence KSDIM est obtenu lorsque

∥∥a(k−1) − a(k)
∥∥ /
∣∣a(k)

∥∥ ≤
εSDIM (typiquement εSDIM = 0.01).

La notation “prime” indique l’élargissement des sous-
domaines. Le vecteur Y

(k)
i′ est tronqué (suppression des

éléments associés à l’élargissement du domaine) afin d’obtenir

Y
(k)
i . Dans l’Eq. (3), la matrice Z̄

−1
i′,i′ est associée au bloc

élargi i′ et bi′ représente le champ incident sur le même
domaine. De plus, Z̄i′,j est la matrice de couplage entre le
bloc source j et le bloc d’observation élargi i′. Il est important
de noter que l’élargissement sur la source n’est pas appliqué
afin d’éviter de propager l’erreur produite par les courants des
arrêtes des domaines créés par leur finitude. L’élargissement
des domaines permet à la SDIM de converger et de créer des
bords réguliers aux domaines, atténuant ainsi l’effet de bord.

B. Complexités

Un moyen de quantifier le temps alloué à une méthode est de
calculer sa complexité théorique (nombre de multiplications).
D’après l’équation (3), elle est donnée par

CSDIM = (KSDIM + 1)
i=P∑

i=1

[
O(N3

i ) +O(N2
i )
]

+KSDIM

i1=P∑

i1=1

i2=P∑

i2=1,i2 6=i1

O(Ni1Ni2). (4)

L’exposant trois correspond à la complexité de la
décomposition LU réalisée sur chacun des blocs i. Si
les décompositions LU peuvent être stockées en mémoire
alors cette complexité devient

∑i=P
i=1 O(N3

i ) + (KSDIM +

1)
∑p=P

i=1 O(N2
i ). La complexité O(Ni1Ni2) correspond aux

calculs des produits matrice-vecteur (couplage entre les blocs).
Comparativement à une inversion LU directe de toute la
matrice impédance de complexité O((

∑i=P
i=1 Ni)

3), le temps
de calcul est fortement réduit.

Néanmoins, il est important de noter que l’entier Np est
égal au nombre de mailles (edges en anglais) plus celles
qui chevauchent les blocs sources. On supposera que cet
ajout est le même dans les directions x̂ et ŷ de la surface
et il sera noté nOL (OL comme OverLapping). La même
hypothèse est appliquée pour le nombre de blocs NBlock =
NBlock,xNBlock,y = P . Ainsi, on peut montrer que l’excès de
mailles est approximativement égal à

NEdge,OL −NEdge ≈
(√

P − 1
) [

12
(√

P − 1
)
n2OL

+ 2

√
NEdge

3
(6nOL − 1)

]
, (5)

où NEdge est nombre total de mailles sans chevauchement.
Ainsi, cet excès est proportionnel à Pn2OL et

√
PNEdgenOL.

La complexité en mémoire de la SDIM, MSDIM, est similaire
à celle de la MoM brute (sans accélération) et est égale à
N2

Edge,OL. Elle correspond au stockage de tous les éléments de
la matrice impédance de la matrice Z̄ (ou {Z̄i′,i′} et {Z̄i1,i2}
avec i1 6= i2). A noter qu’avec l’application de l’ACA, elle
sera réduite à N2

Edge,OL/P dû à la compression des P (P − 1)
matrices de couplage.

III. CBFM (CHARACTERISTICS BASIS FUNCTION
METHOD)

A. Première version

La CBFM1 est composée de trois étapes principales :



1) Tout d’abord les PBFs (Primary Basic Functions) sont
calculées et sont égales à {Y (0)

i } (ordre zéro de la
SDIM). Puis, les SBFs (Secondary Basic Functions)
{Y (1)

i′,p} (tronquées par la suite) sont déterminées par
−Z̄−1i′,i′Z̄i′,pY

(0)
p avec i 6= p. Ainsi, pour chaque bloc,

une matrice de dimensions Ni × P est construite où
Ni est le nombre d’inconnues sur chacun des blocs. La
complexité de cette étape est donc

CCBFM1,1 =
i=P∑

i=1

[
O(N3

i,OL) +O(NiNi,OL)
]
. (6)

2) La seconde étape consiste à ortho-normaliser (type
Gram-Schmidt) ces P matrices des blocs {i} dont les
colonnes sont [Y

(0)
i Y

(1)
i,1 . . .Y

(1)
i,p . . .Y

(1)
i,P ] avec p 6= i.

Les matrices résultantes sont notées {J̄ i} de dimensions
Ni×P . On peut montrer que la complexité de cette étape
est

CCBFM1,2 = [1 + P (P − 1)]
i=P∑

i=1

O(Ni) ≈ P 2O(NEdge).

(7)
3) La dernière étape construit la matrice réduite Z̄

R de
dimensions P 2 × P 2 à partir des matrices ortho-
normalisées et des matrices de couplage Z̄i,j du système
linéaire de départ (équation (1)). De plus, à l’aide du
vecteur excitation réduit bR, le vecteur inconnu aR est
calculé en inversant la matrice réduite. On peut montrer
que la complexité de cette étape est

CCBFM1,3 = 2P

i1=P∑

i1=1

i2=P∑

i2=1

O(Ni1Ni2)

+O(P 6) +O(P 3). (8)

Ainsi l’étape finale consiste à résoudre le système linéaire
Z̄

R
aR = bR suivant :
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R
P,1

Z̄
R
1,2 Z̄

R
2,2 . . . Z̄

R
P,2

...
...
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bR
1

bR
2
...
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P


 , (9)

où Z̄
R
i,j est une sous matrice réduite de dimensions P × P et

bR
n un vecteur de dimensions P × 1 définis par

{
Z̄

R
i,j = J̄

H
i Z̄i,jJ̄ j [P × P ]

bRj = J̄
H
j b [P × 1]

. (10)

De plus, H désigne l’opérateur transposé conjugué et les
indices i et j vont de 1 à P . Le vecteur ai du système linéaire
(1) est alors égal à ai = J̄ ia

R
i .

En considérant des blocs de même taille ou de taille
moyenne N0 et NOL,0, la complexité totale est de l’ordre de

CCBFM1 ≈ P
[
O(N3

0,OL) +O(N0N0,OL)
]

+ 3P 3O(N0)

+O(P 6) +O(P 3). (11)

Si N3
OL,0 � P 5, alors la première étape est plus couteuse

que la troisième étape.
La différence majeure est que la SDIM calcule le vecteur

a jusqu’à obtention de la convergence tandis que la CBFM
stoppe le processus à l’ordre un et un autre algorithme est
alors appliqué pour aboutir à la solution. Si les matrices
de la décomposition LU sont stockées, alors la complexité
de la SDIM est de l’ordre de PO(N3

0,OL) + P 2(KSDIM +
1)O(N0N0,OL). En considérant que N0,OL ≈ N0, la SDIM
est rapide comparativement à la CBFM1 si KSDIMN

2
0 �

P (3N0 + P 3). Puisque P/N0 � 1, cette condition devient
KSDIM � (P 2/N0)2.

Des simulations numériques montrent que la CBFM1 pro-
duit des résultats non satisfaisants sur la SER provenant du
calcul des PBFs et SBFs. Une autre version de la CBFM a
donc été proposée.

B. Deuxième version

Elle considère uniquement les PBFs qui sont calculées
en illuminant le bloc i par une collection de Ni,IPW ondes
planes. Ainsi, chaque bloc est caractérisé par une matrice de
dimensions Ni×Ni,IPW. A noter que les blocs se chevauchent
comme dans la SDIM. Afin de réduire la dimension, une
décomposition SVD (Singular Value Decomposition) tronquée
est appliquée. L’étape 2 n’est alors plus utile et l’étapes 3 est
identique à la première version de la CBFM, pour laquelle
la matrice réduite a pour dimensions (

∑
i=P Ni,IPW,SVD) ×

(
∑

i=P Ni,IPW,SVD), où Ni,IPW,SVD < Ni,IPW est le nombre
d’ondes sélectionnées après la décomposition SVD sur le bloc
i.

Le nombre total d’ondes planes est choisi comme la partie
entière de

NIPW = b2(k0r0 + 2π), (12)

où r0 est le rayon de la sphère englobant l’objet. Pour
une sous surface rugueuse d’aire LxLy (ou domaine), r0 =√
L2
x + L2

y/2. De plus, en coordonnées polaires, les ondes
planes balayent les secteurs angulaires θ ∈ [0;π/2] et φ ∈
[0; 2π[ avec un pas constant. A noter que l’entier Ni,IPW doit
être multiplié par deux car les deux polarisations linéaires V
et H sont considérées pour générer les Ni,IPW ondes planes
illuminant chacun des blocs i.

La complexité de la CBFM2 est alors

CCBFM2 ≈ P
[
2O(N3

0,OL) +N0,IPWO(N2
0,OL)

]

+ 2NRPO(N2
0 ) +O(N3

R) +O(N2
R). (13)

où NR = PN̄IPW,SVD =
∑i=P

i=1 Ni,IPW,SVD est le nombre
total d’ondes conservées après la décomposition SVD (matrice
réduite de dimensions NR ×NR).

Dans l’équation (13), la première ligne exprime la com-
plexité de la première étape. Comparativement à celle de
la SDIM, elle est plus couteuse si N0,OL + KSDIMP �
2N0,OL + N̄IPW, soit KSDIM � N0,OL/P + N̄IPW/P . L’étape 3
peut devenir très gourmande en temps de calcul si NR est très
grand à cause de la décomposition LU de la matrice réduite.



Fig. 2. Illustration de la compression ACA partielle. P = Nx,BlockNy,Block
où Nx,Block = 4, Ny,Block = 5.

L’introduction de l’ACA va permettre de réduire significa-
tivement la complexité des produits matrices de couplage avec
un vecteur quelconque.

IV. ACA (ADAPTIVE CROSS APPROXIMATION)

La technique ACA [9] est utilisée comme moyen de
réduction de la complexité et de la mémoire pour toutes les
opérations impliquant les matrices de couplage des blocs. En
effet, elle permet de compresser significativement ces matrices.

L’algorithme ACA est appliqué dans un premier temps
sur des paires de blocs (i, j) non adjacents de dimensions
NOL,iNj . En effet, la matrice de couplage Z̄i′,j est de rang
faible. Ainsi, Z̄i′,j ≈ Ū V̄ , où Ū et V̄ sont de dimensions
respectives NOL,i× r et r×Nj , où r est le rang effectif de la
matrice. Afin de réduire r, une décomposition QR suivie d’une
décomposition SVD tronquée sont également appliquées sur
ces deux matrices. L’efficacité de la méthode est quantifiée en
définissant les taux de compression moyens suivants :

τ̄1 = 1− 1

P (P − 1)

i=P∑

i=1

j=P,j 6=i∑

j=1

ηi,j (14)

où

ηi,j =
r (n+m−mEdge,OL) + nmEdge,OL

mn
, (15)

et

τ̄2 = 1− NEdge,OL

NEdge

1

P 2


P +

i=P∑

i=1

j=P,j 6=i∑

j=1

ηi,j


 . (16)

De plus, r = ri,j est le rang des sous matrices compressées
de dimensions m = mi et n = nj et mEdge,OL = mEdge,OL,i
est le nombre de mailles qui chevauchent le bloc observation.
Si l’ACA n’est pas appliquée, alors ηi,j = 1 et τ̄1 = 0. τ̄1
quantifie le taux de compression moyen des P (P−1) matrices
de couplage, alors que τ̄2 quantifie le taux de compression
par rapport à un problème résolu par une décomposition
LU de toute la matrice impédance. L’ajout de P entre les
crochets indique que les P matrices impédances {Z̄i′,i′} ne
sont pas compressées et le rapport NEdge,OL/NEdge > 1 prend
en compte l’augmentation du nombre de mailles causée par le
chevauchement des blocs.

Fig. 3. Hauteur de la surface en fonction de x et y.

Il est bien connu que l’ACA est d’autant plus efficace que
les blocs sont éloignés. Le corolaire est que pour des blocs
ayant des mailles communes causées par le chevauchement,
l’ACA n’est pas efficace. Néanmoins, afin d’optimiser la
compression du problème, pour les blocs {i} adjacent au bloc
source j, l’ACA est appliquée uniquement sur les mailles non
communes à la paire de blocs (i, j). Ceci est illustré sur la
figure 2. On peut montrer que les nombres de blocs NACA,Full
et NACA,Partial dont les compressions sont respectivement totale
et partielle s’expriment comme
{
NACA,Partial = 4− 6 (Nx,Block +Ny,Block) + 8P
NACA,Full = P 2 − P −NACA,Partial

, (17)

où P = Nx,BlockNy,Block. Dans l’équation (15), si la compres-
sion est totale alors mEdge,OL = 0 (pas de mailles communes).

Typiquement, la valeur du seuil de l’ACA εACA est comprise
entre 10−3 et 10−4 et celle de la décomposition QR, εQR,SVD =
10εACA.

V. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

La surface rugueuse considérée est parfaitement conduc-
trice de distribution des hauteurs Gaussienne et de fonction
d’autocorrélation des hauteurs également gaussienne. L’écart
type des hauteurs est de 0.3λ0 et la longueur de corrélation
Lc = Lc,x = Lc,y = 1λ0. La surface est échantillonnée avec
dix points par longueur d’onde selon les directions x̂ et ŷ.
Elle est représentée sur la figure 3.

L’onde incidente est plane. A noter que son module vaut
l’unité (onde non atténuée sur les bords de la surface) qui
implique que le phénomène de diffraction par les arrêtes,
dû à la finitude de la surface, n’est pas négligeable. L’angle
d’incidence θinc = π/6, l’angle azimutale φinc = 0 et l’angle
azimutale d’observation φsca = 0.

Les figures 4, 5, 6 et 7 présentent la SER en fonction de
l’angle d’observation θsca. Le nombre de mailles chevauchant
les blocs est nOL = 2, P = 6× 6 = 36 sur les figures 4 et 5
et P = 4× 4 = 16 sur les figures 6 et 7.

En co-polarisation θθ, un très bon accord est observé entre
toutes les méthodes alors alors que pour la polarisation croisée



Fig. 4. SER en fonction de l’angle d’observation θsca. Polarisation θθ.

Fig. 5. SER + 30 dB en fonction de l’angle d’observation θsca. Polarisation
θφ.

θφ, la CBFM1 présente un désaccord avec la LU (MoM brute
sans accélération) pour des niveaux faibles. A noter que le
niveau moyen de la SER θφ est 30 dB plus faible que celle
en θθ.

Pour P = 25, la SDIM converge à l’ordre KSDIM = 12 avec
une erreur relative résiduelle ERR = 0.0001 (polarisation θθ)
tandis que pour P = 16, KSDIM = 9 et ERR = 0.0001, qui
montre qu’un seuil de εSDIM = 0.01 est largement suffisant. De
plus, si le nombre de blocs P diminue, moins d’interactions
(ou couplage) sont nécessaires entre les blocs pour converger.

La CBFM2 offre également un très bon accord avec la LU,
excepté pour des niveaux très faibles de la SER en θφ. Cette
différence peut être réduite en diminuant le seuil de la SVD,
εSVD, pour la sélection du nombre d’ondes. Pour P = 16,
N̄IPW ≈ 820, N̄IPW,SVD ≈ 211 ⇒ NR = 3380 alors que
pour P = 36, N̄IPW ≈ 501, N̄IPW,SVD ≈ 136 ⇒ NR = 4896

Fig. 6. Même variation que sur la figure 4 mais le nombre de blocs est
P = 16.

Fig. 7. Même variation que sur la figure 5 mais le nombre de blocs est
P = 16.

(taille de la matrice réduite Z̄R). La taille du problème initiale
est de NEdge = 42 960 (taille de la matrice Z̄) et avec
chevauchement, NEdge,OL = 51 216. Ainsi, la CBFM permet
de réduire significativement la taille du problème. De plus,
le calcul de Z̄R est indépendant du vecteur excitation b̄, qui
implique que pour d’autres excitations, uniquement le vecteur
b doit être calculé. Cette opération étant très peu couteuse en
temps de calcul, la CBFM2 est très efficace pour le calcul de
la SER monostatique.

Pour tester l’efficacité de l’hybridation de l’ACA, l’aire de
la surface a été multipliée par quatre, soit 24λ0 × 24λ0. Le
nombre de blocs est P = 8×8 (blocs de dimensions 3λ0×3λ0)
et nOL = 2. Ainsi le nombre d’inconnues est NEdge = 172 320
et avec chevauchement des blocs NEdge,OL = 211 184. Par
conséquent, la MoM brute ne pas être simulée et la solution



Fig. 8. SER en fonction de l’angle d’observation θsca. Polarisation θθ.

Fig. 9. SER + 30 dB en fonction de l’angle d’observation θsca. Polarisation
θφ.

de référence est la SDIM.
Les figures 8 et 9 représentent la SER en fonction de

l’angle d’observation θsca en polarisations θθ et θφ. Les trois
valeurs entre parenthèses après εACA sont respectivement des
seuils égaux à εACA,Partial (compression partielle des blocs ad-
jacents), εACA,Full (compression totale des blocs non adjacents)
et εQR,SVD (compression QR après compression ACA). De
plus, t est égal au temps de calcul total (calcul des sous-
matrices plus celui de l’inconnu a). Les figures 8 et 9 montrent
une très bonne concordance entre les 2 méthodes et que la
multiplication des seuils de l’ACA par 10 ne dégrade pas la
précision. Ainsi εACA,Partial = εACA,Full/10, εACA,Full = 10−3 et
εQR,SVD = 10εACA,Full semblent être un bon compromis.

En revanche, la CBFM2 est plus efficace que la SDIM
avec un temps de calcul divisé approximativement par cinq
comparativement à la SDIM. En effet, la CBFM2 offre un

taux de compression meilleur que la SDIM car les matrices de
couplage à compresser ne possèdent pas de mailles communes.
De plus, l’ordre de convergence de la SDIM est de 24 et
pour chaque itération, le temps alloué est d’environ 500
secondes. Si le seuil de la SDIM augmente, alors le temps de
calcul diminuera significativement. Ceci dépend évidemment
de la précision souhaitée par l’utilisateur. A noter que les
dimensions de la matrice réduite est de 13 788× 13 788.

Les valeurs du taux de compression moyen du problème
entier montre que l’ACA est très efficace. Si τ̄ = 0.97, cela
signifie que le problème a été réduit de 97% en terme de
mémoire, ce qui nous a permis de résoudre un problème à 200
000 inconnues. On peut montrer que le taux de compression
maximal est donné par

τ̄2,max = 1−NEdge,OL/(NEdgeP ). (18)

Soit τ̄2,max = 0.981, ce qui est très proche de τ̄2 obtenu avec
la CBFM2. La seule limitation réside dans le stockage des
matrices impédances de chacun des blocs.

VI. CONCLUSION

Le principal intérêt de la SDIM et la CBFM2 réside dans la
possibilité de résoudre des systèmes linéaires par blocs, avec
des complexités CPU et mémoire, très inférieures à celle de
l’inversion directe LU de la matrice impédance Z̄. Des sim-
ulations de la SER sur une surface parfaitement conductrice
ont montré que ces deux méthodes sont très performantes.
A noter que la CBFM2 est plus efficace que la SDIM mais
peut présenter des légères différences avec la SDIM. La seule
limitation de ces deux méthodes réside dans l’inversion des
matrices impédances des blocs.
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[1] O. Garridol, Les équations de Maxwell, ser. UNIVERSITAIRE H. BELIN.

[2] J. Kong, Electromagnetic Wave Theory. EMW Publishing.

[3] C. A. Balanis, Advanced Engineering Electromagnetics, 2nd ed. John Wiley & Sons.

[4] W. C. Gibson, The method of moments in electromagnetics. Chapman & Hall/CRC, vol. 1.

[5] M. Abramowitz and I. A. Stegun, Handbook of mathematical functions : with formulas, graphs, and

mathematical tables. Courier Corporation, vol. 55.

[6] C. A. Balanis, Antenna Theory : Analysis and Design, 3rd ed. John Wiley Sons.
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