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CHAPITRE |

Fonction d’'une seule variable réelle

.1 Définitions

Lesfonctions dont il sera question dans ce chapitre sont des applications d’ une partie de I’ ensemble des
réels, avaleurs dans |’ ensemble des réels.

Définition 1.1 Domaine. Si f est une fonction on appelle domaine de définition I’ ensemble des réels x
pour lesquels f(x) existe.

Ains
-s f(x) = In{1/[(x=1)(x—3)]}, dors D; = ] —o0;1[ O ]3;+00[ C'est en effet I’ensemble ou le
dénominateur est positif et non nul.

- s par contre g(x) = —In(x—1)—In(x—3), aors cette fois chacun des deux termes, pour étre
calculé doit étre le logarithme d' un nombre obligatoirement positif, danscecas Dy = ]3;+oo[.

Définition 1.2  Image. On appelle image I’ ensemble de toutes les valeurs possibles de f(x) .

Ainsi pour
() = WX, Dy, = [—oortoo] et Iy = [O¥eo].
f,(x) = JX, Dy, = [O0;+0o[ et Iy, = [0;+0o[ .

Définition 1.3  Injective. Soit I'application f de E dans F, on dit que f est injective si deux éléments
distincts ont des images distinctes, en d’ autres termes : [x; O E, 0x, O E, X; # X, = f(X;) # f(X,) .

Définition 1.4  Surjective. Soit |I'application f de E dans F, on dit que f est surjective si tout éément de
F admet au moins un antécédent, en d’ autrestermes: Oy O F, (XOE,y = f(X).

Définition 1.5  Bijective. Soit |’ application f de E dans F, f est bijective si elle est injective et surjective.
Tout éément de F admet alors un antécédent et un seul dans E.

Définitions 5



Chapitre | : Fonction d’une seule variable réelle

Définition 1.6  Fonction réciproque. Si f est une bijection de E dans F, aors pour tout y de F, il existe
un unique xde E tel quey = f(x), dans ce cas on peut définir x comme I'image de y par I’ application

réciprogue de f notée . Dansun repére orthonormé, le graphe de ' est symétrique de celui de f par
rapport alabissectrice d’' éguation y = X.

Par exemple la fonction «racine carrée» est une hijection de [0;+oo[ sur lui méme, dont la réciproque
est lafonction «carré», mais prise uniguement sur [0;+oo[ .

Définition 1.7 Paire. Unefonction est dite paire, s Ox O Dy, —x O Dy, f(—x) = f(X).

Définition 1.8  Impaire. Une fonction est diteimpaire, s [x [ Dy, —x [0 Dy, f(—=x) = —f(X).

.2 Limite d'une fonction

[.2.1 Définitions

La notion de limite est trés difficile a définir en termes rigoureux, il est d'ailleurs plus utile de
comprendre quelle réalité concrete elle entend traduire, et comment en faire |’ évaluation dans |a pratique,

plutét que d’en saisir la définition formelle. Expérimentalement L est la limite au voisinage de a, de la
fonction f lorsgue lavariable x serapproche (en restant dansle domainede f) de a, s «plus x est proche
de a» alors«plus f est proche de L ». En fait ladéfinition formelle élargit cette idée.

Définition 1.9 Limite. L = limf « [Oe>0, (o >0, Ox O Dy, [x—a <a = [f(x) — L| <g].

X->a

Définition 1.10 Limiteadroite. L est unelimite delafonction f, adroite de a (ou par valeurs supérieures,

on écriraen a’ ), si dans la définition de lalimite, les hypothéses de I’ implication sont complémentées par
X>a.

Définition 1.11 Limite a gauche. On définit de méme la limite a gauche par I' hypothése supplémentaire
x<a.

Exemple 1.1 Soit f(x) = x+ J;Z/x. Déterminer le domaine de définition de f, noté Dy, étudier la

limitede f en 0", O~ et simplifier f pour x 0 D;.

[.2.2 Théoremes relatifs aux limites

Théoreme 1.1 Si auvoisinagede a, fini ounon, si f(x) 2g(x) ets limg = +c dors limf = +oo ,
X > a X - a

Théoreme 1.2 Si auvoisinagede a, fini ounon, si f(x) <g(x) ets limg = —o dors limf = —oeo.,
X > a X - a

Théoréme 1.3 Si auvoisinagede a, fini ounon, si [f(x)—L| <g(x) etsi limg = 0 aors limf = L.
X - a X - a

6 Limite d’une fonction
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Théoreme 1.4 «Théorémes des gendarmes», si au voisinage de a, fini ou non, si h(x) < f(x) < g(x) ets

[imh = limg = L dors limf = L.
X-a X - a X - a

Théoréme 1.5 Fonction composée. Soit f I'application de E dans F et g I'application de F dans G et

a, L, L finisounon, aorss limf =L et limg = L" dors limgof = L".
X - a X - L X - a

Formes indéterminées : on ne peut rien affirmer sur certaines opérations, car suivant les limites de
fonctions qu'’ elles peuvent représenter, les résultats peuvent étre différents.

Théoréme 1.6 Opération sur les limites. Avec les conventions de calcul sur +oo, et surtout lorsque le
membre de droite de ces égalités ne conduit pas a une forme indéterminée, on montre les résultats suivants
(toutes les limites sont au méme point) : lim(f+g) = limf+limg, lim(fg) = limfdimg,

lim(f/g) = limf/limg.

On obtient alors |e tableau suivant :

si f apour limite |etsi g apour aorsf+g apour aorsfg apour |f/g apour limite
limite limite limite
finie L finie L’ L+L’ LL’ sL'#0,L/L’
L#0,
sL =0, ®
L=072
finie L +00 +00 siL>0, +o 0
S L<0,—o
sL=0,?
+00 finie L' +00 S L'>0, +ow s L'=0,+w
s L'<0, - s L'<0, -
sL =0,7?
+00 +00 +00 +00 ?
+0o0 —00 ? ) ?
—00 +o00 ? —00 ?
—00 —00 —00 +oo ?

Tableau 1.1 Opérations relatives aux limites, le point d’interrogation «?» signifie que la limite est
indéterminée.

Exemple 1.2 Calculer la limite f(x) = 2x° — 5x pour X — oo, Montrer pour un polyndme de degré n
défini par f(x) = ax"+a,_ X" '+..+ax+a, avec a, réd est différent de z&o, que

lim f = lim ax" .

X — *oo X - *oo
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Théoréme 1.7 Limite d'une fonction rationnelle. Lorsque x tend vers +oo ou —oo, une fonction
rationnelle améme limite que, le quotient de ses termes de plus haut degré.

L es formes indéterminées (nécessitant un calcul parfois difficile) sont :
0/0, 00/, 0o, 0°, 17, +00 — 00,

indépendamment des signes. L' indétermination peut étre levée de la maniére suivante :

- un changement de variable sur lafonction f et utilisation du théoréme 1.5,

- un changement de variable sur lavaleur a ou est évaluée lalimite,

- pour une fonction comportant des radicaux, en multipliant lafonction f par son expression conjuguée,

- en utilisant un développement limité de la fonction au voisinage de la valeur a ou est évaluée la
limite,

- régle de I'’Hospital : si une expression f(x)/g(x) se présente sous la forme o/ ou 0/0 pour
X = aetds g'(a)#0,dors

fx - f(a
x-a g(x) g'(a)’ LD

) N M2X—2 . sinx . . X+ a)*
Exemple 1.3 Calculer limf ou f(x) = , lim , lim (xInx) et lim (—b) )
P X -2 () JX+1-./2x—1 x-0 X xq0+( ) X - o\X +

.3 Continuité

Définition 1.12 Continuité. Une fonction f, définie au voisinage d'un réel a, est dite continue en a, s

l[imf(x) = L ot L estunnombrefiniets f(a) = L.
X - a

Théoréme 1.8 Continuité d’'une fonction polyndme. Toute fonction polyndéme est continue sur
I”’ensembl e des réels.

Théoréme 1.9 Continuité d une fonction rationnelle. Une fonction rationnelle est continue sur son
domaine de définition.

Théoréme 1.10 Si f est continue sur [a;b] et s f(a)f(b) <0, adors!'équation f(x) = 0 admet au moins
une solution dans ]a;b[ .

Théoréme 1.11 Si f est continue et strictement monotone (croissante ou décroissante) sur [a;b] et s
f(a)f(b) <0, aorsl'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans ]a;bJ .

Exemple 1.4 Montrer que I'éguation f(x) = X"+ 5x° — x* + x— 1 admet au moins une solution dans
10;1].

Théoréme 1.12 Continuité d’une fonction composée. Si f est continueen a, et g continue en f(a) , aors
gof est continueen a.

Exemple 1.5 Montrer que f(x) = sin(x2 + X —1) est continue sur I’ensemble desréels.

8 Continuité
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Théoréme 1.13 S f est continue et strictement croissante (resp. décroissante) sur [a;b], alors f réalise
une bijection de [a;b] sur [f(a);f(b)] (resp. [f(b);f(a)]).

Cethéoréme est utilisée pour la définition des fonctions réciproques.

Définition 1.13 Prolongement par continuité. Si f n’admet pas de valeur en a mais admet une limite finie
L en a, il suffit de poser f;(a) = L et f;(x) = f(X) pour x # a, pour que cette nouvelle fonction f; soit

continue en a. On dit alors que f; est un prolongement par continuitéde f en a.

Exemple 1.6  Prolonger par continuité en zéro la fonction f(x) = sin(x)/x.
.4 Dérivée

1.4.1 Définition
Définition 1.14 Derivée en un point. Une fonction f est dérivable en x, s et seulement si le taux

d'accroissement de f en x, admet une limite finie quand x tend vers x, et on note

f(x) — f(x f(xg + h) — f(x
f'(xp) = lim M ou encore f'(x,) = lim o+ 1)~ 1 0).
X = Xo X_Xo h-0 h

(1.2)

Exemple 1.7  Interprétation graphique de la dérivée et équation de la tangente en X, .

Théoréme 1.14 Deérivabilité et continuité. Une fonction dérivable en X, est continue en x,. Laréciproque
est fausse.

Exemple 1.8 Donner les domaines de continuité et de dérivabilité dela fonction f(x) = J/x.

Définition 1.15 Dérivée a droite, dérivée a gauche. Il se peut que le taux d accroissement
[f(x) —f(X)]/ (x—Xp) ait une limite a gauche seulement, on dit alors que f est dérivable a gauche, mais

pas dérivable. On définit de méme la dérivée a droite. Si les dérivées a droite et a gauche sont différentes,
alorslafonction n’est pas dérivable.

Exemple 1.9  Etudier en zéro la dérivée de la fonction f(x) = |x].

Théoréme 1.15 Croissance et décroissance d'une fonction. Si f est une fonction dérivable sur I'intervalle
[a;b], alors f est croissante sur [a;b], ssi OxO[a;b], f'(x)=0 et f est décroissante sur [a;b], ssi
OxO[ab], f'(x)<0.

Si I'inégalité devient stricte alors f est strictement croissante ou décroissante. Si au point X, , ladérivée

existe et change de signe alors f présente en X, un extremum (minimum ou maximum).

Un point d’inflexion est un point pour lequel la courbe traverse la tangente, le théoréme ci-dessous
fournit une condition suffisante pour I’ existence d’inflexion.
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Théoréme 1.16 Si f est une fonction deux fois dérivable sur un intervalle [a;b] , aors f est convexe sur
[a;b] ssi " =0 et f est concave sur [a;b] ssi f'<0.Si f'' sannule et change de signe en x,, alors f

présente en x, un point d'inflexion.

Exemple 1.10 Donner le point d’inflexion de la fonction f(x) = X

Théoréme 1.17 Théoréme de Rolle. Soit f une fonction définie sur I'intervalle [a;b], telle que
f(a) = f(b), s f est continue sur le segment [a;b] et s f est dérivable sur I'intervalle ouvert ]a, b[,
alorsil existe au moinsune valeur ¢ de ]a, b[ telleque f'(c) = 0.

f(x) f(x) f(x)
_| |f(@) = f(b) I f(a) = f(b) I f(a) = f(b)
|| / |/ W
o @ ¢ o¢b X 0 a b X 0 = p—>X
f non continue f

non dérivable
Figure 1.1 lllustration du théoréme de Rolle.

Théoréme 1.18 Théoréme des accroissement finis. Soit f une fonction définie sur I'intervale [a;b], si f
est continue sur le segment [a;b] et si f est dérivable sur I'intervalle ouvert ]a, b[ , alorsil existe au moins
unevaleur ¢ de ]a, b[ telleque f(b) —f(a) = (b—a)f'(c).

f(x)
f)l — —> —
f(a)—%

ol ac c'

Figure 1.2 Interprétation graphique du théoréme des accroissements finis. Graphiquement ce théoréme
signifie, que pour une fonction dérivable, entre deux points A et B de la courbe représentative, il y a
au moins un point C ou la tangente est paralléle ala droite (AB) .

[.4.2 Dérivées usuelles

f et g sont desfonctionsde x.

Fonctions |Dérivées Fonctions | Dérivées
COSX Inf

sinx exp(f)

tanx {9

f+g fog

fg i1

f/g arctan(x)

10 Dérivée



Chapitre | : Fonction d’une seule variable réelle

JE arccos(x)

Tableau 1.2 Dérivées usuelles.

1.4.3 Développement limité

Théoréme 1.19 Formule de Taylor. Si f est n fois dérivable au voisinage de X, alors elle admet un
développement limité suivant al’ordre n :

_ , (x— Xo)n (n) n
f(x) = f(xg) + (X=x%x)f"(Xg) + ... + Tf (Xp) + o((x=%p) ) - 1.3

Notation de Landau : on note y(x) = o((x—xo)") s lim [y(x)/(x—xo)"] est nulle. Laformule de

Mac-Laurin est obtenue pour x, = 0. Le tableau ci-dessous donne les développements limités de
quelques fonctions.

Fonctions |Développement limité en zéro

2 4 2n
COSX X

X X n 2n
=gt ED Gyt o)
sinx 3 5 2n+1
X X n X 2n+1
SR R P TR
exp(x) 2 n

X X n
1+X+§Y+"'+ﬁi+o(x)

+0(x")

(1+X)0( 1_'_O(X_|_o((0(I—l)xz_'_m_|_0((0(—1)...$m—n+1)xn
! n!

Tableau 1.3 Développement limité en zéro de quelques fonctions.
Exemple 1.11 Calculer le développement limité de la fonction exp(x) .
Exemple 1.12 Calculer le développement limité de la fonction 1/(1+x) sachant que

IN(L+x) = x=x/2+%x/3— ... + (=1)"X"/n+o(x").

Exemple 1.13 Développer 41+ .J1+x a l'ordrle 3 en 0 sachant que 1+x=
1+x/2-Xx/8+x/16+ o(x3). Calculer le développement limité de la fonction tanx a I'ordre 5

sachant que sinx = X=X/ 3! +x°/5! + o(x5) et cosx = (sinx)'.

11
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I.5 Calcul intégral

1.5.1 Intégrale définie

Définition 1.16 Intégrale definie. Soit un axe orienté Ox sur lequel on place deux points A; et A,
d’ abscisses respectives a; et a, (a,>a,). Divisons le segment [A;A,] en petits segments a |’ aide des
points arbitraires d' abscisses successives X, , X,, ..., X,_; €t considérons les abscisses &, &, ..., &,
Situées respectivement dans les intervalles [a;;X;], [X3;%,] , ..., [X,_1;8,] . Considérons maintenant une
fonction f(x) définie et continue sur [a,;a,] ; au point d’ abscisse &, , elle prend lavaleur y,, = f(§,).

Y1 Yo Y3 Yn

L& & &
Figure 1.3 Définition d' une intégrale définie.

A lafonction f, on associe lasomme S, (qui est une somme de Riemann) :

S, =Yi(Xp—a) +Yo(Xo=X) + ..+ Yy (8, —X,_ 1) = Z Y AX; (1.9

i=1
avec AX; = X, —X_q, Xo = a; €t X, = a,. Lalimite lorsqu'elle existe, de S, quand n tend vers
I"infini et quetousles Ax; du partage de [A;A,] tendent vers zéro est appelée intégrale definie de f(x) sur

I"intervalle d'intégration [a,;a,] ; elle s écrit :

22 i=n
| = j f(x)dx = nlijnmz y,AX; (1.5)
a, i=1

ou a; et a, sont les bornes (inférieure et supérieure) d'intégration et dx I'éément différentiel
d’intégration.

Une autre représentation possible est de considérer lacourbe ' représentative delafonction f(x) = vy.

y

Yn
Y3
Y2

Y|

& & & €n
Figure 1.4 Sgnification graphique d une intégrale définie.
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Dans ce cas, le premier terme y,(x; —a,) de la série S, représente I'aire du rectangle de largeur
(x; —a,) etdehauteur y; . Danslecasou y est positif, lasomme S, représente une valeur approchée de
I’aire du domaine D limitépar I, I'axe Ox et lesdroitesd équation x = a, et X = a,.Lorsquen - o,
lalimite de S, correspond exactement al’aire du domaine D .

1.5.2 Propriétés générales des intégrales définies
Si f est une fonction définie et continue sur [a;b] (a<b), aors

b a
j f(x)dx = — j f(x)dx. (1.6)
a b

Lorsque cO[a;b] ets f estintégrablesur [a;c] et [c;b],ona:

C

b b
j f(x)dx = j f(x)dx + j f(x)dx. (1.7)

Si A est une constante, on peut écrire

b b
j AM(x)dx = A j f(x)dx (1.8)

Danslecasou lafonction f est paire et impaire, on a respectivement

j f(x)dx = 2j f(x)dx et j f(x)dx = 0. (1.9)
-a 0 -a

Si deux fonctions f et g sont intégrablessur [a;b] alors:

b b b
j[f(x) +g(x)]dx = Jf(x)dxijg(x)dx. (1.10)

Définition 1.17 Relation entre intégrale et primitive. On appelle primitive de la fonction f(x) définie et
continue, toute fonction F(x) telle que:

F'(x) = ‘;—E = f(x). (1.11)

Si une fonction f(x) admet une primitive, elle en admet alors une infinité : F(x) + C ou C est une
constante arbitraire.

13
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b
Théoreme 1.20 Si F(x) est une primitive de f(x) , alors: J'f(x)dx = F(b)-F(a).

a

1.5.3 Méthodes usuelles d’intégration

Si la détermination de Jf(x)dx n'est pas immédiate, un changement de variable x = g(t) avec

dx = dg = g'(t)dt peut conduire a:
[foodx = [flglg (tydt = [e(g)dg, (1.12)

ou @(g) possede une primitive connue. Pour les intégrales bornéeson a:

b B

[foodx = [fla(®]g (Dt avec {2 - gig; (L13)

a a

Intégration par partie : soient u(x) et v(x) deux fonctions dérivables de x telles que :
f(x) = u(x)v'(x),ona:

b b b
j f(x)dx = j u()V' (x)dx = [u(x)Vv(x)]°— j u' (X)v(x)dx. (1.14)

a

1
Exemple 1.14 Calculer J' J1—x%dx. Calculer une primitive de In(x) pour x 0 ]0;+oo] .

-1

I.5.4 Meéthodes spécifiques d’intégration

1.5.4.1 Intégration des fonctions rationnelles

Définition

On appelle fonction rationnelle le rapport N(x)/D(x) de deux polyndmes N(x) et D(x) de degrés
respectifsn et d.
Pour n=d, on effectue au préalable ladivision :

N(x) _ R(x)
m = E(X) + m y (115)

ou E(x) est appelée partie entiére et ou le degré r de R(x) est tel que r <d. L'intégrale de E(x)
S obtient aors facilement en appliquant larelation

n+1

avecn+1#£0. (1.16)

Ixndx = C+X
n+1

14 Calcul intégral
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Cas ou D posséde des racines simples réelles

Danslecasoules N racines { x,} de D(x) = 0 sont simples et réelles on écrit :

(1.17)

°|

-

L es éléments de la somme sont appel és €l éments simples de premiere espece. Les constantes { A} sont
calculées soit en identifiant les puissances égales a x ou en calculant lalimite suivante

lim [S((X))(x X )} = A (1.18)

Laprimitivede R(x)/D(x) est adors

R(X) T
jD( jO = C+ 37 Aglnix—x. (1.19)

n=1

Exemple 1.15 Montrer que (2x4— 6X° + 7%° — 8x + 6)/(x2— 3x+2) = 2x° + 3+ x/(xz— 3x+2), et
décomposer en éléments simples. En déduire une primitive sur son domaine de définition.

Cas ou D posséde une racine multiple réelle

Danslecasou laracine x, de D(x) = O estréelle, unique mais multiple d’ ordre M on écrit :

R(X) _ —m__ (1.20)

Les constantes { B,,} sont calculées soit en identifiant les puissances égales a x ou en calculant les
limites suivantes

_ R(x)
B, = XIerl(l[D G } (1.21)
_ R(x)
Bu_1 = X“w dX[D( )( —Xy) J (1.22)
oo i ]

On integre alors terme aterme sachant que

15



Chapitre | : Fonction d’une seule variable réelle

1-m
J'_.__.___A x=x)” avecmz 1. (1.24)

mdx =C+
(X—X1) 1-m

Exemple 1.16 Décomposer en ééments simples la fonction f(x) = x/(x—2)2 et en déduire une
primitive.

Cas ou D possede des racines multiples réelles

Danslecasoules N racines {x;} de D(x) = O sont réelleset multiplesd’ ordre M on écrit :

n=N m=M

=y Yy (1.25)

n=1 m= 1(X X)

GE

Les constantes { A,,,} sont calculées en identifiant les puissances égales a x. Neanmoins certaines
valeursde A, peuvent étre determinées en utilisant les équations précedentes.

Cas ou D possede des racines simples complexes

Si D(x) = 0 admet desracines complexes simples, elles sont obligatoirement conjuguées deux a deux.
Pour N racines {x, = a; +jB,, X = o, —B;} , ladécomposition prend aors laforme

REg g0 AX+B IS AXYB (1.26
D(x) = (X=x) (x=xi) i_1x2+0(i2+[3i2—2x0(

L es éléments de la somme sont appel és él éments simples de seconde espéce. De plus on peut écrire

x2+0(i2+[3i2—2x0(i = (X—(Xi)2+Bi2 = B?[1+(X;ai)2] (2.27)

Par conséguent le changement de variablet = (x—a;)/B; ot dt = dx/[3; conduit &

R 4, - 1 A(tB; + a;) + B _ o [_tdt Aa;+B;. dt
J.D(x)d BiJ. 140 ct A.fl 2 B jl e (1.28)
soit
R(X) ., _ Aq; + B; _ x—q
[ppat = ¢+ |n\1+t\ g arctan(V) aves t = ——. (1.29)

Exemple 1.17 Calculer une primitive de x/(x2 —4x+5).

Dans le cas général, ou I'éguation D(x) = 0 possede a la fois des racines réelles et complexes, la
décomposition est une combinai son des décompositions précédentes.
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1.5.4.2 Intégration des fonctions trigonométriques

Fonction rationnelle en sin(x) et cos(x)

Lesintégrales sont de laforme
j R(sinx, cosx)dx = j f(x)dx, (1.30)

ou R est une fonction rationnelle. Lorsgue les conditions suivantes (regle de Bioche) sont vérifiées:
- f(—x)d(—x) = f(x)dx,onposet = cosx;

- f(m—x)d(m—x) = f(x)dx,onposet = sinx;

- f(rt+ x)d(mt+ x) = f(x)dx,onposet = tanx;

D’une fagon générale, il est toujours possible d' effectuer le changement de variable t = tan(x/2).

2

5, COSX = 1_t2 et dt = d—)-([1+tan2()—2ﬂ:>dx = Atz,onseraméneainsia
1+t 1+t 2 1+t

I"intégration d’ une fonction rationnelle. (1.31)

Comme sinx =

Exemple 1.18 Calculer une primitive de 1/sinx en utilisant deux méthodes : la regle de Bioche et en
posant t = tan(x/2).

Fonction rationnelle en tan(x)

Dans ce cas on pose :

t = tanx avec dt = dx(1+ t?) (1.32)

Intégrales de la forme sin™(x)cos (x) avec m et n_entiers positifs

-Si m et n sont pairs: on linéarise I’ expression en exprimant sin™(x)cos"(x) en fonction des sinus et
cosinus des arcs multiples de x. Pour des valeurs de m, n grandes on utilise les formules d’ Euler et le
triangle de Pascal.

-Si m ou n sont impairs: pour m impair, on poset = cosx. Pour n impair, onposet = sinx.

Exemple 1.19 Calculer la primitive de si n4(x) .

I.5.5 Intégrales généralisées

Définition 1.18 Intégrale généralisée. On dit que J'Zf(x)dx est une intégrale généralisée (ou impropre), si

|”un des deux cas suivants est réalisé :

- Premier cas: f(x) devient infiniepour x = c U [a;b]

L’intégrale J Zf(x) dx est convergente ou aun senssi :
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c—¢ b
lim j f(x)dx + j f(x)dx b existe. (1.33)
€-0

a c+e

- Second cas: I'intervalle d’intégration est infini

L'intégrale J:f(x)dx, J.iof(x)dx et mef(x)dx sont convergentes ou ont un sens s respectivement :

b b b
lim jf(x)dx, lim J.f(x)dx et lim jf(x)dx existent. (1.34)
b o a —» —0 b o
a a a-—® 5
3
dx

Exemple 1.20 Calculer I’intégralej

03A/x—2-

1.5.6 Intégrale fonction d’un paramétre

Définition 1.19 Intégrale fonction d’un paramétre. Une intégrale dépend d’un paramétre u (indépendant
delavariable d'intégration x) si elle se présente sous laforme

b
F(u) = j f(x, u)dx | . (1.35)

a
Si f(x, u) est continue par rapport au couple (x, u) et s df/du existe, aors:

b

dF _ J-af(x

YOy = , U)
F'(u) = au - EN dax|. (1.36)

a

Delaméme maniérel’intégrale de F(t) sur [c;d] s écrit :

d drb brd
F(u)du = f(x, u)dx |du = f(x, u)du |dx | . (2.37)
I J! 1]

00
n!
n+1
a

Exemple 1.21 Montrer par récurrence queJ'x”exp(—ax)dx = aveca>0etn=0,123,....

0

I.6 Equation différentielle

Définition 1.20 Equation différentielle du n-iéme ordre. On appelle équation différentielle du n-iéme
ordre, vérifiée par une fonction y(x) , unerelation delaforme:
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2 n-1
F(X! y! g—i! g—g! M | g—ﬁ-—{J = O! (1.38)
dx dx

ou x est lavariable indépendante.

On appelle solution ou intégrale de I’équation différentielle toute fonction y = f(x) qui vérifie
I’équation préceédente; la solution genérale est une fonction y = f(x, C;, C,, ..., C,)) comportant n
constantes arbitraires. Ces constantes sont déterminées par des conditions particuliéres qui sont les

n-1

valeurs prises par y, dy/dx, ..., d y/dx”_l pour une valeur donnée de x; s x = 0, les conditions

sont dites conditions initiales.

Deplus, s les différentes dérivées d" - ly/ dx" ™! sont du premier degré et ne se multiplient pas entres
elleaors!’ équation différentielle est dite linéaire.

I.6.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

1. Equation de la forme dy/dx = f(x)

L’ ensemble des solutions est donné par

y(x) = J f(x)dx + C, ou C est une constante arbitraire. (1.39)

2. Equation a variables séparables dy/dx = g(x)/h(y)

On peut écrire h(y)dy = g(x)dx. Les solutions sont donc

J'h(y)dy = J'g(x)dx + C, ou C est une constante arbitraire. (1.40)

3. Equation homogéne dy/dx = W(y/x)

Onposey/x =t,dou

dy _
ax - P(t). (1.42)
De plus
C o @Y 2 ot dxdt
y—tx:>dx—dx(tx)-xdx+tdx-xdx+t, (1.42)
donc
dt _
xd—)-(+t = Y(t). (1.43)

On est alors ramené a une nouvelle équation différentielle qui est avariables séparables :
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dx _ dt

. _ dt
;_m,doulnIXI—Jm+C. (1.44)

Exemple 1.22 Intégrer |’équation différentielle dy/dx = (x—y)/(x+VY).

4. Equations linéaires a coefficients variables

Définition 1.21 Une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients variables est définie par
dy _
a(x)& +b(x)y = f(x). (1.45)
Danstout intervalle, ou a(x) ne s annule pas, |’ équation précédente prend laforme:

dy _ = b(¥) - (¥
5(+ B(X)y = ®(x) avec B(x) = ﬁ et d(x) = {m. (1.46)

®(x) désigne le second membre de I'éguation compléte (ou équation avec second membre).
dy/dx + B(x)y = 0 est I"équation homogene associée (ou éguation sans second membre).

La solution générale de I’ équation différentielle compléte s écrit :
Y = YutYe, (1.47)

ol y,, est lasolution de |’ équation homogene et y, une solution particuliere de I’ équation avec second
membre.
On adonc pour y,, :

%’X—H +B(X)yy = O, (1.48)
qui s'écritavec y, #0:
dyy _ _ N -
E = —B(x)dx soit Injyy| = —J'B(x)dx+ C,, 0l C, est une constante arbitraire. (1.49)
Donc
yy = Cu(x) etu(x) = exp(—j B(x)dx) . (1.50)

On peut remarquer que y,, # 0 car lafonction exponentielle est toujours différente de zéro.

Pour la recherche de yp, on utilise la méthode de «la variation de la constante» de Lagrange qui
consiste a considérer la constante C de la solution y,; = Cu(x) comme une fonction inconnue de la
variable x. Aing

dyp du, dC

Yp = C(X)u(x) et i Cd—X u&.

(1.51)
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En portant cette équation dans I’ équation différentielle compléte, il vient :
du dC _
C(x)[a; + B(x)u(x)} +USE = B9, (1.52)

Comme Cu(x) vérifiel’ équation homogene, on a: du/dx + B(x)u(x) = 0 qui implique

dC _ o(x)

(%)
X U’ , d'ou C(x) = J dx+ K ol K est une congtante arbitraire. (1.53)

Ains
U q’(X)olx+ K}u(x). (154)
La solution générale est donc
Yy =YytYp = Cu(x)+(‘|‘ (x )dx+ K)u(x) = u(x)D%dx+ KIJ avec K; = C+K = cste.(1.55)
Exemple 1.23 Résoudre |’ éguation différentielle (1+x2)dy/dx+xy = X.
[.6.2 Equation différentielle linéaire du second ordre

Equation de la forme d°v/dx> = f(x)

Deux intégrations successives donnent aors

g—i = J'f(x)dx+ K=ypXx)+K, ety = JljJ(X)dX+ Kix+K,. (1.56)

Equation de la forme d2v/dx2 = f(y)

On multiple les deux membres par 2(dy/ dx)dx; ainsi :

d’ydy . _ dy
ZHX—ZH;(dx = 2f(y)a—)-(dx, (1.57)
soit
dy 2 — d, .2 _ dg ,
d[(d—x) | = 26y car T{FI9C0T = 2309001 (1.58)

Par intégration, on obtient :

(g_)gz = 2[f(y)dy + C, soit 3_3(’ _ im- (159
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Les variables étant séparables, on peut écrire:

dx = dy (1.60)

+ /zjf(y)dy+ c1'

donc

X = j & C, avec F(y) = j f(y)dy. (1.61)

[2F(y) + C,

Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Définition 1.22 La forme générale d' une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants s écrit :

dy, dy

a— +b==+c = ®(x), (1.62)
dXZ dx

ou a, b et ¢ sont des constantes. ®(x) désigne le second membre de I’ équation compl é&te (ou équation

avec second membre). a(dzy/ dxz) + b(dy/dx) + ¢ = 0 est I'égquation homogéne associée (ou éguation

sans second membre).

Comme précédemment la solution générale de I’ éguation différentielle compl éte s’ écrit :
Y= YutYp, (1.63)

ou y,, est la solution générale de I’ équation homogene et y, une solution particuliere de I’ équation
avec second membre.
On adonc pour y,, :

d
a—— +b—+c =0, (1.64)

On cherche alors des solutions de la forme vy, = e*. L'équation homogeéne devient aors

erx(ar2 +br+c) = 0. Comme €™ est toujours différent de zéro, la relation précédente n'est satisfaite,
quelque soit x, que s r est racine de I’ éguation du second degreé :

ar’+br+c = 0, (1.65)

appelée équation caractéristique de I équation différentielle. On distingue trois cas selon le signe du

discriminant A? = b? - 4ac (tableau I.1).

Lasolution de |’ équation homogéne précédente peut, danslestrois cas, s écrire sous laforme générale:
Yy = Ciyi(x) + Cyy,(x), ou C; et C, sont des constantes et y;(X), Y,(x) sont deux solutions
linéairement indépendantes de I’ équation homogéne.
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Condition |Solution de I’ équation caractéristique Y
A>0 _ _ r,X r,X
2racineréelles: ry , = bziaﬁ = -AxQ Yn = Ce +Cpe
—AX Qx —Qx
e (Ce"+Ce )
[ 2 1 2
avec A\ = _b_ e Q = _.p_j.a_c
2a 2a
= . —A
A=0 lracinedouble: r; =r, = _é% = -A Yy = € (Cq+ CyX)
A<O 2 racine réelles conjuguées : v, = e_AX[Clcos(wx) +C,sin(w)]
r = :.__bi.l_/\/E_ = _)\+Jw
L2 2a -
/ 2
avec A = L et o = M40
2a 2a

Tableau 1.1 Expression de y,; pour une équation différentielle lineaire du second ordre a coefficients
constants.

La recherche de la solution particuliére y, s effectue en utilisant la méthode de la variation de la
constante. On considere alors C; et C, comme des fonctions inconnues de la variable x. Dans cecas :

Yp = Ci(¥)y1(x) + Cy(x)y,(x) et d—d)'/); = Clcjjlxl + Czd‘%;z + (yldd_il + yzddixz) : (1.66)
Comme on cherche des solutions particuliéres, on impose aux fonction C; et C, lacondition
dC, dC,
Yige tYegx 0, (1.67)
il enresulte
iﬁ:i(c%+cgy—2):%ﬁ+%99_z i, Ve (1.68)
d  dx\hdx o TZdx dx dx dx dX g ' g 2 '
En remplacant dans |’ équation différentielle homogene compléeteon a:
2 2
(%dd—% + ?j—);zdd—% + C;Tyzlcl + C;TyZZCZJ + b(%cl + ?j—);zCZ) +c = P(x), (1.69)

Comme C,y,(x) et C,y,(x) vérifient I’ équation homogéne, on a:
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2
d d
dx dx
X (1.70)
d d
dx dx
Donc
dy,dC, dy,dC; _
(3 222 = 09 (171)
On obtient alors le systéme différentiel a deux inconnues { C,, C,} suivant :
dC, dC,
Yige PYegx T °
(1.72)

dy,dC, dy,dCp ’
(‘d;‘ax‘ a;‘a;) = o) +c

Cette méthode de la variation des constantes reste valable si les coefficients a, b, ¢ dépendent de la
variable x. On obtient alors e tableau |.2.

Forme du second membre Forme de la solution particuliere

®(x) = P(x),ou P estunpolyndmede |yp estun polyndéme de degré:
degré n. -n,sicz0.
-n+l1,sc=0ebz0.
-n+2,sc=0eb=0.

®(x) = Dye™, oll b, est une constante. |~ S B st pasracine del” équation
caractéristique, dlors yp = Ce™.

cxe®*.

-Si B estracinesmple: yp

cx2e

- Si B estracinedouble: yp

®(x) = P,cos(Bx) + P,cos(Bx) . yp = C,cos(Bx) + C,cos(pBx).

®(x) = P(x)e®™, o P est un polyndme |y, = xQ(x)e™, ol Q est un polyndmede
dedegrén. degrén et:

-k = 0,s B nest pasracinedel’ équation
caractéristique.

-k =1,s B estracinesimple.

-k = 2,s [ estracine double.

Tableau 1.2 Forme de la solution particuliere pour une équation différentielle linéaire du second ordre
a coefficients constants.
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A noter que les coefficients constants de la solution particuliére y, sont calculés, par identification, a
partir des coefficients de I'équation différentielle. Les constantes d'intégrations qui apparaissent dans
I’expression de y,, doivent étre déterminées en appliquant les conditions initiales a la solution générale
completey = y,, +Yyp €t non simplement ala solution génerale de |’ équation homogene associee yy, .

2

Exemple 1.24 Reésoudre |’ éguation différentielle 9_;2/_ 43—3(/ +3y = x€".
dx

1.6.3 Transformée de Laplace

Pour des signaux causaux, c'est-a-dire définis pour x=0 (dans ce cas la variable x est notée t

correspondant au temps et donc a des signaux rencontrés en physique), la transformée de Laplace est un
outil trés puissant pour résoudre les équations différentielles. Dans cette partie, nous donnerons
uniquement les résultats principaux nécessaires a la résolution d'une équation différentielle, car la
transformeée de L aplace sera étudiée en détail dans les cours de signal et d’ analyse fonctionnelle.

Définition 1.23 Transformée de Laplace monolatérale. Pour une fonction f définie pour t=0, la
transformeée de L aplace monolatérale, notée F, s écrit

00

F(p) = [f(t)exp(-pt)dt, (1.73)
0

ou p est appelée variable de Laplace. Dans la suite, on supposera que I’intégrale est convergente. Ainsi
apartir de ladéfinition, on montre les résultats donnés dans le tableau |.3.

f(t) pour t=0 Forme de la solution particuliére
1 (fonction échelon notée u(t)) 1

p
" n!

n+1
e X 1/(p+a)
sin(wt) (.0/(p2+(,02)
cos(wt) D /(pz + ooz)
df pF(p) —f(0)
dt
2 2 '
df p"F(p) — pf(0) - (0).
dt®
t"f(t) avec n entier positif (_1)nd"_F
dp"

Tableau 1.3 Transformées de Laplace usuelles.
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Exemple 1.25 Calculer latransformée de Laplacede 1, € °*, cos(ax) et sin(ax).

2
Exemple 1.26 Résoudre I'équation différentielle —-%—43§+ 3y = xe* avec y(0) = y'(0) = 0 en
dx

utilisant la transformée de Laplace.

En appliquant la transformée de Laplace sur les membres de droite et de gaucheon a:

= —E(ﬁ) : (1.74)

[p°Y(p) — y(0) —y'(0)] — 4[pY(p) - y(0)] + 3Y(p dp

soit
1 (L75)

(p-1)°

p°Y(p) — 4pY(p) + 3Y(p) =

Donc
Y(p) = 5 i = > 1 = i : (1.76)
(P=1)"(p"—4p+3) (P-1)"(pP-L(Pp-3) (P-1)(p-3)

Afin de se ramener a des formes connues, une décomposition en élément simple est effectuée; donc

b c d
Y(p) = a 3+ 5+ _1+ —3
(p-1)° (p-1)° P P _ w7
=1.[_ 4 B 2 _ 1 + 1 }
8L (p-1* (p-1* P-1 P=3

On abtient alors la solution temporelle en utilisant e tableau dans le sensinverse, d' ou :

3t
y(t) = %(— o’ otel— e+ &™) = — éet(th +2t+1)+ S avet20. (1.78)

car

2
E(p L) - (p_11)2 o d_dr?(pf]) = (p—21)3' (1.79)

Equation différentielle
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CHAPITRE I

Fonction de plusieurs variables réelles

1.1 Fonctions de deux variables

Définition 2.1  Fonction de deux variables. On dit que z est une fonction a deux variables x;, X,
lorsqu’ on peut faire correspondre a tout couple de nombre X, , X, unevaleur z.

Exemple 2.1  Le produit des facteurs X, , X, est fonction de deux variables x; et X, . Les valeurs de x;
et X, peuvent étre arbitraires. On notealors z = f(Xy, X,) = XX, .

Le couple de valeurs x;, X, est représenté géométriquement par le point M(x,, X,) rapporté au
systéme de coordonnées rectangulaires (Ox, Oy).

Définition 2.2 Domaine. Si f est une fonction on appelle domaine de définition |’ ensemble des réels x; et

X, pour lesquels f(x,, X,) existe.

Exemple 2.2 Donner |e domaine de définition de la fonction f(xy, x,) = ./xi + xg.

Il n"est pas exclu que la valeur de lafonction f(x,, X,) varie en fonction de x, , mais reste inchangée
quand X, varie. La fonction de deux variables peut étre alors considérée comme la fonction de la seule
variable x, . Si par contre lavaleur de f(x,, x,) restelaméme pour toutes |es valeurs des deux variables, la
fonction est une constante.

[I.2 Fonction de trois et plusieurs variables.

L es notions de fonctions de trois, quatre, etc., variables et de domaines de définition sont introduites de
la méme maniére que dans le cas de deux variables.
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Le domaine de définition d'une fonction f de trois variables x;, x, €t x5 est représentée par un
ensemble de points de |’ espace et on note z = f(Xy, X,, X3) .

Une fonction de deux ou d'un plus grand nombre de variables peut étre donnée par une formule (ou par
plusieurs formules pour des systémes couplés par exemple) sous forme explicite ou implicite.

Exemple 2.3 S X;X, = A+ X3 oU A est une constante, chacune des variables est une fonction implicite
des deux autres. S maintenant x; = (A+ X3)/X, alors x; est une fonction explicite des deux variables

Exemple 2.4  La fonction f(X;, X,, X3) = JAZ - xi - xg - xg définie une fonction a trois variables. La

. . .2 2 2 2 < . T
fonction existe si x; + X, + X3 < A” correspondant a I’ ensemble de tous les points situés a I’intérieur de la
surface d'une sphére de rayon A et de centre a I’ origine des coordonnées.

1.3 Limite d’'une fonction

La notion de limite d’ une fonction de plusieurs variables est introduite de la méme fagon que pour une
fonction d’ une seule variable. Pour fixer les idées considérons le cas d' une fonction de deux variables.

Définition 2.3  Limite. Le nombre L est appelé limite de lafonction z = f(Xx,, X,) au point My(X;g, X50)
Sz se rapproche indéfiniment de L chaque fois que le point M(x4, X,) se rapproche indéfiniment du
point Mg. On note

lim f(x;, %) = lim f(x, x,) = L. (2.1)
M - M, X1 = X0
X = Xao

Rigoureusement lalimite est définie par :

Définition 2.4  Limite. Le nombre L est appelé limite de lafonction f(xy, X,) au point My(X;q, X50) i la
valeur absolue de la différence f(x;, X,) — L reste inférieure a tout nombre strictement positif € fixé

d'avance des que ladistance M M = J(Xl—xlo)z + (Xz—xzo)2 du point M, au point M (non confondu

avec M) est inférieure au nombre strictement positif & (dépendant de €).

Exemple 25 S My(0,0),alors lim sinx;sinx, = 0, lim (x;Inx;)(x,Inx,) = 0.
M - M, M - M,

Lalimite d une fonction de plusieurs variables se définit de laméme maniére.

1.4 Continuité d’une fonction

Définition 2.5  Continuité en un point. Lafonction f(x,, X,) est dite continue au point My(X;q, Xo0) S les
deux conditions suivantes sont vérifiées:

1) au point M, lafonction f(x,, X,) posséde une valeur déterminée L,
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2) au point M, cette fonction a une limite qui est aussi égaleal .

Quand I"une au moins de ces conditions N’ est pas verifiée, lafonction est dite discontinue au point M.
Il en est de méme pour le cas de trois ou d'un plus grand nombre de variables.

Définition 2.6  Continuité sur un intervalle. Lafonction f(x,, x,) est dite continue sur unintervalle s elle
est continue en tout point de cet intervalle.

Exemple 2.6 La fonction f est définie par f(0,0) = 0 et f(x;,X,) = (2 —x5)/,/X;+ X5 pour

xi + xg # 0. Donner son domaine de définition et sur quel intervalle elle est continue.

[I.5 Dérivées partielles

Définition 2.7  Dérivée partielle. Soit f unefonction de n variables x,, X,, ..., X, Sl toutesles variables
x; sont fixéesalavaleur x;, sauf lavariable x, , on obtient une fonction g de la seule variable x; dont on

peut étudier la dérivabilité au point x,,; si ¢’ est le cas on note:

of of ) (X4 Xo0 X300 +-01 Xn0) = F(Xq0s Xo0s X305 -1 X10)
— = —(X0) = 9'(X) = lim —— 4
aXl _ axl X1 = Xgo Xl XlO
%1 = X . (22
-0 f(X10 + N, X0, X309, ++s Xi0) = F(X100 Xogs X300 +++1 Xpo)
h-o0 h

On applique le méme raisonnement pour les autres variables :

of _ of -
5 = aXi(XiO) aveci = 1,2, ...,n. (2.3)
Xi = Xio

Définition 2.8  Derivée partielle seconde. Lorsque lafonction f admet une dérivée of/ 0x; |y = x, €ntout

point de x;, de D; 0 R", on définit une nouvelle fonction de n variables af/ dx, dont on peut examiner les
dérivées partielles notées

o (ofy _ 9%
a_xj(a_x,) - 0x0%; 24

on a aors une dérivée partielle d’ordre 2. On peut ainsi calculer des dérivées successives, appelées
dérivées partielles; I'ordre p de la dérivée est e nombre de dérivations successives effectuées.

Définition 2.9 Classe d’ une fonction. Une fonction f définiesur D, 0 R" est dite de classe C” sur D; s

elle admet des dérivées partielles d’ ordre p continues.

Théoreme 2.1 Théoréme de Schwarz. Si une fonction f définie sur D; O R" est de classe CZ, alors
I’ ordre des dérivations n’intervient pas:
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%t _ 9% 25
0x;0%;  0%0%; '
Définition 2.10 Forme différentielle. Sous condition d’ existence des dérivées partielles of/ 9x; I = x dela
fonction f, on appelle forme différentielle de lafonction f la quantité
i=n
_ of
of = > axidxi : (2.6)

i=1

of represente les variationsde f pour des petits déplacements des { dx;} (formule utilisée par exemple
en physique pour le calcul d’ erreur).

Exemple 2.7 Soit f(x,y) = x3—3x2y—2y3. Déterminer le domaine de définition de f. Calculer les
dérivéespartiellesd’ ordre 1 et 2 selon lesvariables x, y et vérifier le théoréme de Schwarz En déduire la
différentielle totale.

Exemple 2.8 Aux bornes d'une résistance de valeur R = 1+ 10% k¢, la valeur du courant mesurée
vaut | = 1+0.05 A. Quelleest alors!’incertitude AU sur la valeur delatension U .

Théoréme 2.2 Théoréme de dérivation des fonctions composées. Soient deux applications
f:D;0R" - R et ¢:D, OR™ — R" (o0l D; et D, sont ouverts) telles que ¢ (D,,) 0 D;. On écrit ¢ sous
laforme ¢ = (¢, ..., ¢,) ou ¢;(uy, ..., Un):Dy - R. Soit allDy (a = (ay, ..., ay)) tel que ¢ soit
différentiableen a et f = f(x,, ..., x,) est différentiable en ¢ (a) . AlorsI’application F = fo¢p:Dy - R
est différentielleen a et

i:na )
) D{l,...,m},g—:(a) - Za_u;(a)[%[q’(a)]' 2.7)
i=1

Dansleol ¢; nedépend que d une seul variable t alors

izna )
2t = Y 30 L8] (28)

i=1

f[x,(uy), X5(uy), X3(uy)] alors

Par exemplesi F

0X X 0X
a_Fz___l[)_‘ai+__2[;_qf_+_§D_Qf_. (2.9)
du; du; 0X; O0u, O0X, OuUs 0Xg

f[x1(uq, Uy), X5(uq, U,)] aors

Par exemplesi F
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ox ox
aF: 1Dﬁ+ ZDﬂ

ou; ~ du; 0x; Ou; 0x

1 i 1 0% i 1 P (2.10)
OF _ 0% of 9% of
ou, 0Ju, 0X; 0u, 0X,

Exemple 2.9 Soit f:R® - R une fonction de classe C* et ¢:RIxR - R (r,08) - (rcos8, rsing).

L'application F = f« ¢ (qui est I'expression de F en coordonnées polaires) de classe C?. Montrer alors
guelelaplacien de f vérifie

2 2 2 2
a1, 00 OF 1R 10F (211)
X2 9y  ar? Tror %59
1.6 Formule de Taylor
Soit f définiesur D; 0 R" (o D, est un espace ouvert de R") et de classe C”, on note
" of ’ 3"t
! il in
Y g Cuo )| =Y il!.?.i i =T (X, s o) (2.12)
i=1 I ip+...+i,=p n ax1"'6Xn

Théoreme 2.3 Formule de Taylor-Lagrange. Soit f une fonction définie sur D; [J R" ouvert, a valeurs

dans R de classe C”. Si x;, et x;, + h; sont deux points tels que les segments [, + h; ], ..., [X1o + N,]
soient contenus dans Dy, alors

' of 'S of °
f(Xio+ hy o X+ 0y) = f(Xgg, oo X0) + Zhia—xi(xlo,...,xno) * 5 Zhia—xi(xm,...,xno)
i=1 i=1

(2.13)

. (Kl
1|'S, of 2 2,k/2
+"'+RT[Z hi&f(xlo,...,xno)] +o([hy+...+h] )
) 1

i=1

Exemple 2.10 Ecrire un développement limité jusqu’a I’ordre 2, d'une fonction f(x; + hy, X590+ hy) @

deux variables au voisinage de X, , Xy -

I1.7 Extremum

Soit f une fonction définie de D; ouvert de R" dans R.

Définition 2.11 Extremum relatif. Si f:D,; 0 R" — R admet un extremum relatif en un point a de D; et
f est différentiable en a, alors 8f, = 0 (en d’autrestermes, df/0x;(a) = O pour tout i ).
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A noter que la reciproque est fausse. Un point a pour lequel &f, = O est appelé point critique. Ce

résultat nous dit qu’un extremum relatif est nécessairement un point critique. Le probléme devient alors :
ayant un point critique, comment déterminer que celui-ci est un extremum? Pour cela écrivons la formule

de Taylor al’ordre 2 pour lafonction f supposee de classe o

i=n

of 0%t
f(X30+ hyy ooos Xpo + ) = F(Xq00 -ov0 Xpo) = Zh,a (X10s ---+ Xn0) thZ (10,_.,Xn0)
=1 =1 . (2.14)
i=n j<i af )
+Z Zhlhjaxa (X107- " n0)+0([h *. +hn])
i=1 j=1
Au point critique & = (Xqq, ..., X0) Onadonc:
12" 20%
f(Xo+ Ny, oo Xpo + ) = F(Xgg0 -o0s Xng) = ZZha (X901 +-+» Xpo) +
X
=1 (2.15)
i=n j<i
0%t 2 2
Z Zh'hlaxa (X101 -+ Xno) F O([h] + ... + h])
i=1j=1
Lesignede f(x;g+ hy, ..., X0+ h,) = f(Xqg, ..., X,,0) €St donc donne par le signe de:
i=n i=n j<i
20%f 0%t
Zh (M@m Xn0) + 2> Z“mma(M””“d’ (2.16)
i=1 i=1 j=1

Si cette somme garde un signe constant pour hi +...+ hﬁ suffisamment petit. Soit laforme quadratique

0 20%f e
et = T ) +2 8 T g ), (2.17)
i=1 i=1 j=1

si celle-ci demeure:
- positive, lafonction f présentera un minimum relatif au point a,

- négative, lafonction f présenteraun maximum relatif au point a.
Dansle cas ou elle ne garde pas un signe constant nous ne pourrons pas conclure.
Pour une fonction a deux variables, une autre méthode consiste a utiliser le théoréme suivant :

Théoreme 2.4  Soit lafonction f:D; [ R® _ R declasse C” telle que &f, = 0 pour a I D;. Posons

2 2 2
f o°f f
r=—(a),s= —(a) t = —(a), 2.18
2@ 3oy ay2( ) (2.18)
aors,

-9 rt—sz>0 etr >0, f admet un minimum relatif en a;
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~Srt—s°>0 et r <0, f admet un maximum relatif en a;
-sirt—s°<0 et f n’admet pas un extremumen a;

. 2
-sirt—s” = 0, on ne peut conclure.

Exemple 2.11 Etudier lesextrema relatifs de la fonction f définie par f(x,y) = X+ y3— 3xy+1.

Pour une fonction a plusieurs variables, le théoréme précédent peut étre généralise. On forme aors la
matrice Hessienne de f définie par

2

f . .
3. aXj(a) pour a point critique, (2.19)

H = [h;] avech; =

et on détermine les valeurs propres; celles-ci sont réelles car lamatrice H est réelle symétrique.

Si elles sont toutes strictement positives, on a un minimum;

Si elles sont toutes strictement négatives, on a un maximum;

Dans tous les autres cas (valeurs propres de signes différents, valeurs propres nulles) on ne peut
conclure.

[1.8 Intégrales curvilignes

L'espace est rapporté au repére orthonormé direct cartésien. Considérons une courbe orientée

quelconque I' et un arc ABOT que I'on divise en n petits ééments. Soit (X;, y;, z) les coordonnées
cartésiennes d’'un point M; situé a I'intérieur du i -eme éément, dont la longueur est Al,. Considéerons

maintenant une fonction donnée f(x, y, z) définie est continue sur A’\TB, qui prend lavaleur f(x;, y;, z) au
point M; . A lafonction f, on associe lasomme :

S, = Iinf(Mi)AIi = Iinf(xi,yi,zi)Ali. (2.20)

i=1 i=1
Définition 2.12 Intégrale curviligne d'une fonction scalaire. La limite, lorsqu’elle existe, de S, quand n

vers Iinfini et que tous les Al; du partage de AB tendent vers zéro est appelée intégrale curviligne de
f(x,y, 2) sur ATB; onlanote:
i=n

| = jf(x, y, 2)dl = Jf(M)dI(M) = 1im 3 f(x, i, )AL, - (2.21)

AB AB i=1
Définition 2.13 Intégrale curviligne d’' une forme différentielle. On appelle intégrale curviligne le long de

AB delaforme différentidlle 3f = P(x vy, 2)dx+ Q(x, Y, 2)dy + R(x, y, z)dz, leréel | tel que:

| = j 5t = j [P(x, Y, 2)dx + Q(x, y, 2)dy + R(X, y, Z)dzZ] . (2.22)

AB AB
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X

Figure 1.1 Définition d’une intégrale curviligne.

Si lacourbe I' admet une représentation paramétrique x(t), y(t), z(t), ot le paramétre t est égal a t,
et tg respectivement aux points A et B, I'intégrale curviligne précédente s €crit :

to P1(t) = PIx(1), y(1), z(1)]
I = J[Pl(t)xl(t)+Q1(t)y'(t)+ Ry (t)Z'(t)]dt, avec ; Q,(t) = Q[x(t), y(t), z(t)] et
tn Ry (1) = RIx(1), y(1), z(1)]
x'(t) = dx/dt
y'(t) = dy/dt. (2.23)
Z'(t) = dz/dt

Lesfonctions P, Q et R sont supposées de classe C' sur AB.

Propriétés : cas ou la courbe [ est ouverte

- Pour une forme différentielle donnée, lavaleur de | dépend du chemin suivi pour aller de A a B. On
note

e = [ 3 = frg. (2.24)

AB

- Pour une forme différentielle donnée et un arc AB donné, | est indépendante du parametre choisi
pour décrire I" .

- Si CDA’\TB,ona
jaf = j5f+ jaf. (2.25)
B R CB
j 5 = — jaf. (2.26)
B BA
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Propriétés : cas ou la courbe [ est fermée

Lorsque I'intégrale curviligne se calcule sur un contour fermé, il est nécessaire de préciser le sens de
parcours choisi car :

j;esf = - faaf. (2.27)
it s

Si aucune précision n' est donnée, le sens de parcours est défini dans le sens inverse des aiguilles d’ une
montre.

Intégrale curviligne d’'une différentielle totale exacte

Une forme différentielle est dite exacte si lesfonctions P, Q et R vérifient les équations suivantes :

0P _ 9Q 9Q _ R L IR _ 9P

ay ax'9z oy %rox oz (2.28)
On écrit alors:
_ gt = O ge Ay O
Pdx+ Qdy + Rdz = df = ade+ aydy+ azdz. (2.29)
Dansle cas ou la courbe est ouverte, il vient :
j df = f(B)—f(A). (2.30)

AB

L’intégrale curviligne d’ une différentielle totale exacte est indépendante du chemin suivi pour aler de
A a B. Elle ne dépend que du point de «départ» A et du point «d arrivée» B. Cette propriété est
fondamental e en physique pour les fonctions potentiels scalaires.

Dansle cas ou la courbe est fermée, on aimmédiatement :

j;df = 0. (2.31)
:

Théoréme 2.5 Théoreme de Green-Riemann. Soit D un domaine limité par le contour ' et soit

P(x, y)dx + Q(X%, y)dy uneforme différentielle de degré 1, de classe c' sur D, dlors

0 oP
JiPe e Qe = | G200 =5 0ey) oy (232)

Calcul d’'une intégrale curviligne

D’une maniére générale la calcul d'une intégrale curviligne d' une forme différentielle s effectue :
- en paramétrant lacourbe I' ; on est ainsi ramené au calcul d’une intégrale smple;
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- s la courbe ' est plane et d'équation y = f(x), en utilisant le paramétrage habituel x = x et
y = f(x) nousavonsaors

Xg

| = [{PIx f()] + QIx, f(x)] (x)} dx. (2.33)

Xa

Dans e cas d’ une différentielle totale, on peut envisager le calcul :
- soit en utilisant |a méthode habituelle du paramétrage;

- soit en remontant al’ ensemble des fonctions f dont ladifférentielle est df et en déterminant | par :
| = f(B) —f(A). (2.34)

Exemple 2.12 Calculer I'intégrale curviligne | : a) lelong du segment [AB], orienté de A vers B et tel
que A(1;0), B(0;1); b) lelong d' un arc de cercle, orienté de A vers B en effectuant deux paramétrages
différents; c) conclure. | est définie par :

| = I yzdx— xzdy. (2.35)
AB
Exemple 2.13 Répondre aux mémes questions avec :

| = [ 2xydx+ (x* + 3y°)dy. (2.36)

AB
[1.9 Intégrales double et triple

[1.9.1 Intégrale double d’une fonction a deux variables

L’ espace est rapporté au repére plan cartésien (Ox, Oy) dansleque on considére un domaine D limité
par une courbe fermée . Décomposons D en n domaines elémentaires AD; daire AA

(i =12 ..,n)etsoit M;(x;,y;) un point quelconque de AD; . Soit une fonction donnée f(x, y) definie
et continuesur D . Au point M; O AD; elle prend lavaleur f(x;, y;) . Considérons la somme

S = ii:nf(xivyi)A'A‘i- (2.37)

i=1

X >

i
Figure 11.2 Définition d’ une intégrale double.

36 Intégrales double et triple



Chapitre Il : Fonction de plusieurs variables réelles

Définition 2.14 Intégrale double. La limite lorsqu’ elle existe, de S, quand n — o et que tous les AD;
tendent vers zéro est appelée intégrale double ordinaire de f(x, y) sur ledomaine D ; elle s’ écrit :

l, = j ij(x, y)dA = nlipqmiinf(xi,yi)AAi. (2.38)
i=1

Autre représentation

Soit > lasurface représentative de lafonction z = f(x, y) . Lasomme
i=n
S, = Z ZAA (2.39)
i=1

représente une valeur approchée du volume V compris entre le plan (Ox, Oy), la surface 2 et les
droites paralléles al’axe (Oz) s appuyant sur le contour I' de D. Lorsque n — o, lalimite correspond
exactement au volume V; ains

=n
” zZ(x,y)dA = lim ZAA
D
=1

V. (2.40)

n- o
i

Figure I1.3 Intégrale double représentée comme un volume.

Propriétés

Si D et D' sont deux domaines n’ ayant aucun point commun (disjoints) :

II

Si f est une fonction continue de signe constant et si

D+D’f(x, y)dA = ”Df(x, y)dA+J'J'D’f(x, y)dA. (2.41)

”Df(x, y)dA = 0, (2.42)
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adorsf = 0 entout pointde D.

[1.9.2 Calcul des intégrales doubles

En coordonnées cartésiennes

Théoréme 2.6 Illustration du théoréeme de Fubini. On peut calculer I'intégrale double en considérant les
domaines AD; comme des rectangles obtenus en construisant une grille de droites paralléles aux axes

(Ox) et (Oy); on écritalors:
l, = j ij(x, y)dxdy . (2.43)

Il faut ensuite prendre en compte I’ensemble des AD; par un mécanisme logique de «balayage». Si
d'une part y,(x) et y,(x) sont les coordonnées des points d'intersection de la droite d’équation
X = x; O[ag;a,] avec I etsi d autre part X, (y) et X,(y) sont les abscisses des points d’ intersection de la
droite d’équation y =y, O [by;b,] avec ', I'intégrale double peut se transformer en deux intégrales
successives par les deux types de balayage suivants :

Casl Cas2
yA Z
Yo} - 2
Y. (X - vl
by}
) %0
l, = ”Df(x, y)dxdy l, = ”Df(x, y)dxdy
a, Y.(X) b, Xx(Yy)
= jdx j f(x, y)dy = jdy j f(x, y)dx
a,  yi(x) by Xu(Yy)

Tableau 11.1 Illustration du théoréme de Fubini.

Dansle cas 1, on effectue successivement :
- un balayage parallelement a (Oy) (c.a.d. que x est fixé) et onintegre f(x, y) par rapportay dey,(x)

ay,(x); lerésultat est une fonction de x.

- puis un balayage parallelement a (Ox) qui correspond al’intégration de la fonction précédente de a;
aa,.

Danslecas2, onrédise:

- d'abord un balayage parallele & (Ox) (y est fixe) et on intégre f(x, y) de x;(y) ax,(y); lereésultat

est unefonctiondey.
- puis une intégration de la fonction précédente de b; a b, .
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Autres repéres : théoreme du changement de variable

Ce théaréme peut s appliquer également a une fonction a plusieurs variables.

Théoréme 2.7 Théoréme du changement de variables. Par le changement de variables x = x(u, v) et
y = (u, V), on fait correspondre au domaine D du plan des (X, y) le domaine D, du plandes (u,Vv); J
étant le jacobien de latransformation, on aalors:

l, = ” f(x, y)dxdy = ” f[x(u, v), y(u, v)]|J/dudv, (2.44)
D Duv
avec
0x 0X
_ D(xy) _ du av|| _ 0x 0y 0y 0X
D(u, v) det dy dy auEg_v ou ov’ (249
ou v

Exemple 2.14 Calculer I, ou D est le domaine intérieur au rectangle ABCD tel que A(1;1), B(3;1),
C(3;4) et D(1;4).

2 2
I, = UD(x +y°)dxdy
Exemple 2.15 Calculer |, lorsque D est défini par X2/ + 4y2/a2$ lavecx>0ety>0.

l, = HDz(x—y)dxdy

Exemple 2.16 Calculer |, lorsque D est défini par le plan (Ox, Oy) avec x>0 et y>0. En déduirela

valeur de J'°O° exp(—x2) dx.

I, = J'J' exp[—a(x” + y*)]dxdy avec a = cste>0
D

[1.9.3 Intégrale triple d’une fonction a trois variables

Définition 2.15 Intégrale triple. Dans |’ espace cartésien (Ox, Oy, Oz) considérons un volume V, limité
par une surface S, dont la projection sur le plan (Ox, Oy) détermine un domaine D, limité par une courbe

fermé I . Décomposons V en n paves partiels de volume AV, (i = 1,2, ...,n) et soit M;(x;, ¥;,z) un
point quelconque de AV, . Soit maintenant une fonction f(x, y, z) continue sur V. A chague point M; on

associe lafonction f(x;, y;, z) . Lalimite, lorsqu'’ elle existe, de |la somme
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iinf(Xw Y Z)AV, (2.46)
i=1

quand n — oo et quetousles AV, tendent vers zéro est appeléeintégrale triple de f(x, y, z) étendue au
volume V; elle s écrit :

j j j z(x,y, 2)dV = lim iinf(xi, ¥, Z)AV; . (2.47)
v " ooi =1

Figure 1.4 Définition d'uneintégrale triple

11.9.4 Calcul des intégrales triples

En coordonnées cartésiennes

On peut calculer I'intégrale triple en considérant des pavés comme des parallépipédes rectangles
obtenus en quadrillant I’ espace de plans paralléles aux plans (Ox, Oy), (Qy, Oz) et (Oz Ox); on écrit
alors

l, = j j j Df(x, y, Z)dxdydz. (2.48)

Pour tenir compte de I’ ensemble des AV, , il faut entreprendre un triple mécanisme de bal ayage.

Théoreme 2.8 Illustration du théoreme de Fubini. Si d’une part y;(x) et y,(x) sont les coordonnées des
points d’intersection de la droite S équation x = x; [ [a;;a,] avec I, si d'autre part x;(y) et x,(y) sont
les abscisses des points d’intersection de ladroite d’ équation y = y; O [by;b,] avec I' et s enfin z,(X, y)
et z,(x,y) sont les cotes des points d'intersection de la droite d'équation z = z [ [c;;c,] avec Z,
I"intégraletriple s écrit
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a; Y2(X) 2,(%,y)
5 = j dx j dy j f(x,y, z)dz| . (2.49)
a y1(X) 2y(X, y)

L’intégrale située entre crochets doit étre déterminée en premier.

Autres repeéres : théoreme du changement de variable

Théoreme 2.9 Théoreme du changement de variables. Par le changement de variables x = x(u, v, w),
y = y(u,v,w) et z = z(u, v, w), onfait correspondre au domaine V del’ espace des (X, Y, z) le domaine
Ve del’espacedes (u, v, w) ; J étant le jacobien de latransformation qui a x, y, z fait correspondre les
variablesu, v, w, onaaors:

”J‘Vf(x, y, Z)dxdydz = J'J'J'VUVWf[x(u, v, W), y(u, v, w), z(u, v, w)]|J|dudv, (2.50)

_ax 0Xx ax_

Ju ov ow
3=D&¥2 _ 4ol |0y 3y 0y|| (2.51)

D(u, v, w) du 0v ow
0z 0z 0z

0u 0V dw,|

Exemple 2.17 S V est levolume d’un huitiéme de boule défini par x2+y2+ Z* <R avec x=20,y=0 et
z=0, calculer I'intégraletriple

Iy = J' J' J' (x* + y* + Z°) dxdydz, en coordonnées sphériques
v

[I.10Equation aux dérivées partielles

Dans cette partie on ne donnera que des notions générales sur les équations aux dérivées partielles
linéaires du second ordre et & deux variables; on envisagera que les méthodes de résolution les plus
courantes.

[1.10.1Généralités

Définition 2.16 Soit u(x, y) unefonction de deux variables définie dans R® et declasse C°. Une équation
aux dérivées partielles, linéaire, du second ordre, a deux variables est delaforme:

2 2

2
o°u J'u
A(X, y)— + 2B(X, y)—— + C(X,
( y)ax2 ( y)axay (xy)

Ju
T2

+ 2E(x )35+ 2F (x )30+ Gx, y)u = H(xy). (252)
oy X y
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Si les facteurs A, B, ..., G sont congtants, I'équation est dite a coefficients constants. Si
H(x,y) = 0, I'équation est dite homogéne ou sans second membre.

Dans le cas particulier ol I’ équation est a coefficients constants, un changement de variables permet de
simplifier I'égquation initiale. On pose alors

X = ax+PByeY = px+ay, (2.53)

oua, B, p e o sontdesparamétrestelsque: ao —Bp # 0. Lesdifférentes dérivées delafonction u
par rapport aux nouvellesvariables X et Y conduisent, selon le cas, a une éguation plus ssimple delaforme

2 2
Iu, U, 550U, 2f9$+ gu = h(X.V). (2.54)

ox? ay? 90X 0

Dansles prablémes rencontrés en physique, lesvariables x et y représentent le plus souvent le temps et
la position. De plus les données expérimentaes imposent des conditions sur le temps (généralement a
t = 0) et des conditions en des points particuliers des I’ espace : ce sont respectivement les conditions
initiales et les conditions aux limites du phénomeéne décrit par I’ équation (2.52).

On appelle solution élémentaire toute fonction qui vérifie I’ égquation aux dérivées partielles. Si elle
vérifie en plus les conditions initiales et aux limites, cette fonction constitue une solution de I’ équation
différentielle.

A noter que la solution générale d’ une équation différentielle du second ordre ne dépend que de deux
constantes arbitraires (paragraphe 1.6.2), celle d’' une équation aux dérivées partielles d' ordre deux dépend
de deux fonctions arbitraires. Les conditions initiales et aux limites permettent de fixer la structure
analytique de ces fonctions arbitraires.

11.10.2Résolution de I'’équation de propagation des ondes

Dans cette partie I’ équation de propagation des ondes donnée par

— =2 =0, (2.55)

est résolue par la méthode (2.53), ol u est une fonction des variables spatiale x et temporelle t et v
une constante homogéne a une vitesse. Nous utilisons alors le changement de variables suivant :

X=x+oteyY=x+pt,avecB—-a#0 soit B#£a. (2.56)

D’apréslarelation (2.10) pour u = u(X(x,t), Y(x,t)) ona

ou _ 9X 9y 0¥ gu _

ax _ 9x oX  ax aY ax aY = U

du _ X pu, dY Pu _

3t~ ot X at oy ax+Bav_

, (2.57)
U;
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d%u g(aﬁzaux oX OUx gy OUx _ Ouy 0u, 6u+6u+6u+6u

PYCERN ax X 0 X Y 9% 'Y ax? ay? O0XaY aYoX (258)
0% _ dauy _ Y _ ax U gy 0y _ du  du 9% 5% 2%u 2% '
e 75 = 3 = 3 X3t v - 9ax Pay - vl (.;z”B(aanaya
Lafonction u est supposée de classe C™ qui implique
2 2
Jdu _ 0du
aYoX — 9aXay’ (259
En substituant (2.59) et (2.58) dans (2.55), hous obtenons I équation réduite suivante :
2 2
a“1-— ouy B #2001 _9B) = o, (2.60)
x> V2 oay? V2 0XoY Vv

Afin de simplifier cette équation, le couple { a, B} est choisi de telle maniére a supprimer les termes
a°u/ax* et 8°u/dY>. Onadonc

2 _ _ 2
{a -V @{a o a“(l—“—ﬁ) - 0. (2.61)
B =

B2 = sy OXOY\ (2

|
<

Deplus, d'aprés (2.56), #a donc p = —a = —v et (2.61) devient alors

0 a;) : X = x+vt
a_Y(a =0 avec{Y o (2.62)
Ainsi f = du/0X est unefonction seule de X puisque df/dY = 0. Onadonc

Ju

5% = )= u(X Y) = J'f(X)dX+ C = f,(X) + cste, (2.63)

ol la constante résultant de I’intégration d’une dérivée partielle est une fonction de f,(Y). On peut
écrire

u(xX,Y) = f,(X) +f5(Y) ou u(x, t) = fi(x+ vt) +f,(x=vt). (2.64)

Maintenant si on impose les conditions initiales suivantes

u(x,0) = ¢,(x) et = ¢,(x) avec J.q>2(x)dx = Py(x), (2.65)

6t0

ou ¢, et ¢, sont desfonctions connuesde x, alors

f1 (%) +12(x) = ¢4(x) et v[f;'(X) = ' (X)] = §(x) = V[f1(X) = F()] = Wa(x). (2.66)

L’ équation (2.64) devient alors
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U ) = 302000 VD) + S0+ vt) |+ 5 03 (x= V1) = T(x =) | (2.67)

Les conditions initiales ont permis de fixer la structure analytique de f; et f, gréce aux fonctions

connues ¢, et ¢,. Le premier terme de |’ éguation correspond a la propagation de I’ onde réfléchie et le
second terme donne |a propagation de I’ onde transmise.

11.10.3Résolution de I'’équation de la diffusion : méthode de la séparation des variables

L es phonémes de transport sont décrits par I’ équation de diffusion

2
du_20u_ 4 (2.68)
ot e

ou X et t désigne respectivement les variables spatiale et temporelle et u(x, t) une fonction finie a

chaqueinstant t pour toute valeur de x. On suppose que la solution est delaforme u(x, t) = P(x) [Q(t) .
On adonc

) d , 0° d’p y
3 = PO = POQ® e 55 = QTS = QP (9. (269

D’ou

(2.70)

P"(x) . |Q()#0
P(x)Z0’

Le premier membre de I’équation, fonction de t seulement, et le second membre, fonction de x
seulement, ne peuvent étre égaux que s'ils sont constants :

1Q(t) _ P”
190 P -y, (271)

ou A est une constante positive, négative ou nulle. Ainsi
Q'(t) —Aa’Q(t) = 0 et P"(x) —AP(x) = O. 2.72)
Larésolution de la premiére éguation différentielle donne
Q) = Cexp()\azt) ou C est une constante arbitraire. (2.73)
De plus, puisque Q(t) est une grandeur finie, nous devons avoir A = K< 0, donc

Q(t) = Cexp(—k?a’t) et P"(x) + K’P(x) = 0. (2.74)

D’ apres |e paragraphe 1.6.2, nous obtenons
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P(x) = Ajcos(kx) + A,sin(kx) . (2.75)
Finalement on obtient la solution
u(x,t) = Cexp(=k*a’t)[A,cos(kx) + A,sin(kx)] . (2.76)

Les constantes C, A; et A, sont obtenues a partir des conditionsinitiales et aux limites.
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CHAPITRE I

Champs scalaire et vectoriel - Opérateurs
différentiels

[11.1 Champs scalaire et vectoriel

Définition 3.1 Champ scalaire. Si atout point de |’ espace, on peut associer une grandeur locale scalaire
f(x,y, z), on définit une fonction de point a valeur scalaire f(M) = f(x,y, z). L'ensemble des valeurs
prises par f(M) en tout point de I’ espace constitue un champ scalaire (ex. : potentiel électrique V(M),
pression p(M)).

Ce champ scalaire peut étre également fonction d'autres variables et en particulier du temps t (noté
aors f(M, t)).

Définition 3.2  Surface de niveau. On appelle surface de niveau ou surface isoscalaire toute surface sur
laquelle f(M) = cste (ex. : surface équipotentielle V(M) = cste, surface isobarique p(M) = cste).

Dansun plan, les pointstels que f(M) = cste déterminent une courbe de niveau.

Définition 3.3 Champ vectoriel. Si & tout point de I'espace, on peut associer une grandeur locale
> > >
vectorielle F(x, y, z) , on définit une fonction de point avaleur vectorielle F(M) = F(x, y, z) - L' ensemble
9
des valeurs prises par F(M) en tout point de I'espace constitue un champ vectoriel (ex. : champ

électrostatique E(M) , champ de pesanteur 5(|\/|) ).

Ce champ vectoriel peut étre également fonction d’ autres variables et en particulier du temps t (noté

aors E(M,t))-

9
Définition 3.4  Ligne de champ. Une ligne de champ, associée au champ vectoriel F(M), est une courbe

tangente en chagque point M au vecteur E(M) ; en physique elle est orientée dans le sens du champ.

%
Si dI(M) est le vecteur déplacement élémentaire tangent en M alaligne de champ, on a:
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F(M)Odi(M) = 0. 3.1)

F(M)

Figure 111.1 Définition d'une ligne de champ.

[11.2 Circulation d’un champ vectoriel

9
Définition 3.5 Circulation d'un champ vectoriel. On appelle circulation du champ du vecteur F(M) le

long delacourbe I' entrelespoints A et B, lescalaire I' 55 tel que:

> -
Fag = | F(M) TI(M,), (32)

AB

9
ou M, est un point appartenant a I' et dI(M.) le vecteur déplacement élémentaire tangent au point
M

c
9
Soit un champ vectoriel F(M) et une courbe orientée I' quelcongue. Dans un repére orthonormé direct

cartésien (O, EX éy éz) , S on définit le point M (X, y, z) dors

> > > > > > > >
F(Mo) = Feex+Fyey+F e, di(M,) = dxex+ dyey + dze; et (3.3)
Mag = [ Fydx+Fydy +F,dz; (3.4)
AB

la circulation I ,g est donc une intégrale curviligne (paragraphe 11.8). Les propriétés propres a la
circulation sont celles de I’ intégrale curviligne.

En général la circulation dépend du chemin suivi pour aler de A a B. Dans ce cas la circulation
9
élémentaire est une forme différentielle qui s écrira F [ﬁ = dC;ans :
> =
Cag = [FOl = [3C = Cpg. (3.5)
e ~

B A

©

9
Par exemple, en mécanique, la circulation du vecteur force F, appeléetravail, a pour expression :
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-

9
[Fol = [8W = Wyg. (3.6)
AB AB
Pour un contour fermé, on ale plus souvent :
> =
f Ml 0. (3.7)
C

Lorsque lacirculation ne dépend pas du chemin suivi pour aler de A a B, lacirculation élémentaire est
une différentielle totale exacte. Danscecas :

> =
ijlzjm:ﬂm—ﬂm. (3.8)
AB AB

f(A) et f(B) sont les valeurs aux points A et B d'une fonction f(M) (définie a une constante pres)
appel ée fonction potentiel. En coordonnées cartésiennes, on aura successivement :

- of
2> - FX - aX
FLdl = Fdx+Fdy + F,dz of
=F, = =. (3.9)

y
df = Lax+ ﬂdy+ gdy 9y
oX ay ox _of
F, = 37

On préfére en physique définir la grandeur potentiel scalaire U(M) qui est de signe opposé a celui de
lafonction potentiel.

Comme la circulation n’est fonction que des coordonnées spatiales de A et B, la circulation le long
d’un contour fermé quelcongue est évidemment nulle; on dit alors que la circulation est conservative.

> > >
Exemple 3.1 Considérons dans le repere orthonormé direct cartésien (O, ex, ey, €z), un champ
> >
vectoriel uniforme g = FZ:X avec F > 0. Calculer la circulation du vecteur F entre les points d’ abscisses

> >
respectives x, et Xz . Application : soit mg = —mge; le poids d’'un point matériel M dans une région de

%
I’ espace ou le vecteur champ de pesanteur est supposé uniforme. Calculer la circulation du vecteur mg
entre un point A de cote z, et un point B de cote z; . En déduire |a fonction potentiel scalaire associée.

[11.3 Flux d’'un champ vectoriel

Soit une surface ouverte S dont I unique «ouverture» est délimitée par un contour fermé I (on dit que

>
S Sappuie sur ). Orienter la surface S consiste a définir en tout point Mg [0 S un vecteur unitaire en
orthogonal a S dont I’ orientation est préalablement déterminée (considération physique). Si autour du

— >
point Mg, on peut definir le vecteur surface élémentaire dS orienté suivant en alors:
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—

dS(My) = en [0S avec dS> 0. (3.10)

9
Définition 3.6 Flux d’une surface ouverte. Soit un champ vectoriedl F(M) est une surface ouverte

orientée S. On appelle flux de ;(M) atravers S le scalaire @ représenté par I'intégrale de surface :

® = [[F(My CHSM,) 0d M,'S. (3.11)
S

>
Définition 3.7 Flux d’une surface fermée. Soit une surface S fermée et un point Mg O S. Les vecteurs en

% . . - Yo 7 = 9 Y
et dS sont dans ce cas orientés par convention de I'intérieur vers | extérieur. Le flux de F(M) atravers
une surface fermeée s écrira

4 —
P = ﬂ'F(I\/IS) MS(M,) . (3.12)
S

Figure 111.2 Définition du flux d’ une surface ouverte et fermée.

9
Si leflux de F(M) atravers une surface fermée quelconque S est nul, on dit que le champ vectoriel est
aflux conservatif.

Exemple 3.2 L'espace étant rapporté au repére cartésien (Ox, Oy, Oz), on considéere un cylindre droit
de bases circulaires, symétrique par rapport au plan (Ox, Oy). S P est un point quelconque de la surface

> —
cylindrique, calculer le flux du champ vectoriel F(p) = kOP/ oP° (k étant une constante) a travers la
surface fermée S constituée par la surface latérale S' et les surfaces des basesinférieures S, et S,".

[11.4 Gradient et potentiel scalaire

Définition 3.8  Gradient. Soit f une fonction scalaire définie sur un domaine Dy [ R”, de classe Cl, on

appelle gradient de f au point X = (X, ..., X,,) O Dy le vecteur de R" de composantes : of/0x;(x) avec
i =1,...,n.Il estnoté

i %(x)a , (3.13)
i=1

- —
F(x) = grad(f) =
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>
ou e sont les vecteurs unitaires définissant I’ espace euclidien. En physique, les champs scalaire et
vectoriel rencontrés dépendent en général des coordonnées spatiales (X, y, z) . Le gradient s écrit dors:

f2 ,of2  of

df—a + 3.14
grad(f) = = e oy T Y (3.14)

—
L opérateur gradient transforme un champ scalaire f(M) en un champ vectoriel grad[f(M)]. Le

E——
vecteur grad(f) est perpendiculaire aux surfaces de niveau et orienté dans le sens des f croissants.

9
On peut exprimer également le gradient al’ aide de I’ opérateur vectoriel nabla [ défini uniquement en
coordonnées cartésiennes; ce qui conduit a

df) = gfouy = Lo+ 28+ 92 315
grad(f) = pf ol 0 = - e >t (3.15)

- > > >
Pour un petit déplacement élémentaire dl = dxex + dyey + dze; ona:

aradict it = L gy v gy =
grad(f) tdl = ade+ aydy+ azdz = of. (3.16)

Lacirculation de ce champ vectoriel lelong delacourbe I' entreles points A et B est donc
— —
J'grad(f) @l = jaf. (3.17)
AB AB
Si de plus f est une différentielle totale exacte (paragraphe 11.8) alors 6f = df et la circulation du

—
vecteur grad(f) est indépendante du chemin suivi; on peut donc lui associer une fonction potentielle.

Application
Si lacirculation d'un champ vectoriel lelong d’un contour fermé est conservative, on a:
%

> S >
j;F @l = 0 et Fl = —dU. (3.18)

— —>
Comme par définition : dU = grad(U) [dl, on en déduit que:
9 ;
F = —grad(U). (3.19)

> >
On dit que F dérive d'un potentiel scalaire U. F est orienté vers les potentiels décroissants. C'est le

> > ]
cas, par exemple, du champ électrostatique E qui dérive du potentiel électrostatique V : E = —grad(V).
L’ opérateur gradient n'agit que sur les coordonnées spatiales de la fonction scalaire; si le champ
scalaire est non stationnaire alors :
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3 — _ ——raf(M, 1)
s{arad[f(M, 0]} = grad[T] (3.20)

I11.5 Rotationnel

9
Définition 3.9  Rotationnel. Soit F une fonction vectorielle définie sur un domaine D; O R3, de classe
1 - - . —> > 3
C~, on appelle rotationnel de F au point (X, y, z) O D; levecteur rotF de R™ de composantes :

—5> (a_FZ_(E,)a (GFX OFZ)> +(6Fy GFX)>

rotF = ay 37 ex + E_W &—a—y ez. (321)

Le rotationnel peut étre également donné a partir de I’ opérateur nabla (uniquement en coordonnées
cartésiennes)

> > >
N N €x €y €
— > >
rotF = gOF = (|0 0 0 ouD=iéx+i§y+iéy. (3.22)
dx 0y 0z 0X y z
Fy Fy F,
9
L’ opérateur gradient transforme donc un champ vectoriel F(M) en un champ également vectoriel
—5 >
rotF.

Ladéfinition propre du rotationnel implique le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 Un champ de vecteur défini dans RS, de classe Cl, dérive d’ un potentiel scalaire (a une
constante prés) s'il est de rotationnel nul.

Par conséquent si le rotationnel d’un champ vectoriel est nul aors le champ est a circulation
convervative.

_— — >
Exemple 3.3 Démontrer al’aide de deux méthodes que rot[grad(f)] = 0 avec f unefonction scalaire

de classe C* sur D; O R’

9
Exemple 3.4 Soit le champ de vecteur défini sur R par F(M) = 2XZéx+yZéy+(X2+y2/2)éz.

9
Montrer que rTJtF = 6 et en déduire la fonction scalaire f associée.

L’ opérateur rotationnel n’agit que sur les coordonnées spatiales d’ une fonction vectorielle; si le champ
vectoriel est non stationnaire, alors:

0.—2 o OE(M,'[)
O (rotF(M,v] = rot[T] (329
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Théoréme 3.2 Théoreme de Stokes : passage d’ une intégrale curviligne a une intégrale surfacique. Soit

9
I" une courbe fermée orientée sur laquelle s appuie la surface S. Soit un champ vectoriel F(M) définie et

de classe C* dansle domaine spatial contenant S. De plus, st M- O T et M O S aors

FF(M) i (Mr) = [[rotF(Mg &M (324
r S
rOtF (M)

Figure 111.3 Enoncé du théoréme de Sokes.

9
En d'autre termes : la circulation du champ vectoriel F(M) le long d’un contour fermé quelconque I

9
est égale au flux du champ vectoriel r?JtF(M) a travers toute surface ouverte s'appuyant sur . Le
théoréme de Stokes est une généralisation du théoréme 2.5 de Green-Rieman.

%
Exemple 3.5 A partir de la loi de Lentz e = —0®/0dt ou ® est le flux du champ magnétique B,

> ->
montrer que rﬁotE = —0B/0t.

[11.6 Divergence

9
Définition 3.10 Divergence. Soit F une fonction vectorielle définie sur un domaine D; 0 R" et de

> >
composantes (F,, ..., F,), de classe Cl, on appelle divergence de F, notée divF, au point
X = (Xy ..., X,) O D; lescalairede R tel que:

divE(x) = 'in%;(x) , (3.25)

i=1

9
L’ opérateur divergence transforme donc un champ vectoriel F(M) en scalaire. Pour une fonction a
trois variables, la divergence s écrit :

> 9F, 9F, OF
divF = ==+ 2+

TR (3.26)

A I’aide de |’ opérateur nabla, il peut également s écrire:
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> >
(Ex+F e +F.ey. (3.27)

—> >
Exemple 3.6 Montre que div(rotF) = O par deux méthodes avec F une fonction vectorielle de classe

c?.

> > — >
Par conséquent si div(F) = 0 alors F = rotA; on dit que le vecteur F dérive d’'un potentiel vecteur

- > — > —
A.Enfait A est défini aun gradient préscar si A' = A+ grad(f), il vient:

— = —_ > — —> — — —>
rotA’ = rot[A+ grad(f)] = rotA+rot[grad(f)] = rotA. (3.28)

Un champ vectoriel de divergence nulle est un champ aflux conservatif.

Théoréme 3.3 Théoréme d’ Ostrogradski. Passage d’ une intégrale surfacique a une intégrale volumique.

9
Soit S une surface qui délimite le volume V et un champ vectoriel F(M) défini et de classe c' dansle
domaine V. Deplus,si M O S et M, 0V dors

fSE(MS) WMy = j”div[E(MV)]dV(Mv). (3.29)

9
En d' autre termes : le flux du champ vectoriel F(M) a travers une surface fermée quelconque S est

9
égaleal’intégrale triple du champ scalaire divF (M) étendue au volume V délimité par S.

F(M,)

Figure I11.4 Enoncé du théoréme d’ Ostrogradski.

9
Exemple 3.7 Montrer a partir du théoréme de Gauss que divE = p/g, ou p est la densité volumique

de charge et €, la permittivite du vide.

[11.7 Laplacien

C’est un opérateur du second ordre, noté 0? , Qui peut agir sur un champ scalaire ou vectoriel.
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Définition 3.11 Laplacien scaaire. Le laplacien d’ un champ scalaire f(M) défini et de classe c® sur R
S écrit :

2 2 2
ox~ 9y~ 07

0%(M) = div[grad =
(M) = div[gradf(M)] = (3.30)

9
Définition 3.12 Laplacien vectoriel. Le laplacien d'un champ vectoriel F(M) défini et de classe c? sur
R® sécrit :
22 — 2 — —> 2. > 2 2 2_ >
O°F(M) = grad[divF(M)] —rot[rotF(M)] = OF,ex+ [ Fyey+ U°F,ez. (3.31)

Exemple 3.8 Démontrer larelation ci-dessous :

2 2 2 2 2 2 2 2 2

0°F, 0°F, OF 0°F, 0°F, OF O°F, 0°F, O°F
X — 4+ XJEH( Yy yJZ:w( 2+ —Z+ ZJZ:Z. (3.32)
2 2 2 2 2 2 2 2 2

0x 0x oy 0X

T2F(M) = [
oy 0z 0z oy 0z

%
Lanotation Dz, pour désigner le laplacien, découle du formalisme utilisant I’ opérateur [ :

2

div[gradf(M)] = Ec(Ef) - o%. (3.33)

[11.8 Opérateurs en coordonées cylindriques et sphériques
En physique, pour des raisons de symétrie du systéme étudié, les coordonnées cylindriques ou

sphériques sont souvent utilisées. Il est donc nécessaire de connaitre I’ expression des opérateurs vectoriels
pour de tels systémes.

[11.8.1 Coefficients métriques

Soit (X, Y, z) lescoordonnées rectangulaires d’ un point quelconque M exprimées comme des fonctions
de (dy, Gy, d3) par

X = X(Qy, 0p 03), Y = Y(dy, Uy, 03) € 2 = 2(qy, Oy, A3) - (3.34)

Supposons que |’ équation ci-dessus puisse se resoudre en ¢, , d,, g; comme fonctions de x, y, z,
c'est adire

O; = d1(X ¥, 2), 0y = da(X Y, 2) €t 03 = da(X Y, 2). (3.39)

Les fonctions x, y, z, q;, 0, €t gz sont supposees prendre une seule valeur en chague point et

posséder des dérivées continues, de sorte que la correspondance entre (X, y, z) et (d;, 4, d3) Soit unique.
En pratique cette hypothése peut ne pas se vé&rifier en certains points et un examen particulier est alors
nécessaire. Etant donné un point M de coordonnées rectangulaires (X, y, Z) nous pouvons lui associer un
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seul ensemble de coordonnées (q,,d,, 0;) appelées les coordonnées curvilignes de M. Les deux
éguations ci-dessous définissent un changement de coordonnées.

Les surfaces g, = ¢;, 0, = Cy, O3 = C3, OU {C;} sont constants, s appellent des surfaces de

coordonnées et ces surfaces se coupent deux a deux suivant des courbes appelées courbes ou droite de
coordonnées. Si les surfaces de coordonnées se coupent en formant des angles droits, le systéme de
coordonnées curvilignes s appelle orthogonal.

7] Courbe g,

Figure I111.5 Définitions des coordonnées curvilignes orthogonales.

> > > > > >
Soit r = xex + yey + ze; levecteur position d' un point M. Alorsil peut s'écrirer = r(q;, d,, d3) . Un

>
vecteur tangent alacourbe q; en M (pour laguelle g, et g5 sont constant) est dr/dq;, . Alors un vecteur
unitaire tangent dans cette direction est

&1 = o fat ainsi ar h,e1 avec h, (3.36)
09; |aq, 09, aql

De méme, s 3:-2 et (?:‘3 sont des vecteurs unitaires tangents aux courbes g, et g; en M ona:

4 >

&= 2L ar or 63 = ar/ ﬁ 30|tﬂ = hzté-:'z,ﬂ = hyes avec h, = |97

an 04, 093 |9q, 0d, 003 00,
(3.37)

Haqs

Les coefficients { h;} sont appelés coefficients métriques ou coefficients multiplicateurs, qui dépendent

du systéme de repérage utilisé. 1ls peuvent étre déterminés géomeétriquement ou analytiquement. En effet,
puisque

or _ dx3 , dy2 . 02>

o _ X + 924, 3.38
aq aqi T30,” " 3, (3.3
on obtient :
>
ox\2  (oy\2 K (0z)\2
h o= |90 = [[ZX)7+ () +(22)° 3.39
! ‘aqi J(aqi) (aq) (aq) (3.39)

Pour les systémes de coordonnées cylindrique et sphérique nous obtenons alors le tableau 111.1.
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Coordonnées cylindriques

Coordonnées sphériques

= rcos® g, =T = rsin@cosf q; =
Définition =rsin@ et<q, = 6 y = rsin@sing et<{0, =
z=12 O = 2z z = rcos6 s =
Base locale > > > > > >
(er, s, € (er, es, €9)
hl = hr =1 hl = hr =1
Coefficients métriques h, =hg = hy =hg =
hy=h,=1 hy = hy = rsin®
Déplacements démentaires | | 9% = dr dx = dr
dy = rd6 dy = rd6
dz = dz dz = rsin6d¢
4
z
» 0 pe&
dzl ~~ < NIN
\\ \
<~ \ )
. : f Ny a8 |drA™7
Représentation géométrique N T‘\\ / &
M /"\ S
|
éz 9 ~;_ll II ; y
> A r~o -
éx \\\r X €9
)

Tableau I11.1 Expression des coefficients métriques en coordonnées cylindriques et sphériques.

Exemple 3.9  Calculer les coefficients métriques { h;} en coordonnées sphériques.

[11.8.2 Expression des opérateurs vectoriels

Opérateur gradient

— - > > > - ) .
Soit grad(f) = Of = f el +f,e2 +fye3 ou {f;} sont adeterminer. Puisgque

—

a}
Br:_L

dag, +
aq, %

od,

>
or
005

a)
r dq2 +

> > >
dg; = (h,dqg,)e1 + (h,dqg,)e2 + (hsdgs)es,

(3.40)
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ona
e —>
5f = grad(f) r = h,f,dq, + h,f,dq, + hyf,das, (3.41)
mais
of of of
of = —dq, + =—dqg, + =—dq,, 3.42
aql q]_ aqz qZ aql qZ ( )

donc par identification on obtient

1 of
= hag (3.43)
Par conséquent
— T30 2
grad(f) = H—aei = [qf, (3.44)
, i0d

c s > 19 219 _ <210
Og = e1—=—+e———+e3——— = 6 —=— 3.45
a h,09, h,dg,  hs0q, : 'h.9q; (349)
1 =
Relations patrticuliéres
En appliquant laformule du gradient alafonction scalaire g;, on a:
>
— _ 6
grad(q) = . (3.46)
|
. _— — >
Puisque rot(gradg;) = O pour tout ¢ , nous obtenons
>
— (] >
ro{ﬁj = 0. (3.47)
i

Dans un systéme de coordonnes curvilignes orthogonal es, on peut toujours choisir les vecteurs unitaires

> > >
debase e1, e2, e3 desorte qu'ils forment un systeme orthogonal direct, ¢’ est-a-dire

> > > > > > > > >
e1 = e2lles,e2 = esler et es = e1er. (3.48)

Donc
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— e
= hyhsgrad(qg,) Ograd(qs)

er =
> — —
e2 = hgh,grad(q;) Ograd(q,) -
> — —
es = h;h,grad(q,) Ograd(g,)
Deplus
> > — > > — >
d|v(F1DFz) = F20botFi1—FiliotF2 et rot(gradf) = O af,
dou

— —
div(gradf, Ogradf,) = 0.

Par conséquent

Opérateur divergence

> > > > >
Soit le champ vectoriel F défini par F = F,e1+ F,e2 + Fyes. Ladivergence s écrit alors

.2 . > > > . > ) > ) N
divF = div(F,e1+ F,e2+ Fies) = div(F,e1) + div(F,e2) + div(F;es),

N > > > —
Considérons alors le terme div(F,e1) . Sachant que div(fF) = div(F)f+ F [grad(f),ona

div(F,e1)

> > 9
div[h2h3|:lﬁj - di (h L J(h hsF,) +[ J rgrad(h,h,F,)
2''3
¢ 1
= 0+(h hJ rad(hphsFy) = e o a 9_(h,hyFy)

En traitant de la méme maniére les deux autres termes, on arrive alaformule suivante :

d d d
——(h,h3F;) + =—(h3h,F +_th}
[aql( 2NsF4) aqz( ah1F2) a%( 1M2F3)

Opérateur rotationnel

Lerotationel s écrit :

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Z ai(h h,h F) (3.55)
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— —> > > > —> > —> > — >
rotF = rot(F,e1+ F,e2+ F3e3) = rot(F,e1) + rot(F,e2) + rot(Fses) . (3.56)

L — > — 2 — > —>
Considérons alors le terme rot(Fe1) . Sachant que rot(fF) = grad(f) OF + (f)rotF,ona

> > N
— — 5 N
rot(Flél) = rot(thlﬁ—lJ = grad(h;F,) D[E—j +(hl|:l)rot[ﬁ_j

— 21 2
= grad(h;F;) O h +0

(3.57)
= [ 29 (hF,)+ hyF,) + & h,F e
I: h a ( 1) e2 ( 1) e3 ( 1):| hl
1 ™ 0 > 0
= ( — _
hlh2h3|:e2h26q3\h1|:l) e3h3aq2(h1|:l)}
On procéde de fagon analogue pour les deux autrestermes et on obtient alors :
1170 7
N k] (h F3) - —(thz)
h,e1 hy,ez2 hses 2N30 % )
—> r 7
R BN I s P CUARP SN (359)
123 0q, 0q, dq shiL0 ay =
hiF1 hyF; haFs H-lh— 9 (h F,)— (thl)
1Mol 02 .
Opérateurs laplacien scalaire
Par définition, le laplacien scalaire s écrit [1"f = div[gradf] conduisant a
h,h h;h h.h
0% = 1 [0(23_@1)+i(_§_;_6_f_+6( zafJ (359)
h,h,hs[dq,\ h; dg/ 0q,\ h, dq,/ 005\ hy 0q

Application aux cas des coordonnées cylindrigues et sphérigues

En coordonnées cylindriques et sphériques les coordonnées curvilignes orthogonales {q;} et les
coefficients métriques { h;} sont exprimés dans le tableau I11.1. Nous obtenons aors le tableau 111.2.

Exemple 3.10 Calculer la divergence en coordonnées sphériques et le rotationnel en coordonnées
cylindriques.
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- Opérateurs différentiels

Coordonnées Coordonnées Coordonnées sphériques
cartésiennes cylindriques
—.ofy | ofy | of; ofy ,1of> . afé‘z ofy ,1ofr 1 of
gradf |5&* &+ 5 5% * a6 %t 756% " rsneag
> oF, 0F, OF 19 10Fy OF 19 1
- XL ¥,z =0 I8,z 292
divk X * ay " 0z rar(r r)+r 00 * 0z r20r(r F')+rsjn9[ e(smeFe)+ 6¢}
oF, O0F,\>» 10F, aFe >
_ y
(ay az)e’(+ (r 0z ) * rsne[ae(s OFy) - 6¢}
oF, 0F,>» 1r 1 OF
2 (“z‘“é?je“ ( ) [sneacp ar(rF‘b)Je‘”
OF, OF,> - oF, . oF,
(‘5‘;—‘57)92 [ (rFg) - }ez [ (rFg) — Jed)
0P ok, o, o (af) 10200, 1 (neae) 1o
27 27 3 ror 2 2ar\" ar a0\% 22
0x~ 0y 0z r r’sin@ (rsinB)“0¢

Tableau 111.2 Expression des principaux opérateurs vectoriels en coordonnées cartésiennes,

cylindriques et sphériques.
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TDs 2005-2006 : limite, développement limité,

seule variable réelle

intégrale, équation différentielle d’une fonction d’une

Développement limité

A) Est-il exact qu'au voisinage de 0, on al’ égalité
1-x-x

B) Donner un développement limité en O a l'ordre 4 de la fonction f

f(x) = sinx+x°sin(1/x) s x#0 et f(0) = 0.

_ 2 2
5 = 1+x+ X" +0(X).

C) Vérifier si I'égalité suivante est vraie : f(x) = sin(x)/(x+x2) =1-x+ o(xz).

D) Calculer le développement limitéen 0 al’ordre 2 de f(x) = x/ (€' —1).

ol

sinx

E) Calculer le développement limitéen 0 al’ ordre 4 de f(x) =

COSX
e .

F) Caculer le développement limité en 0 al’ ordre 5 de f(x)

1
G) Calculer le développement limitéen 0 &I’ ordre 3 de f(x) = (1+x)*.

Limite

. 1 — cosx
A) Caculer )!Iiﬂo mx—)

Xy -
B) Calculer lim 1=€)SNX.

X -0 X+X3

C) Calculer lim (2x° = 3x + 1) tan(Tx) .

X -1/

D) Caculer lim (tanx)(tan2x).
X - T/2

E) Calculer lim 1n{cosax)

avec a et b réds.
x - 0 In(cosbx)

1-sinx

X
1-

e

définie par
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X X
F) Caculer lim 2 ;b avec a, b [01]0;+0o[
X -0

lll. Intégrale

A) Calculer Jxlnxdx sur son domaine de définition.

B) Calculer Jln(x +Ja + x2)dx sur son domaine de définition.

C) Sachant que J,, = , trouver une relation de récurrenceentre J, et J,_, . Calculer J,, J
n (l 2)n n n-1 1 v2
+1

a\]3-

sur son domaine de définition.

D) Calculer | o

2 2
a X

dx

————— surson domaine de définition.
(a—x)(b-x)

E) Calculer J

2
F) Calculer Jx—dx sur son domaine de définition.
(1+X)%(1-%)°

2
G) Calculer J'(—S-'—g—o%e—(-@ sur domaine de définition.

H) Calculer JE)TEI]I?%&(_B sur son domaine de définition avec D > R.

I) Caculer J(tane)zde sur son domaine de définition.

3) Calculer | (sinB)3(cosB)?dd sur son domaine de définition.

IV. Equation différentielle

A) Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation y'(x)—y = X Quelle est la solution
correspondant alaconditioninitidley = 0 pour x = 0.

B) Déterminer |’ ensemble des solutions de I’ équation y'(x) + By = Asin(wx) . Quelle est la solution
correspondant a la condition initialle y = 0 pour x = 0. En déduire la solution compléte pour A = 6,

B= /3etw=1.

C) Résoudre I’ équation y"(x)—wgy(x) = 0 avec w, ree. Que devient la solution générale si
W, = 2 et s les condition initiales sont telles que pour x = 0, onay =y, et y'(0) = 0. Intégrer
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I équation différentielle y" (X) + way(x) = O.

D) Résoudre |’ équation y" (x) — 4y(x) = 4x? en utilisant |a méthode de la variation de la constante.

V. Etude de fonction

1
A) Etudier la fonction f, définie par f(x) = (x—1)ex_3. a) Domaine de définition, continuité et
dérivabilité b) Parité c) Limites aux bornes du domaine de définition d) Branches infinies €) Dérivée f)

Tableau de variation g) Tracé de la courbe.
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TDs 2005-2006 : Fonction a plusieurs variables réelles

l. Continuité et limite

Rappel : pour que lim f(x,y) existeil faut que cette limite ait la méme valeur quelle que soit lafagon
- Xo

Y-Yo

dont (x,y) tend vers (Xy, Yo) -

XC+2y, (% y)#(L,2)
0, xy) = (12

a) aunelimitequand x - 1 ety — 2, b) est continueen (1, 2).

A) Dé&erminer si f(x,y) = {

B) Etudier la continuité au point (0, 0) delafonction de R® dans R définie par

f(x,y) = {xyln(x2+y2), (xy)#(0,0)
0, (xy) = (0.0)

C) Etudier lacontinuité au point (0, 0) delafonction de R® dans R définie par

fxy) = | YINYD, - (xy)#(0,0)
| 0, (xy) = (0,0)

D) Etudier la continuité au point (0, 0) delafonction de R® dans R définie par

CHY (0 y)#(0,0)
X y) =1 iay® =
0, (xy) = (0,0)

E) Etudier la continuité au point (0, 0) delafonction de R® dans R définie par
V-1

(% Y) =1 X+y?

0, (xy) = (0,0

(x,y) #(0,0)
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[I. Dérivées partielles

Pour chacune des fonctions définies ci-dessous, e domaine de définition est demandé.

A) Si f(x,y) = 2x2—xy+ y2, calculer af/dx, 0f/ 0y en x, et y, directement a partir de la définition
de la dérivée partielle d’ une fonction a deux variables.

- xy/(x2 + yz) si (x,y)#0 : .
B) Soit f(x,y) = ’ . Démontrer que &) f,'(0, 0) et f,’(0, 0) existent, mais
0 sinon

queb) f(x,y) est discontinue en zéro.

C)Sif(x y) = X’y+ €Y, caculer f,, £ f )y et

D) Montrer que U(x,y,2) = 1/ N y2 +7° avec X, Yy et z différents de zéro satisfait I’ équation aux

derlveespartlellasdeLaplace(-3-—l-J2-+a L2J o L2J 0.
ox~ oy 0z
E) S f(x,y) = X arctan(x) caculer —— o’ en(1,1).
axdy '

F) Lacapacité d’' un condensateur plan est donnépar C = €S/d ou S est lasurface del’armature, € la
permittivité du diélectrique et h la distance entre les deux armatures. Calculer la variation de C, notée
AC, lorsgue € et d subissent respectivement des petites variations Ae et Ad.

[ll. Différentation des fonctions composées

A) Si x(p, ) = pcosy, y(p, ) = psing avec p>0 et ¢ [0;2m], montrez que V(X, y) de classe

200 - (2 XY

B) Montrer que z = f(x y),ou f est différentiable, vérifie x(ax) =2 (23

ct verifie

_ oY _ _20°Y
C) Démontrer que Y = f(x + at) + g(x— at) satisfait larelation — = a

> ——z,oufestgsontdeux
ot 0X

fois dérivables et a une constante quel conque.

On considere une fonctlon a deux variables f(x,y) de classe c' de D; dans R. Soit les fonctions
u(x,y) et v(x,y) declasse C' est définie de D; dans R. Calculer a) ladifférentielle totale df de f selon
(x,y), b) ladifférentielle totale of de f selon (u, v) . Conclure.
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IV. Intégrale Curviligne

Rappel : Une forme différentielle P(x, y)dx + Q(x, y)dy est dite exacte si les fonctions P et Q de

1 g . 0P _ 0Q - _ _ of of
classe C™ vérifient la relation 3y - oax On écrit alors Pdx+ Qdy = df = ade+ aydy. L'intégrae

curviligne s’ écrit alors pour une courbe ouverte
[ PO y)dx+Q(x,y)dy = [ df = f(B)-f(A).
AB AB
(1,2)
A) Calculer I’intégrale curviligne J (x2—y)dx+ (y2 + x)dy lelong @) d’'une ligne droite joignant le
(0, 1)
point (0, 1) au point (1, 1) et ensuite de la ligne droite alant du point (1, 1) au point (1, 2) c) dela
parabolex = t,y = ?+1.

o7 2 > > 2.2 S X
B)S A = (3x"—6yz)i + (2y + 3xz)i + (1 - 4xyz")k, caculer IA [dr de (0,0,0) a (1,1,1) le
c
long des chemins suivants C :

2 3

ax=ty=t,z=1t".

b) Les segments de droite joignant (0, 0, 0) a (0, 0,1), puis (0,0,1) a(0,1,1) etenfin (0,1,1) a
(1,1,1).

¢) Laligne droite allant du points (0, 0, 0) au point (1, 1,1).

C) Caculer le travail effectué en déplacant une particule une seule foislelong d’une ellipse C dansle

plan xy, sachant que I'ellipse a pour centre I'origine, pour demi-grand axe et pour demi-petit axe,
respectivement 3 et 4 et sachant que le champ de force est donné par :

2 > 2,2 2. 3¢
F = (3x—4y+ 22)i + (4x+2y—-32)i + (2xz—4y" + Z7)k.

D) Cdculer J'yds ou ds = Jdx + dy2 le long de la courbe C donnée par y = 2./x de x = 3 &
c

X = 24.
(3.4)
E) Démontrer que J (6xy2 - y3)dx + (6x2y— 3xy2)dy est indépendant du chemin joignant le point

(1,2)
(1, 2) aupoint (3, 4) et calculer aors de deux fagons différentes cette intégrale.

F) Calculer §(x2ycosx + 2xysinx — y2€)dx + (x’sinx — 2ye’)dy sur ' hypocycloide

2/3 2/3 2/3
X .
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V. Intégrales doubles

A) Tracez le domaine D du plan xy délimité par les courbes y = X, X = 2, y = 1 et caculez
Iintégrale double [ [ (x* + y*)dxdy .
D

B) Calculer I'intégrale ”(2x+y2)dxdy ou D est le triangle délimité par les axes et la droite
D
d équationy = —2x+ 2.

C) Calculer I’intégrale”e”ydxdy sur lelosange x| + |y < 1.
D

D) Calculer ”A/xz + yzdxdy ou D est ledomaine du plan xy limité par X+ y2 = 4etx’+ y2 =9,
D

E) Calculer I'intégrale _|' J g (X (By* D) gy gy avec o et B différents de zéro.

F) Calculer ”(x2+y2)dxdy ol D est le domaine du plan xy ddimitépar X’ —y* = 1,x°—y* = 9,
D

Xy = 2exy=4.

VI. Extrema

A) Ecrire le polynébme de Taylor dordre 2 en (0,7/2) de la fonction définie par
f(x,y) = e'sin(x+Yy).

B) Trouver les points stationnaires ou critigues de la fonction définie par
f(x,y) = x* + 14x2y2—7y4—4x+ 6.

C) Trouver les maxima et minimarelatifsde f(x,y) = X2+ y3 —3x—12y + 20.

D) Sot une boite rectangulaire d’' un volume de 32 m°. Quelle doivent étre ses dimensions pour que la
surface totale soit minimale?
VII. Equations aux dérivées partielles

On cherche a déterminer, s elle existe, lafonction F(x, y) définie de R® dans R vérifiant I" éguation
aux dérivées partielles
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On considére le changement devariablesu = x+ay et v = x+ By ou a et 3 sont desnombresréels
distincts dont la valeur sera fixée ultérieurement. On déefinit la fonction F; par

Fl(U(X, y)v V(X! y)) = F(Xv y) .

A) Calculer les dérivées premiéres et secondes de F en fonction des dérivées premiéres et secondes de
Fl .

B) b) Montrer que F; vérifiel’ équation aux dérivées partielles suivante :
1 20 O°F,y 1 2p° 62F1-+ 2-4 O°F, _ 0
(1-a- O()W_( -B- B)W (2-4aB-a-P)5== = 0.
C) Déterminer a et B distincts pour que I’ éguation ci-dessus se raméne a

o°F,

D) En déduire les solutions de (E1).

E) En déduire les solutions de I équation initiale.
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique :
Analyse", lundi 24 novembre 2003, durée 1H30

l. Intégrale d’'une fonction a une seule variable (10 points)

0

A) Calculer |, = JeXAll— e"dx en justifiant son existence. On pourraposer t = €. (2)
-1
1
B) Calculer 15 = J(1+ xz)All—xzdx en justifiant son existence. On pourraposer x = sint. (2)
-1
W4
_ tanx . .
C) Calculer |- = dx enjustifiant son existence. (3)
1+ cosx
0
1
3 2
_ . X +2x+1 . . .
D) Caculer I = J'f(x)dx ou f(x) = ————— enjustifiant son existence. On pourra décomposer

X +x+1
0

X
2

= arctan(x) + cste.

f comme f(x) = ax+b+g(x) ou a et b sont des réels. On rappelle quej d
+

1+X

©)

II.  Equation différentielle (3 points)

A) Soit I’ égquation différentielle (E) suivante : x%—i —y(x) = In(x) avec x> 0. Donner un «nom» a (E)

et larésoudre en utilisant la méthode de la variation de la constante.
[ll. Développement limité et limite (4 points)

A) Calculer le développement limitéen 0 al’ ordre 4 de f(x) = —— . (2)
SNX

2 .
B) Cdculer lim =20X (9
X -0 X—98nx
Rappels: 3 5 2n+1
- _ _X_ X__ 43N X 2n+1
sinx = X 3!+5! .o+ (-1) (2n+1)!+o(x )
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(1+x)% = 1+oax+ a________(al—l)xz+ . a(a—l)..hgm—n+ Dy

5 +0(x")

IV. Probleme : résolution d’un équation aux dérivées partielles (8 points)

On cherche a déterminer, si elle existe, la fonction F(x,y) définie de R® dans R (espace des réels)
vérifiant |’ équation aux dérivées partielles
°F 0°F O°F
— -
0X

a_yZ_axay -
On considérele changement devariablesu = x+ay et v = x+ By ou a et 3 sont desnhombresréels
distincts dont la vaeur sera fixée ultérieurement. On déefinit la fonction F; par

Fl(U(X, y)! V(Xv y)) = F(X! y) .

A) Calculer les dérivées premiéres et secondes de F en fonction des dérivées premiéres et secondes de
Fri- (3

B) Montrer que F, vérifiel éguation aux dérivees partielles suivante :
2 2 2

2 0°F; 2 0°F; 0°F;
(1-a-2a )W_(l_B_ZB )W+(2—40(B—0(—B)m =0.(2

C) Déterminer a et 3 distincts pour que I’ éguation ci-dessus se raméne a
———ZFl = 0 (E1). (1
auav - ( )( )

D) En déduireles solutions de (E1). (1)

E) En déduire les solutions de I" équation initiae. (1)
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique :
Analyse", jeudi 4 décembre 2003, durée 1H30

l. Intégrale d’une fonction a une seule variable (8 points)

xInx

dx et lacaculer. On pourraposer X = X et
(1+x)

A) Donner le domaine de définition de f(x) = _|' 5

effectuer une intégration par partie. (3)

B) Donner le domaine de définition de f(x) = [

X +4
dx
J1+x

et la caculer. On rappelle que

5 = arctan(x) + cste. (2)
b
C) Calculer I¢ = |

a
éléments simples. (3)

dx
x(1+ x)2

en judtifiant son existence. On pourra décomposer I'intégrande en

[I.  Equation différentielle (4 points)

A) Soit I'équation différentielle (E) suivante : g—ixz— y(X)(1+x) = 0. Donner un «nom» a (E) et la

résoudre en utilisant la condition y(1) = 1/e.(2)

X

B) Soit I’ équation différentielle (E) suivante : g—z(lxz ty = x’€”* avec x # 0. Donner un «nom» a(E) et

larésoudre en utilisant la méthode de la variation de la constante. (2)

[ll. Développement limité et limite (4 points)

A) Calculer le développement limitéen 0 &1’ ordre 4 de f(x) = L (2
COSX

1
2

B) Calculer |im(i—
x- 0" (dnx)

2) .

X3 X5 2n+1
Rappel : sinXx = X—=+=—

3" 5l "'+(_1)n(2n+1)! .

+0(x
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2 4 2n
X

X~ X 2
COsX = 1-Z+ 70— ...+ (—1)”(2n)! +o(x™").
(1+X)a — 1+ ax+ 0((0(2|— 1)X2Jr i a(a—l)..hgm—n+ 1)Xn+o(xn)'

IV. Dérivées partielles (4 points)

Soit la fonction f(x,y) = L de R® dans R (espace des réels) avec X+ y2¢ 0. On effectue
X +y
alors le changement de variables x(r, 8) = rcosB et y(r,0) = rsin® avecr #0 et 6 O R. Caculer les
dérivéespartiellesg; et gg enfonctionde x et y.
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique :
Analyse", mercredi 28 janvier 2004, durée 50 mn

l. Analyse vectorielle (9)

. < — . > 3 > > >
A)S f = 1In(r) ou r>0, caculer alors gradf en fonction de r ou r = xex+yey+ze; et

= lfl = S22 3

— —
B) A partir des définitions en coordonnées cartésiennes du rotationnel rot et du gradient grad,

—_— —> > N i 2
montrer que rot(gradf) = 0 ou f(x, Y, z) est unefonction de classe C". (3)

H
C) A partir des définitions en coordonnées cartésiennes de la divergence div et du rotationnel rot,
—— >
montrer que div(rotF) = 0 ou F est une fonction vectorielle dont les composantes { F,, Fy F,} sontdes

fonctions de classe C? | (©)]

II. Intégrale curvligne (5)

A) Soit C un cercle derayon a et de centre al’origine. Soit I' le chemin parcourant une fois le cercle

C dans le sens trigonométrique. Calculer alors|’integrale curviligne |, = j;ydx + (x2 + yz)dy. (3)
r

B) Calculer P(x,y), afin que I'intégrale curviligne pP(x, y)dx + (x* +y*)dy soit nulle oil T est un
r
chemin fermé quelconque. (2)

[ll. Intégrale double (6)

A) Calculer 15 = J'dy{J'xzexp[—(x2+y2)2]dx] en utilisant le systéme de coordonnées polaires

0 0

(r,0).
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique :
Analyse", vendredi 8 octobre 2004, durée 1HOO

l. Intégrale d’'une fonction a une seule variable (10 points)

Cdculer F(x) = jf(x)dx, ou f(x) = 1 avec a> 0. On pourra considérer troiscas :

ax +bx+c

A) Casa: lediscriminant A b’ —4ac>0 (4 points).

b®—4ac = 0 (2 points).

B) Casb: lediscriminant A

C) Casc: lediscriminant A b’ —4ac<0 (4 points).

II.  Equation différentielle (6 points)

X I

Soit I’ équation différentielle (E) suivante : y’(x)x2 +y = x’e”* avec x # 0. Donner un «nom» a (E) et
larésoudre en utilisant la méthode de |a variation de la constante.

[ll. Développement limité (4 points)

Calculer le développement limitéen 0 al’ ordre 4 de f(x) = —— . (2)
SnNX
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique :
Analyse", lundi 15 octobre 2004, durée 1H30

l. Intégrale d’une fonction a une seule variable (7 points)

Dans cet exercice, on cherche a calculer une primitive de la fonction f définie par
f(x) = 1/(a+bxtanx),ou a et b sontdesréelset b# 0.

A) Donner le domaine de définition, D, de F définie par F(x) = Jf(x)dx. (1 point)

B) En effectuant le changement de variable t = tanx, exprimer F enfonctionde t. (1 point)

C) A I'aide d’ une décomposition en élément simple, montrer que F(t) peut s écrire:

1 2r 1 1 t .
F(t) = b dt+a dt —b|——dt]. (3 points)
a2+b2( J.a+bt J.1+t2 J.1+t2 )

D) En déduire F(t) . (1.5 point)

E) 5) En déduire F(x). (0.5 point)

II.  Equation différentielle (4 points)

Soit I’ éguation différentielle (E) suivante: y(x) +y'(x)x = In(x) avec x> 0. Résoudre (E) en utilisant
laméthode de la variation de la constante.
lll.  Développement limité (3 points)

Calculer le développement limitéen O al’ordre 3 de f(x) = exp[2sin(X)].
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IV. Rotationnel et intégrale curviligne (6 points)

Soit le champ de vecteur défini dans le corps des réels par
Fy = ycos(z), Fy, = xcos(2) et F, = —xysin(z).

— > .
A) Montre que rotF = 0. (2 points)
B) En déduire lafonction scalaire f(x, y, z) associée. (3 points)

(3,1, m)
— >
C) Endéduirel’intégrale curviligne | = _|' (rotF) [d? oudr

(0,0,0)
I quelconqgue. (1 point).

4 > > > .
F(X! y1 Z) = erx+ FyeX + FZeX ou

4 4 rd
= dxex + dyex + dzex sur un chemin
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique :
Analyse", lundi 24 octobre 2005, durée 1H30

l. Intégrale (4 points)
soit F(x) = Jf(x)dx,ou f(x) = tanx/[l+(cosx)2].
A) Donner le domaine de définition de F, noté D

B) Caculer F(x).

. Développement limité (4 points)

Calculer le développement limité de la fonction f(x) = In(-—jlr-— au voisinagede O et al’ordre 3. On
donne les dével oppements limités en zéro et al’ ordre n suivant':

I—i—;( = 1-x+x2— ...+ (=1)"x"+ O(x")
= X2 X3 n+1xn n
In(1+x)—x—2+3—...+(—1) n+O(x)

[ll.  Equation différentielle (6 points)

Soit I’ équation différentielle suivante :
y'(X) + 4y(x) = 16xe”™ (E).

A) Donner un "nom" a(E).

B) Résoudre (E); pour le calcul de la solution particuliére, on pourra utiliser |e tableau en page 24 du
cours.

IV. Probleme (6 points)

> > - >
Dans|'air (assimilé au vide), les champs électrique E = E(X, Y, z, t) et magnétique H = H(X,y, z t)
vérifient :
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> o -
H
[OLE = —uo%'; (1) divd = 0 (3)

o e >
rotH = SOE (2) dive = 0 (4)
ou Y, est la permésbilité magnétique du vide et €, la permittivité diélectrique du vide. Ce sont des
constantes.
A noter que les questions A), B) et C) sont indépendantes.

A)En prenant le rotationnel de [I'éguation (1) e en utilisant la relation

— —> > — > >
rot(rotF) = — [2F + grad(divF), montrer que E vérifie’ équation de propagation suivante :
9
> °E _ 2
ot?

9
B) En supposant que E(X, Y,z t) = E, (XY, z)exp(j wt)?ex, montrer que I'équation de propagation
devient
o°E, 9°E, O°E,

+
2 2

2 2 2
+ Kk E, = 0 avec ky = HpEqw .
0X ay2 07 o ° o0

C) En supposant que E, (X, Y, z) = Eocos(%y) exp(—jBx) avec E, constant, en deduire al’aide de la

question B) une relation entre B et (ky, a),ou >0 et E, #0.
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique :
Analyse", mardi 24 octobre 2006, durée 1H30

l. Equation différentielle (6 points)

Soit I’ équation différentielle suivante :
y'(x) + 4y(x) = 166™x (E).
A) Donner un "nom" a(E).

B) Résoudre (E); pour le calcul de la solution particuliére, on pourra utiliser |e tableau en page 24 du
cours.

[I. Développement limité et limite (5 points)

1
A) Calculer le développement limitéen 0 al’ordre 2 de f(x) = (1+x)*. (3)

. 1 1
B) Calculer | = - (2
) cuerxlino(x2 (sinx)z) 2

Rappels:
X X2 Xn n . X3 X5 n an+ 1 2n+1
e :1+X+§+...+H+O(X),SIHX:X—g‘*‘a—...*‘(—l)m‘*‘O(X ).
2 3 n
X X nX n
+ =X—=tz—-...+t(-1) =+ .
IN(1+x) = X 53 (-1 - o(x")
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[ll. Intégrale curvligne (5)

2 2
A) Soit I le chemin défini par ' = {(Z_Xa) + g) =1,x20,y= O}. Représenter le chemin I' dans

le repére cartésien (x, y) . Calculer alorsI’intégrale curviligne 1, = j;ydx + 2xdy. (3)
r

B) Caculer P(x,y), afin que I'intégrale curviligne j;P(x, y)dx + (xcosx + yz)dy soit nulleou I est
r
un chemin fermé quelconque. (2)

IV. Intégrale double (4)

Calculer 13 = de[]xzexp[—(x2+y2)2] dx} en utilisant le systéme de coordonnées polaires (r, 9) .

0 0
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