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Définitions 5

CHAPITRE I

Fonction d’une seule variable réelle
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6 Limite d’une fonction
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Théorème 1.16 '�� ���������������������(�������"��%�!���������������%����� #������� ������	��������
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Tableau I.2 �������������  ���

I.4.3 Développement limité

Théorème 1.19 9�� �������2�;�����'�� ����� �������"��%�!������%������-����� #�������������� �����
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I.5 Calcul intégral

I.5.1 Intégrale définie

Définition 1.16 ���"-����� �"������� '���� ��� �(�� ������"� � ���� ������� ��� ������ ���(� ������� � ���

���!����������������%��� ���� �B C��&�%�����������- ���� �������������- �����$�����������

���������!������������!����������������%��� #� #� #� ����������"����������!�������� #� #� #�

����"�����������%� ������������������%������ #� #� #� ��H�����"����� �������������

��������� ������������	��������� 7�������������!������� #���������������%������ �

Figure I.3 �������	��'��������� ���������

)������������� #�����������������  �� �B�������������	

�����3��
�C�0

B���C

�%��� #� ���� ������� �����������������(����#���� ������� ������%���

������������������������� ���������-����� ���������%����L"������������"�������� ������������ ����

�������%����������"-������� 7��������"�����0

# B���C

�+� � ��� � ����� ���� �	���� B���"������� ��� ���"������C� �����"-������� ��� � ��� �
��� ���������� 

�����"-�������

?�������������"���������������!����������������"�����������!�� �����"�������%����������������� �

Figure I.4 #���������	�����"�!����'��������� ���������
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&����������#������� ������� �� ��������"���� �����"����������������������-���������-���

��������������� ��&������������+� ������������#������  �� �����"����������%����������	�"�����

������������ ����� ��� ��"����� #����(�� ������������������"�������� ���� ���������� #

����� ������� ������������������
���$������������� ����� �

I.5.2 Propriétés générales des intégrales définies

'�� �������������������"���������������������� �B C#������

� B��	C

�������� ������� ��������"-��!������� ���� #������0

� B��NC

'�� ������������������#���������"�����

B���C

&������������+������������� ��������������� �����#��������������%� ���

���� � B��
C

'�����(����������� ���� ���������"-��!�������� �������0

� B����C

Définition 1.17 I�����������������"-����������� ���%���.������������� ���%����������������� ��"��������
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Théorème 1.20 '�� ������������ ���%����� #�������0� �

I.5.3 Méthodes usuelles d’intégration

'�� ��� �"��� �������� ��� � ������ ���� �  "�����#� ��� ����-� ���� ��� %����!��� � �%��

���������������$�0

# B����C

�+� �����:���������� ���%����������<�����������"-������!���"��������0

��%��� � B����C
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#������0

� B����C

Exemple 1.14 +� �� ��� ��+� �� ���������
��������� ��	��� �

I.5.4 Méthodes spécifiques d’intégration

I.5.4.1 Intégration des fonctions rationnelles
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Cas où  possède des racines simples réelles

&������������+����� ��������� ���� ��������
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Exemple 1.15 ,	�����!��� $���
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Cas où  possède une racine multiple réelle
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��%��� � B����C

Exemple 1.16 ���	
�	���� �� � �
���� ��
� ���  �� �	���	� � ��� �� �������� ��

���
������

Cas où  possède des racines multiples réelles
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Cas où  possède des racines simples complexes

'�� ��� ���������������	
� �������
� ��#�������������!��-������ �������/�-�"������(�$����(�

<���� ��������� #�����"�� ��������������������������� �

� B���	C

����"�" �������������  ������������"��� �
������
� ���������	������2����&���������������"�����

� � B���NC

<�������"�������������-� �������%����!��� ��+� ���������$

� B����C

����

��%��� � B���
C

Exemple 1.17 +� �� ���������
��������� �

&�����������-"�"���#��+���"�������� �����:���$����������������������"����������� ���(��#���

�"�� ������������������� !�������������"�� ������������"�"�������

5

� ��3( )

********************* ��
 +

� ��3( )� 
3

� 
3
****************************84 
 �≠

� �( ) � � �3( )�⁄4

�

8 ��{ } � �( ) �4 ,

3 �( )
� �( )
************

5


� �3( )

*********************


 �4


 ,4

	
 �4

 84

	4

5
{ } �

5


�

� �( ) �4

8 �� α� �β�84 �� α� �β�34,{ }

3 �( )
� �( )
************

5�� 6�8

� ��3( ) � ��3( )
***********************************

� �4

� 84

	
5�� 6�8

�
� α�

� β�

�
8 ��α�38

***********************************************

� �4

� 84

	4 4

�
� α�

� β�

�
8 ��α�38 � α�3( )� β�

�
8 β�

�
�

� α�3

β�

*************
� �
� �

�

84 4

� � α�3( ) β�⁄4 �� �� β�⁄4

3 �( )
� �( )
************ ��


�

β�

****
5� �β� α�8( ) 6�8

� �
�

8
**************************************** ��
 5�

� ��

� �
�

8
*************


5�α� 6�8

β�

********************** ��

� �
�

8
*************
84 4

3 �( )
� �( )
************ ��
 +

5�

�
***** � �

�
8

5�α� 6�8

β�

**********************��� �( )���8��84 �
� α�3

β�

*************4

� �
�
��3 �8( )⁄

� �( ) �4



Chapitre I : Fonction d’une seule variable réelle

17

I.5.4.2 Intégration des fonctions trigonométriques

Fonction rationnelle en sin(x) et cos(x)

�������"-�������������������� �

# B����C

�+� ���������������������������������������������������������%������B�:-������1�����C������%"����"���0

*� #��������� 7

*� #��������� 7

*� #��������� 7

&�������O���-"�"����#�����������/����������!����������������������-� �������%����!��� �

H�  �� #� ���� #��������� :���������$�

�����"-���������������������������������� B����C

Exemple 1.18 +� �� ���������
��������� ������ ����������
��"	����9� ���2� �����6�	�"������

�	���� �

Fonction rationnelle en tan(x)

&�������������������0

��%��� B����C

Intégrales de la forme  avec  et  entiers positifs

*�'�� ���� ������������0�������"���������(�������������(��� ���� �������������������������

����������������� ������������ ��<��������%���������� #� �-������������������������� �������A����������

�����-������<������

*�'�� ���� ������� ������0������ �� ����#��������� ��<���� �� ����#��������� �

Exemple 1.19 +� �� ��� �����
��������� �

I.5.5 Intégrales généralisées
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��(����� B����C

*�'����������0��������%����������"-�����������������

�����"-����� #� ���� ���������%��-��������������������������������%� ����0

#� ���� ��(������� B����C

Exemple 1.20 +� �� ��� '������ �� �

I.5.6 Intégrale fonction d’un paramètre

Définition 1.19 ���"-����������������������� :�����?������"-������"�������������� :���� �B���"�������

������%����!��������"-������� C��������������"����������������� �

� B����C

'�� ������������������������������������ ������� ��(����#�������0

� B���	C

&����� , �� ���:��������"-�������� ����� ���"�����0

� B���NC

Exemple 1.21 ,	�������������������!�� ������ ���� �

I.6 Equation différentielle

Définition 1.20 A������������"������������� *�: ��������� .����������"������������"������������� *�: �

�����#�%"����"������������������� #����������������������� ��0

� �( ) ��

�

� ε3


 � �( ) ��

� ε8

�


8

� �
� �
� 
� �
� �

ε �→
�� 

� �( ) ��
�

∞

 � �( ) ��

∞3
�


 � �( ) ��
∞3

∞



� �( ) ��

�

�



� ∞→
�� � �( ) ��

�

�



� ∞3→
�� � �( ) ��

�

�



� ∞→
� ∞3→

�� 

��

� �3�
****************

�

�




�

�

� �( ) � � �,( ) ��

�

�


4

� � �,( ) � �,( ) � �∂⁄∂

�′ �( ) ��

��
*******

� � �,( )∂
�∂

****************** ��

�

�


4 4

� �( ) � �7[ ]

� �( ) ��

�

�


 � � �,( ) ��

�

�


 ��

�

�


 � � �,( ) ��

�

�


 ��

�

�


4 4

�


��3( ) ���(�

�

∞



M

�
 �8
************4 � �>  � � � � …, , , ,4

 

� �( )



Chapitre I : Fonction d’une seule variable réelle

19

# B����C

�+� ��������%����!������"���������

.�� �������� �	 ���	� ��� ���"-����� ��� ��"�������� ����"���������� ������ ��������� � ���� %"�����

��"�������� ��"�"�����7� ��� ��������� -"�"����� ���� ���� ��������� � �� ��������

�	������� ������������� H��� ����������� ����� �"��� ��"��� ���� ���� �	����	�� ������� �2���� ���� ����� ���

%������������������ #� #� #� ����������%����������"����� 7���� #���������������

������������	����	������� ���

&������#������������"��������"��%"��� ������������ ������-�"���������� ���������������������

�������������"������������"������������������� �������

I.6.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

1. Equation de la forme 

������ !�������������������������"����

#��+� ���������������������!�������� B���
C

2. Equation à variables séparables 
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#����+� � B����C

Exemple 1.22 �������� '�!����	�����������  �� �

4. Equations linéaires à coefficients variables

Définition 1.21 ?���"������������"�������������"����������� ����������$��������������%����!���������"���������

� B����C

&��������������%����#��+� ����������������#���"����������"�"������������������ ��0

��%��� ���� � B���	C

� �"��-��� ��� ���	�� 
�
���� ��� ��"�������� �	
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A����������������"���������������"������������"�����������	
� 2��#����%�����0

� B����C

H�  �� �%"��������"���������� �-:��#������0� ������ ������

#����+� ��+� ���������������������!�������� B����C

)����

� B����C

������������-"�"�������������

��%��� �B����C

Exemple 1.23 3��	����� '�!����	�����������  �� �

I.6.2 Equation différentielle linéaire du second ordre

Equation de la forme 
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Equation de la forme 
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����%����!����"������"����!���#���������"������0

# B��	�C

����

��%��� � B��	�C

Equations différentielles linéaires à coefficients constants

Définition 1.22 ������ ��-"�"�����������"������������"�������������"���������������������$�������������

������������"�����0
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CHAPITRE II

Fonction de plusieurs variables réelles

II.1 Fonctions de deux variables

Définition 2.1 9�������� ��� ���(� %����!����� .�� ���� ���� � ���� ���� ��������� $� ���(� %����!���� #�

����������������������������������$������������������ !��� #� �����%������ �
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��������������� ��(�����

Exemple 2.2 �	��� ���	
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II.2 Fonction de trois et plusieurs variables.
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�C���������� ������������������������ ������������������"-����$� ��

P�������������� ���������������������������������%"����"�#��������������������������	�������������� �

������������� , ������������������������������������-������� !������%����!����
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II.5 Dérivées partielles
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� B���C
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Propriétés : cas où la courbe  est fermée
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������ ������������������ �

II.9.2 Calcul des intégrales doubles

En coordonnées cartésiennes
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Autres repères : théorème du changement de variable

H����"��: �������������������"-��� ����$��������������$�����������%����!����
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II.9.4 Calcul des intégrales triples

En coordonnées cartésiennes
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Autres repères : théorème du changement de variable
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CHAPITRE III

Champs scalaire et vectoriel - Opérateurs 
différentiels

III.1 Champs scalaire et vectoriel
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� B����C

III.5 Rotationnel
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III.8 Opérateurs en coordonées cylindriques et sphèriques
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Tableau III.1 ��������	������	����������
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Opérateur divergence
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CHAPITRE IV

Courbes paramétriques dans le plan et dans 
l’espace
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TDs 2005-2006 : limite, développement limité, 
intégrale, équation différentielle d’une fonction d’une 

seule variable réelle

I. Développement limité

A) A��*����(����������%������-������#��������"-����"� �

B) &������ ��� �"%������ ���� �� ��"� ��� �� $� �������� �� ��� ��� ��������� � �"������ ���

���� ���� �

C) "������������"-����"����%���������%�����0� �

D) H������������"%������ ������ ��"������$�������������� �

E) H������������"%������ ������ ��"������$�������������� �

F) H������������"%������ ������ ��"������$�������������� �

G) H������������"%������ ������ ��"������$�������������� �

II. Limite

A) H�������� �

B) H�������� �

C) H�������� �

D) H�������� �

E) H�������� ��%��� ���� ��"����

�

� � �
�

33
********************** � � �

�
	 �

�( )8 8 84

�

� �( ) � �
�

� �⁄( )���8���4 � �≠ � �( ) �4

� �( ) �( )��� � �
�

8( )⁄ � �3 	 �
�( )84 4

� �( ) � �
�
�3( )⁄4

� �( ) ����

� ����3
*******************

�

� �3
***********
� �
� ����34

� �( ) �
����

4

� �( ) � �8( )
�

�
***

4

� ����3

� � �3( ) ��( )���
***************************************

� �→
�� 

� �
�

3( ) ����

�
�

�
�

8
*****************************

� �→
�� 

��
�
��3 �8( ) π�( )���

� � �⁄→
�� 

����( ) �����( )
� π �⁄→
�� 

�����( )��

�����( )��
*************************

� �→
�� � �



74
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TDs 2005-2006 : Fonction à plusieurs variables réelles
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II. Dérivées partielles
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IV. Intégrale Curviligne

I������0�?������ ������"���������� ���������������������������������� ���� ���

������� �%"�������������������� ��.��"����������� �������"-����

���%���-�����"������������������������!����%����

� �

A) H�������������"-��������%���-��� �������-��C���������-����������/��-�������

������ ���������� ��������������������-�������������������������� ���������� ��C������

����!���� #� �

B) '�� #� ��������� � ��� � $� � ��

���-�������� �������%�����H�0

�C� #� #� �

!C�������- ���������������/��-����� �$� #������ �$� ���������� �$

�

�C������-��������������������������� ���������� �

C) H��������������%�����������"�����"���O���������������������������������������-��������������� ��������

����� #� �������� ���� ���������� �� ����� ������� �����-���#� ����� �� �*-����� �(�� ��� ����� �� �*������ �(�#

��������%� �������������������������������� �������������������"�����0

�

D) H�������� ��+� �������-�����������!�� �����"������ ���� �$

�

E) &" ����������� ��������"�������������� ���/��-�������������

���������� �������������������������(���O��������"����������������"-�����

F) H�������� � ���� ���;���;���]��

�

1 � �,( )�� = � �,( )��8 1 =

+
� ∂1

∂�
******

∂=

∂�
*******4 1�� =��8 ��
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V. Intégrales doubles

A) 2����L������ ����� ��������� ��"�� ��"�������������!��� #� #� � ����������L

�����"-��������!��� �

B) H�������� �����"-����� � �+� � ���� ��� �����-��� �"�� ��"� ���� ���� �(��� ��� ��� ������

��"�������� �

C) H�������������"-����� �������������-�� �

D) H�������� ��+� ���������� ������������� ��� ��"����� ���� �

E) H�������������"-����� ��%��� ���� �����"���������L"���

F) H�������� ��+� ���������� ������������� ��"�� ��"����� #� #

���� �

VI. Extrema

A) A������ ��� ���;�@ �� ��� 2�;���� �������� �� ��� � ��� ��� ��������� �"������ ���

�

B) 2���%��� ���� ������� �������������� ��� ���������� ��� ��� ��������� �"������ ���

�

C) 2���%������� �(� ����� ��� �������������� �

D) '�������!�V���������-������������%��� �������� ��P���������%����,���������� �������������������

�������������������� ��� ���F

VII. Equations aux dérivées partielles

.����������$��"��� ����#����������(����#������������� ��"��������� ������ �%"����������"�������

��(��"��%"�������������

�� �

� �� � �
�

4 � �4 � �4

�
�

�
�

8( ) �� ��

�
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�



 �

� ��3 �84

�
� �8

�� ��

�



 � �8 �≤

�
�

�
�

8 �� ��

�



 � �� �
�

�
�

8 �4 �
�

�
�

8 
4

�
α� �8( )� β� �8( )�83

�� ��

∞3

∞



∞3

∞


 α β

�
�

�
�

8( ) �� ��

�



 � �� �
�

�
�

3 �4 �
�

�
�

3 
4

�� �4 �� �4

� π �⁄,( )

� � �,( ) �
�

� �8( )���4

� � �,( ) �
�
���

�
�
�
N�
�

3 ��3 	8 84

� � �,( ) �
�

�
�
�� ���3 ��8384



�

� � �,( ) 3
�

3

∂��
∂�
�

********* �
∂��
∂�
�

********* ∂��
∂�∂�
************33 �4



81

.��������:����������-� �������%����!���� ���� ��+� ���� ������������ !�����"���

���������� ����� ��� %������ ����� ��("�� ���"������ ����� .�� �"������ ��� ��������� � ���

�

A) H�������������"��%"������ �:������������������� ������������������"��%"������ �:������������������
�

B) !C�K����������� �%"��������"����������(��"��%"�����������������%�����0

�

C) &"��� ����� ���� ����������������������"����������*������������ :���$

�BA�C�

D) A���"�����������������������BA�C�

E) A���"�������������������������"�����������������

� � α�84 � � β�84 α β
��

�� � � �,( ) � � �,( ),( ) � � �,( )4
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique : 
Analyse" , lundi 24 novembre 2003, durée 1H30

I. Intégrale d’une fonction à une seule variable (10 points)

A) H�������� ����/���������������(���������.��������������� ��+�,

B) H�������� ����/���������������(���������.��������������� ��+�,

C) H�������� ����/���������������(���������+,

D) H�������� ��+� ����/���������������(���������.����������"�� �����

���  �� ���� ���� �����������"�����.��������������� �

+,

II. Equation différentielle (3 points)

A) '������"������������"����������BAC����%�����0� ��%��� ��&���������=�� >�$�BAC

�������"����������������������� "������������%�������������������������

III. Développement limité et limite (4 points)

A) H������������"%������ ������ ��"������$�������������� ��+�,

B) H�������� ��+�,
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�

IV. Problème : résolution d’un équation aux dérivées partielles (8 points)

.����������$��"��� ����#����������(����#������������� ��"��������� ������ �B������������"���C

%"����������"����������(��"��%"�������������

�

.��������:����������-� �������%����!���� ���� ��+� ���� ������������ !�����"���

���������� ����� ��� %������ ����� ��("�� ���"������ ����� .�� �"������ ��� ��������� � ���

�

A) H�������������"��%"������ �:������������������� ������������������"��%"������ �:������������������
��+,

B) �K����������� �%"��������"����������(��"��%"�����������������%�����0�

��+�,

C) &"��� ����� ���� ����������������������"����������*������������ :���$

�BA�C��+�,

D) A���"�����������������������BA�C��+�,

E) A���"�������������������������"������������������+�,
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique : 
Analyse" , jeudi 4 décembre 2003, durée 1H30

I. Intégrale d’une fonction à une seule variable (8 points)

A) &����������� ���������"������������ �����������������.��������������� ���

�����������������"-�������������������+,

B) &������ ��� �� ����� ��� �"��������� ��� � ��� ��� ���������� .�� ��������� ���

��+�,

C) H�������� � ��� /���������� ���� �(��������� .�� ������� �"�� ������ �����"-������ ��

"�" ������� ������+,

II. Equation différentielle (4 points)

A) '������"������������"����������BAC����%�����0� ��&���������=�� >�$�BAC������

�"��������������������������������� ��+�,

B) '������"������������"����������BAC����%�����0� ��%��� ��&���������=�� >�$�BAC���

����"����������������������� "������������%��������������������������+�,

III. Développement limité et limite (4 points)

A) H������������"%������ ������ ��"������$�������������� ��+�,

B) H�������� ��+�,
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IV. Dérivées partielles (4 points)

'���������������� ���� ������ �B������������"���C��%��� ��.����������

�������������-� �������%����!���� ���� ��%��� ���� ��H�����������

�"��%"�������������� ���� ���������������� ���� �
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�
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique : 
Analyse" , mercredi 28 janvier 2004, durée 50 mn

I. Analyse vectorielle (9)

A) '�� � �+� #� ��������� ������ � ��� ��������� ��� � �+� � ��

��+,

B) )� ������� ���� �"���������� ��� ��������"��� ����"�������� ��� ������������ � ��� ��� -�������� #

 ����������� ��+� ���������������������������� ��+,

C) )�������������"���������������������"�������"����������������%��-����� ������������������� #

 ����������� ��+� ������������������%���������������������� ��������� ���������

�������������������� ��+,

II. Intégrale curvligne (5)

A) '���� ����������������;��� ��������������$������-�����'���� ������� ��������������������������������

�����������������-��� "��������H�������������������"-��������%���-��� ��B�C

B) H�������� #���������������"-��������%���-��� �������������+� �������

��� ������ "�������������B�C

III. Intégrale double (6)

A) H�������� � ��� ���������� ��� �;��: �� ��� ��������"��� ��������

�
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique : 
Analyse" , vendredi 8 octobre 2004, durée 1H00

I. Intégrale d’une fonction à une seule variable (10 points)

H�������� #��+� ��%��� ��.���������������"��������������0

A) H�����0���������� ������ �B��������C�

B) H���!�0���������� ������ �B��������C�

C) H�����0���������� ������ �B��������C�

II. Equation différentielle (6 points)

'������"������������"����������BAC����%�����0� ��%��� ��&���������=�� >�$�BAC���

����"����������������������� "������������%�������������������������

III. Développement limité (4 points)

H������������"%������ ������ ��"������$�������������� ��+�,
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Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique : 
Analyse" , lundi 15 octobre 2004, durée 1H30

I. Intégrale d’une fonction à une seule variable (7 points)

&���� ���� �(������#� ��� �������� $� ��������� %��	 )��'���-�� ��� ��� ��������� � �"������ ���

#��+� ���� �����������"������� �

A) &����������� ���������"��������#� #���� ��"���������� ��B�	)����C

B) A��������������������-� �������%����!��� #��(��� ��� ���������������� ��B�	)����C

C) )���������������"�� ������������"�" ������ ���#� ����������� ��������"�����0

��B	)����&C

D) A���"������ ��B�
�	)����C

E) �C�A���"������ ��B�
�	)����C

II. Equation différentielle (4 points)

'������"������������"����������BAC����%����0� ��%��� ��I"�������BAC�������������

��� "������������%�������������������������

III. Développement limité (3 points)
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IV. Rotationnel et intégrale curviligne (6 points)

'���� ��� ��� �� ��� %������� �"����� ����� ��� ������ ���� �"���� ���� � �+

#� ���� �

A) K���������� ��B�	)����&C

B) A���"��������������������������� �������"���B	)����&C

C) A���"�����������"-��������%���-��� ��+� ����������� ��

�������������B�	)����C�
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� � �, ,( )

� � π, ,( )


4 �� ���� ���� �.��8 84

Γ



93

Epreuve du cours intitulé "Accueil scientifique : 
Analyse" , lundi 24 octobre 2005, durée 1H30

I. Intégrale (4 points)

����� #��+� �

A) &����������� ���������"������������ #����"� �

B) H�������� �

II. Développement limité  (4 points)

H������������"%������ ������ ��"���������������� ����%������-����������$������������.�

�����������"%������ ������� ��"�����L"������$��������� ����%����0

III. Equation différentielle  (6 points)

'������"������������"�������������%�����0

��BAC�

A) &��������� �̂� �̂$�BAC�

B) I"�������BAC7����������������������������������������:��#�������������������������!����������-�������
������

IV. Problème (6 points)

&����������B���� ��"����%���C#�������� ���"���������� ���� �-�"������

%"��������0
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#

�+� ����������� "�!����"� �-�"���������%������� ������� ����%��"���"�������������%�����H����������

�����������

)�������������������������)C#�1C����HC���������.)�������&�

A) A�� �������� ��� ������������ ��� ��"�������� B�C� ��� ��� ���������� ��� ��������

#� ����������� �%"��������"����������������-���������%�����0

�

B) A�� ���������� ���� #�  ������� ���� ��"�������� ��� �����-�����

��%����

��%��� �

C) A���������������� ��%��� ���������#�����"������$�������������
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