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1 Propagation en espace libre

1.1 Equations de Maxwell

James Clerk Maxwell publie en 1864 un traité ou est relié I’ensemble des phénomenes
électriques et magnétiques, tout comme ’avait fait auparavant Newton en mécanique classique.
A Torigine, les équations formulées par Maxwell formaient un systeme de 20 équations a 20
inconnues. Réécrites sous forme vectorielle par Oliver Heaviside et Josiah W. Gibbs en 1884, les
équations mettent alors en évidence la symétrie qui existe entre les différents champs. Elles sont
données, sous forme locale, par :

rotH — %It) =J (1.1)
rotE + %? =0 (1.2)
divB = 0 (1.3)
divD = p (1.4)

Il est & noter que toutes les grandeurs figurant dans les quatre équations de Maxwell
dépendent & la fois du temps, ¢, et de la position R de coordonnées z, y et z.

La relation (1.1) est appelée équation de Maxwell-Ampere; en effet, elle a été établie par
Maxwell en généralisant au cas des régimes variables au cours du temps, les résultats qui avaient
été établis par Ampere dans le cas des régimes indépendants du temps (électrostatique!). En
régimes variables, il se crée un “courant de déplacement électrique” supplémentaire, i. e. %—?, da
a un déplacement d’électrons entre les molécules. L’équation (1.2) représente la loi de Maxwell-
Faraday?. Les équations (1.3) et (1.4)2 sont appelées les équations de Maxwell-Gauss magnétique
et électrique.

Pour plus de clarté, les grandeurs qui entrent en jeu dans ces équations sont rassemblées
dans le tableau 1.1. Nous avons conservé pour H ’appellation ancienne mais courante de champ
magnétique. Ainsi le couple (E, H) est appelé champ électromagnétique; les champs D et B

'En électrostatique, i. e. % = 0, le théoréeme d’Ampere indique que la circulation du champ magnétique H
sur un chemin fermé C' est égale a la somme des courants I qui traverse toute surface S s’appuyant sur C, soit
fo H - dl = I. En notant J la densité de courant électrique, nous pouvons écrire I = ffs J - dS. De plus, d’apres
le théoreme de Stokes, nous avons fC H-dl = ffs rotH - dS. Donc, V dS, rotH = J.

2D’apres la loi de Lentz, la f.e.m induite, e, due & une variation de flux, ®, s’écrit e = f%, ou ¢ = ffs B-dS
et e=§,E-dl= [[ rotE - dS d’apres le théoréme de Stokes. Donc, V dS, rotE = -9,

3L’énoncé du théoreme de Gauss conduit & ffSE -dS = Q/e, ou Q est la charge totale & l'intérieur de la
surface fermée S. D’apres le théoréeme d’Ostrogradski, nous avons ffs E-dS = fffv divEdV, ou le volume V est
délimité par S. En écrivant que Q = [[[ pdV ol p est la densité volumique de charge électrique, on obtient donc

vV dV, que divE = p/e.
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sont inclus pour rendre compte des relations entre le champ électromagnétique et la matiere

environnante.

Grandeur Nom Unité
E champ électrique V/m
H champ magnétique A/m
D induction électrique C/m?
B induction magnétique Wb/m?
J densité de courant électrique | A/m?
) densité de charge électrique | A/m?

TaB. 1.1 — Variables figurant dans les équations de Maxwell.

Dans ce manuscrit, les grandeurs en gras désignent des vecteurs
Les vecteurs notés avec des chapeaux, sont des vecteurs unitaires

Dans un probleme de rayonnement par des sources, les grandeurs inconnues sont les champs
vectoriels E, H, B et D et les grandeurs connues sont J et p. D’apres les quatre équations de
Maxwell, les 2 équations (1.3) et (1.4) sont scalaires, tandis que les 2 équations (1.1) et (1.2) sont
vectorielles, soit au total 8 équations scalaires. En fait ces 8 équations ne sont pas indépendantes?,
et le systeme est de rang 7. Pour que ces équations forment un systeme complet, il faut leur
adjoindre des relations constitutives qui tiennent compte des caractéristiques du milieu (vide,
matériau diélectrique ou magnétique, ...). En particulier, si le milieu est linéaire’, ces relations
constitutives relient respectivement D et E, B et H, J et E. Elles sont données sous la forme

D = [¢((R)|E (1.5a)
B = [u(R)|H (1.5b)
J=[o(R)E (1.5¢)

ou [e], [u], [o] sont, respectivement, les tenseurs de rang 2 (matrice carrée de dimension 3) de
la permittivité électrique, de la perméabilité magnétique et de la la conductivité électrique d’un

milieu anisotrope® et stationnaire”.

— Si le milieu est isotrope, alors les tenseurs deviennent des matrices diagonales et s’écrivent
€] = €[I], [u] = plI] et [o] = o[I], ou [I] est la matrice identité.

— Si le milieu est homogeéne, alors les caractéristiques électrique et magnétique du milieu sont
indépendantes de la position R.

Dans la suite du cours, on supposera des milieux LHI (linéaires, homogenes et isotropes).

Le vide est un milieu LHI par définition, qui a une permittivité et une perméabilité notées
respectivement ey et g ; elles vérifient /eofig = 1/c, ol ¢ = 3 x 10% m/s est la vitesse de la

“L’application de I'opérateur divergence sur (1.1), conduit & div[rotH — %—?] = divJ. Sachant que V A,
div(rotA) = 0 et que % et div peuvent étre permutés, I’équation précédente se transforme en %(divD) = —divJ.
Le remplacement de divD par p (voir (1.4)) permet d’obtenir I’équation de conservation de la charge électrique :
divJ + % = 0, qui traduit le fait que, si il y a variation au cours du temps de la charge électrique p contenue dans
un volume alors il existe un courant surfacique J entre I'intérieur et 'extérieur de ce volume.

5Un milieu est dit linéaire si la permittivité électrique e et la perméabilité magnétique p sont indépendants de
la puissance des champs E et H.

5Un milieu est dit anisotrope si [€], [u] et [0] dépendent de la direction d’observation.

"Un milieu est dit stationnaire si [e], [1] et [0] sont indépendants du temps.
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lumiere dans le vide. Par la suite, nous aurons souvent recours aux permittivités et perméabilités
relatives €, et p, définies par :

€=¢€ X €y et [t =y X g (1.6)

ot, g = 1/(36m x 10°) F/m et pp = 47 x 1077 H/m.

1.2 Equation de propagation

Nous nous limiterons au cas d’un milieu LHI stationnaire, de perméabilité magnétique u = g
(milieu non magnétique) et de permittivité e. Tout d’abord nous allons présenter le cas ou le
milieu de propagation est dépourvu de charges (p = 0 et J = 0). Par exemple, ceci correspond
au cas de ’air. Puis le cas général sera traité.

1.2.1 Absence de charge et de courant : p=0et J =0

Dans ce paragraphe, nous supposons ’absence de charge (p = 0) et de courant (J = 0).

Dérivons I’équation de Maxwell-Ampere (1.1) par rapport au temps, en incluant les relations
constitutives (1.5a) et (1.5b). On obtient

o) 1 OB O’E
“rotH= —rot | — | =e—— 1.7
ot ° o 0 <at) “or2 (L.7)
D’apres la relation (1.2), rotE = —%—?, d’ou
1 B 1
— rot <8> = —— rot(rotE) (1.8)
o ot 1o

En utilisant I’égalité rot(rotE) = —V?E + grad(divE), ot V2 est le laplacien vectoriel et
le fait que divE = 0 selon (1.4), nous avons rot(rotE) = —V?E. Donc d’apres (1.7) et (1.8), le
champ électrique E vérifie

O°E
2 _
V<°E — € 2 = 0 (1.9)
De méme le champ magnétique H vérifie
O’H
2 _
V°H — eug 92 0 (1.10)

Les équations (1.9) et (1.10) sont les équations de propagation des champs électrique et
magnétique. Ces équations sont encore appelées équations d’onde.
Remarque : En coordonnées cartésiennes, si on représente le laplacien scalaire par A =

38722 + % + %, le laplacien vectoriel VZA, ott A = (A, Ay, A.), sera défini par

VZA = AA, 24+ AA, §+ AA, 2 (1.11)
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De maniere générale, la solution de ’équation de propagation pour un milieu dépourvu de
charges et sans pertes, est une solution de type Onde Plane Progressive (OPP) se propageant
dans la direction & = R/||R|| a la vitesse v. Elle s’écrit alors

FR,t) =0, <t+ Ry“) T+ <t - R'ﬁ> (1.12)

v

La solution est donc donnée par la somme de deux fonctions V... Physiquement, le premier terme

dans (1.12) correspond & I'onde réfléchie qui est associée a une propagation dans le sens des R

négatifs et le second a l'onde incidente donnant une propagation dans le sens des R positifs.

Pour un milieu de propagation infini, 'onde réfléchie n’existe pas. La solution f(R,t), est dite
R-a

a onde progressive car ses variations dans le temps et dans 'espace dépendent de ¢ + =%,

1.2.2 Absence de charge : p=0et J#0

Par rapport au cas précédent, le courant de conduction électrique J = oE # 0 (se-
lon I’équation (1.5c)) présent dans (1.1) est pris en compte. Physiquement ceci correspond
a des matériaux bons conducteurs. En appliquant le méme raisonnement que précédemment,
I’équation de propagation vérifiée par le champ E s’écrit

OE O’E

2
V2E — po—— — ejt—
T T

=0 (1.13)

La résolution de cette équation est plus difficile par rapport au cas précédent. Elle sera
résolue en régime harmonique.

1.2.3 Cas général : p#0et J#0

Dans cette section nous traitons la cas général puisque p # 0 et J # 0.

Afin d’obtenir une forme simple des équations de propagation pour les champs E et H, deux
nouvelles quantités sont introduites.

Puisque div(rotA) = 0 VA, nous pouvons poser d’apres (1.3)
B =rotA (1.14)

ol A est un vecteur quelconque dépendant de la position R et du temps ¢. Selon (1.2), nous
avons

rot<E+a£> -0

Puisque rot(grad¢) = 0V¢, nous pouvons poser d’apres I’équation ci-dessus

A A
—grad¢:E+87:>E:—grad _a(‘)t

o (1.15)

ou ¢ est une fonction scalaire quelconque de R et de t.
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Les substitutions de (1.14) et (1.15) dans (1.1) et (1.4) avec l’aide des relations constitutives
(1.5a) et (1.5b) conduisent &

. 0 0A
—V?2A + grad(divA) + €Hoz, (gradgb + E) = poJd

_P
€

. O0A 9 a, .. P
—div (gradqb n ﬁ) = V% — —(divA) = £

oll rot(rotA) = —V2A + grad(divA) et V?A = div(gradA). Donc

’A
V2A — grad (divA ~+ €llg gi)) - 6#0(?%2 = —pod
(1.16)
d (.. d¢ Po _ p
V26 + < (divA 7) S
¢+6t(w TeHoG) T HGE T T
Puisque A et ¢ sont quelconques, nous pouvons imposer la relation suivante
divA—H—:uo% =0 (1.17)
ot
et les équations (1.16) deviennent
0?A
2 _
VA - 6#0@ = —pod
(1.18)
¢ p
2 — _ = -
V79— o ot? €

Par conséquent si le potentiel vecteur A et le potentiel scalaire ¢ sont connus, alors les champs
vectoriels E et H peuvent étre calculés selon les relations (1.14), (1.15) et (1.17). L’équation
(1.17) est appelée la jauge® de Lorentz.

Les solutions des équations (1.18), non homogenes, aux dérivées partielles, sont alors données

par
¢(R,t)=47176/// Wd}%’
(1.19)
A(R,t):i?/// ‘Wd}z’
o R=|R-R/| (1.20)

Comme le montre la figure ci-dessous, le potentiel scalaire ¢(R,t) en un point R de 'espace
a l'instant ¢ est proportionnel & la somme des densités de charges p(R',t — R/v) en un point

R’ de I'espace retardé du temps R/v. La méme remarque est & noter pour le potentiel vecteur
A(R,t).

8Puisque le rotationel d’un gradient est nul, le potentiel vecteur A défini par (1.14) est défini & un gradient
pres. En effet le nouveau potentiel vecteur A’ = A + grad¢; vérifie également (1.14) car rot(grade¢:) = 0V .
Par conséquent la nouvelle fonction scalaire associée a (1.15) obéit & ¢ = ¢ + a{%. A’ et ¢' constituent un
changement de Jauge.
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J(R, 1), p(R’, t) O(R’, t—R/v)
AR, t—R/v)
R=|R-R|

o

FiG. 1.1 — Illustration des potentiels retardés.

Les formules (1.19) sont par exemple utilisées pour calculer les champs électromagnétiques
E et H d’un doublet électrique. Un doublet électrique est un fil rectiligne dont la longueur [ est
tres inférieure a la longueur d’onde et qui est parcouru par un courant constant. Il s’agit en fait
d’une antenne élémentaire prise comme source de référence mais le plus souvent utilisée pour
calculer le champ rayonné par des antennes filaires, considérées comme une succession d’éléments
élémentaires dont chacun est un doublet.

1.3 Régime harmonique

1.3.1 Définition

Une OPPM (Onde Plane Progressive Monochromatique ou harmonique) est une fonction
périodique spatio-temporelle d’expression réelle?

FR,1) = Acos [w <t— “UR> - qb] — Acos(wt—k-R—g) (1.21)

ot k = “u est le vecteur d’onde, w la pulsation en rad/s, et ¢ un terme de phase
constant. En régime harmonique, une OPPM peut donc s’écrire Aexp [£j (wt —k-R — ¢)] =
Aexp(tjwt) exp(Fk-RF ¢). La fonction f est alors reconstruite en prenant la partie réelle. Par
analogie, une grandeur vectorielle électromagnétique spatio-temporelle G(R,t) prend la forme
en régime harmonique G(R,t) = Go(R) exp(£jwt). Ainsi, pour les calculs, il est plus aisé de
travailler avec la fonction exponentielle qu’avec la fonction cosinus. La grandeur physique est
alors reconstruite en prenant la partie réelle. Dans ce cours, nous avons choisi la convention
exp(—jwt)'0.

En régime harmonique, 'opérateur dérivation % devient alors une multiplication par —jw.
Ainsi les deux premieres équations de Maxwell (1.1)-(1.2) s’écrivent

rotH + jwD =J (1.22)

rotE — jwB =0 (1.23)

9La solution de I’équation généralement retenue pour ’OPPM étudiée est ’OPP+, car le plus souvent le repére
choisi est tel quel ’OPPM incidente étudiée se propage en s’éloignant de l’origine O choisie.
10T ¢ passage & l'autre convention de temps se fait en prenant le complexe conjugué des grandeurs obtenues.
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Remarque : dans (1.22), pour une onde se propageant dans un milieu LHI stationnaire, il
est aisé de calculer le rapport du courant de conduction J = ¢E (d’apres (1.5¢)) au courant de
déplacement J; = —jwD = —jweE (d’apres (1.5a)). En effet, |J/J4| = 0/(we) = o/(2m fe), on
f est la fréquence de I'onde en Hz. Par exemple pour le cuivre, qui est un tres bon conducteur,
nous avons o = 5.8 x 107 S/m et € = ¢, d’ott |J/Jy| ~ 10'2/f ot f est en MHz. Ainsi dans le
domaine des micro-ondes (100 MHz — 300 GHz), le courant de conduction reste tres largement
prépondérant. Pour un trés bon diélectrique comme le téflon, nous avons o = 5.8 x 1076 S/m
et € = 2¢p, d’out |J/Jy| =~ 1073/ f ot f est en MHz. Ainsi dans le domaine des micro-ondes, le
courant de conduction est négligeable devant de courant de déplacement.

1.3.2 Equation d’Helmholtz

En régime harmonique, ’équation de propagation du champ électromagnétique E(R,t) =
e 7“'Eg(R) dans un milieu dépourvu de charge et de courant devient selon (1.9)

(V2 + epow®)Eg(R) = 0 (1.24)

En tenant compte des courants de conduction J = oE, I’équation ci-dessus devient selon
(1.13)
(V2 + [epow? + juoow])Eo(R) = 0 (1.25)
En posant le nombre d’onde K = y/euow? + jupow, les deux équations ci-dessus peuvent
s’écrire

(V24+ KHEoR) =0 (1.26)

Cette équation est appelée équation d’Helmholtz dans laquelle I'inconnue Eg(R) dépend
uniquement de la position R.

En posant v = 1/,/epg avec € € RT*, le nombre d’onde K peut s’écrire

K=21+;2
v we

La solution de (1.26) est alors donnée par (1.12) dans laquelle K = w/v, conduisant a
ER,t) =e U, (+k-R) + ¥_(~k-R)] (1.27)
ou k = Ku (][k|| = K).

1.3.3 Potentiels retardés

Dans le cas ou p # 0, J # 0, nous avons vu que le potentiel vecteur A(R,t) et le potentiel
scalaire ¢(R, t) étaient donnés par les équations (1.19). En régime harmonique elles se simplifient

comime
| R (R)

— = pw(tt+yy) PR

?(R, 1) i /// dR

/
A(R,t):ﬁeMH?)/// J(}I;)dR’
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1.4 Conditions aux limites

Nous avons présenté précédemment les équations de Maxwell qui sont des équations locales ;
or il peut étre intéressant, dans certaines configurations, de connaitre le comportement des
champs au passage d’une surface de discontinuité (comme la jonction entre deux matériaux
différents). Les relations de continuité a une interface sont rappelées ici sans démonstration.

Soit une surface S séparant un milieu (1) d’un milieu (2) et nn la normale & la surface orientée
arbitrairement de (1) vers (2). Les relations de continuité s’écrivent alors

A A (Ey — Eg) = 0 (1.284)
AA (H, — Hy) = Jg (1.28D)
n-(B;—By)=0 (1.28¢)
n- (D) —Dy) = pg (1.28d)

Jg est la densité de courant surfacique électrique et pg est la densité de charge surfacique
électrique. nous avons donc

— continuité de la composante tangentielle du champ électrique E et de la composante nor-
male de I'induction magnétique B.

— discontinuité de la composante normale de I'induction électrique D mesurée par la densité
de charge de surface pg et de la composante tangentielle du champ magnétique H mesurée
par la densité de courant superficielle Jg.

Si les milieux 1 et 2 sont des diélectriques parfaits, alors Jg = 0 et pg = 0.

1.5 Onde plane

Dans cette section, nous rappelons les propriétés d’une onde plane.

1.5.1 Concept de 'onde plane

Physiquement une onde plane n’existe pas. Par contre 'onde peut étre assimilée comme
localement plane. La notion d’onde plane est étroitement liée a la notion de champ lointain.
En effet, dans le cas général I’onde émanant d’une source peut étre modélisée comme une onde
sphérique, dont la densité de puissance est répartie sur une sphere de rayon r. En champ lointain
(r — 00), un récepteur (antenne) va mesurer la puissance transportée par cette onde, qui pourra
étre considérée comme localement plane puisque en champ lointain, la courbure locale de la
sphére peut étre assimilée a un plan.

Remarque : En coordonnées cartésiennes, les opérateurs rot et div s’écrivent a partir de
opé — 0%, 05, 95
l'opérateur nabla V = #-x + 5yY T gz2 comme

rotA =V AA

divA =V . A
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1.5.2 Onde plane progressive monochromatique

Nous supposons un milieu LHI stationnaire assimilé au vide (perméabilité magnétique p =
Lo, permittivité diélectrique € = €p, absence de charge p = 0 et de courant J = 0).

En régime harmonique une solution possible de I’équation d’Helmholtz donnée par (1.27) est
l'onde plane progressive monochromatique. Elle est définie par E(R,t) = Ege i wi-koR) o4 K,
est un vecteur constant qui donne la polarisation de I'onde et ko désigne le vecteur d’onde dans
le vide.

L’opérateur V est équivalent alors a +jko. Par conséquent rotA = jkoAA et divA = jkg-A.
D’apres (1.4) et (1.5a), et (1.3) nous avons donc

]koE:0:>k0J_E
jko'B:0:>k0J_B
Ces deux relations montrent que les champs E et B sont transverses a la direction de propa-

gation portée par ko. Puisque E(R,t) = Ege ™/ (wt—koR) gt solution de I’équation d’Helmholtz,
selon (1.24) le nombre d’onde Ky doit vérifier I’équation de dispersion suivante

—Kg + 60,u0w2 =0= Ko = Fw/eoto
La solution physique correspond a une onde incidente, d’ott Ko = +w,/€gfio-
D’apres (1.1) et (1.5a), nous avons
jko AN H = —jwegE = H A kg = wegE (1.29)

qui montre que le triplet (E, H,kq) forme un triedre direct (régle de la main droite). De plus,
selon (1.29), nous avons

E kol wy/€omo Ho
[ H[| [[kol| = weo [|E|| = Zo = 7= = =4/
weg €0

weo

ou Zy est 'impédance d’onde du vide en ohm et Zy ~ 1207 2. Elle est réelle et positive dans le
vide ; les champs E et H sont donc en phase.

Par exemple si nous considérons une onde plane progressive monochromatique rectiligne
polarisée selon la direction X et se propageant selon la direction z, alors E(R, t) = EoXe ™/ (wt—Koz)
ou kg = Kopz. Le champ magnétique s’écrit alors H(R,t) = Eoye_j(“’t_Koz)/Zo. Dans un plan
d’onde donné défini par Koz = cste, le module du champ est alors constant. L’onde est dite
homogéne car les plans iso-phase et iso-amplitude sont confondus. La vitesse de I’onde est définie

par vg = ¢ = w/Kq = 1/, /eopio = 3 x 108 m/s.

1.5.3 Propagation dans un milieu conducteur

Nous supposons un milieu LHI stationnaire dans lequel la perméabilité magnétique u = g
(milieu non magnétique), la permittivité électrique € = €pe, avec €, réel, en absence de charge
p = 0 mais J = oE # 0. Par rapport au cas précédent, nous allons montrer que le vecteur
d’onde k est complexe et nous donnerons la signification physique de sa partie imaginaire.
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En régime harmonique une solution possible de ’équation d’Helmholtz donnée par (1.27) est
E(R,t) = Ege ™/ (Wt—kR) ol Eq est un vecteur constant qui donne la polarisation de Ponde et k
désigne le vecteur d’onde. D’apres (1.4) et (1.5a), et (1.3) nous avons

jk-E=0=klE
jk-B=0=k!B
Ces deux relations montrent que les champs E et B sont transverses a la direction de pro-

pagation portée par k. Puisque E(R,t) = Ege™/ (wt—kR) ogt solution de I'équation d’Helmholtz,
selon (1.25) le nombre d’onde K doit vérifier I’équation de dispersion suivante

— K%+ (epow? + jpoow) = 0 = K = v/ epow? + jupow

La solution physique correspond a la solution qui donne une partie imaginaire positive. En
effet si on pose k = Kt = (a + jb)1, nous avons E(R,t) = Ege I@Wi-kR) — Fje—i(wi—at-R) 5
e PR Puisque le module du champ, donné par |E(R,t)| = Ege ’K R est une grandeur finie,
nous devons avoir b > 0 avec k- R > 0. Il est alors aisé de montrer que la solution physique est :

. o
K =+ eupw? + juoow = wy/epoq [ 1 —|—j; =Kgxn

ou Ky = w,/éopip (nombre d’onde dans le vide) et
n=ye/l+iZ
we

La quantité n désigne l’indice de réfraction du milieu qui est complexe. En effet, par définition
n = c¢/v, ou ¢ est la célérité de 'onde dans le vide. Donc n = K%)% = I%. On remarque que
I’indice de réfraction est fonction de la fréquence a travers sa partie imaginaire. Le milieu est dit
dispersif. A noter que €, et o peuvent également dépendre de la fréquence. Dans le cas du vide

(0 =0), n = /& = 1. Par analogie, nous pouvons définir une permittivité relative complexe par

9 L0 180 oen S/m
€1="n —er+jw€0—er+j 7 avec { f en GHz (1.30)

D’apres (1.1) et (1.5¢), nous avons

jkANH = —jweE 4+ cE = HAk = (we + jo)E (1.31)
qui montre que le triplet (E, H, k) forme un triedre direct. De plus, selon (1.31), nous avons
: E_ K|
H| ||k|| = E|=2 —_ = 1.32
L K] = wle + o) [ R (1.52)
_ Kon  wy/éopon  €/€ofion
= = = >
we + jo we(l—l—%) n2e

_ ml _Z
€ n n

ou Z est 'impédance d’onde en ohm. Le module de Z donne le rapport du module de |E/H|
et 'argument de Z donne le déphasage entre E et H. Contrairement au vide, Z est complexe.
Par exemple si nous considérons une onde plane progressive monochromatique rectiligne pola-
risée selon la direction % et se propageant selon la direction z, alors E(R,t) = Eqxe™/ (wt—Kz)
ott k = K#. Le champ magnétique s’écrit alors H(R,t) = Eoye /“=K2) /7 soit H(R,t) =
(Bo/|1Z))ge“=K==0) on ¢ — arg(Z).
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1.5.4 Epaisseur de peau

Revenons sur la signification physique d’un nombre d’onde K complexe. Nous avons montré,
que l'onde plane pouvait se mettre sous la forme suivante

E(R, t) — Eoe—j(wt—Konﬁ-R) — Eoe—j(wt—KoTerLR) % e—KonifLR avec n = n, + ]nz (133)

ou k = Kgn. Les parties réelle, n,., et imaginaire, n;, de I’indice de réfraction, n, sont données

par
Ver R 1452
n. = /€ RNe —
T T ]wE

n; = +/€r %m( 1+ja>
\/ we

ny et n; sont calculées en résolvant I'équation (n, + jn;)? = €.(1 + jB) avec B = o/ (we).
Cette équation est équivalente au systeme suivant {n? —n? = ¢, et 2n,n; = ¢,4}. En résolvant
une équation du second degré en n2, on obtient alors 2n? = €, 4+ /€2 + (2. La solution physique

correspond au signe + car n, € RY, d'olt 2n? = ¢, + /€2 + 4% et V2n, = +1\/€ + /2 + 2.

En appliquant le méme raisonnement pour n; € R*, on montre v/2n; = \/ —6 + /€2 + (2. En
conclusion

\/+er+ Ve + B

Ny = 7 €RT
—€, + €2+ﬁ2

n; = \/ ’ o) : €RT

Par exemple pour le cuivre, qui est un tres bon conducteur, nous avons o = 5.8 x 107 S/m
et € = ¢, d’ott B ~ 10'2/f o1 f est en MHz. Ainsi dans le domaine des micro-ondes (100 MHz
— 300 GHz), B >> 1, et n, ~ n; ~ /3/2 = 0.7 x 105/y/f. De plus, 'impédance d’onde devient
Z ~ Zo/v+jB ~ e 74 Zy//B qui implique que H = ||H|| et E = |E|| sont déphasés de —m /4
et que |E| << |H| puique Z << 1 (8 >>1).

Pour une onde polarisée selon x se propageant dans la direction z, le module de (1.33) s’écrit
Epx exp(—Kon;z). L’épaisseur de peau, J, correspond a la distance au bout de laquelle le module
du champ normalisé, X exp(—Kyn;z), est atténuée de 1/e =~ 0.37, soit Kyn;d = 1. En conclusion

1 X
_Kgn,-_27rni

4]

ol Ag est la longueur d’onde dans le vide. Pour un milieu tres conducteur comme le cuivre,
n; ~ \/(3/2 >>1donc §/ g << 1 pour des fréquences micro-ondes. Pour une mer peu salée, n;
est de I'ordre 10~ pour une longueur d’onde Ao = 0.5 um, d’oi1 § = 1.6 x 103Xy ~ 80 metres.
Ceci explique qu’en deca d’une centaine de metres, les rayons du soleil ne pénetrent plus.
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1.5.5 Réflexion et réfraction par une surface plane infinze

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au comportement d’une onde monochromatique
plane illuminant une surface plane supposée infinie et d’indice de réfraction différent de celui
ou l'onde est émise.

1.5.5.1 Relations de Snell-Descartes

Considérons une onde monochromatique plane qui tombe sur une surface plane infinie
séparant deux mileux d’indices respectifs n; et ng (voir figure 1.2). Cette onde, d’expression E; =
Egie 7 (@it=kiR) g6 décompose en deux ondes de pulsations et de vecteurs d’onde différents : I'une
est 'onde réfléchie E, = Eg,e™J (‘”Tt_kr'R), Pautre est ’onde transmise E; = Ege ™7 (wet—keR)

4

®>

F1G. 1.2 — Lois de Snell-Descartes.

Pour qu’une relation entre les amplitudes de ces trois ondes puisse exister, en tout point R
de la surface de séparation et a tout instant ¢, il est nécessaire que les termes de phase soient
égaux!!. Il en résulte que

wt—ki R=wt—-k R=wt—k R VRESII)

Soit
wit — kizx + kiyy = wpt — ke + kryy = wit — kg + ktyy

avec R = (2,v, 2) et Kirr = (Kizratzs Kiyrytys Kizrzt2) puisque pour R € S, z = 0. En notant
que k; est dans le plan (y0z) (kiz = 0), V (z,y,1), I’équation précédente devient

Wi = Wp =W =W
kixzozkmc:ktx
kiy = kry = Ky

1 Ceci traduit la continuité de la composante tangentielle du champ électrique V (R € S, t), ol S est la surface.
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La premiere équation implique qu’il y a invariance de la pulsation. La seconde relation
montre que les plans d’incidence, de réflexion et de transmission formés respectivement par les
vecteurs (z,k;) , (z,k,) et (z,k¢) sont confondus. D’apres la figure 1.2, la troisieme relation
implique

K;sinf; = K, sinf, = K;sin6;
De plus K; = K, car le milieu de propagation est identique et K;; = Koni 2. Donc

er — +91
n1 sin 6; = n9 sin 6,

1.5.5.2 Coefflicients de Fresnel

a) Polarisation horizontale : E transverse

Le cas ou le champ électrique E est transverse (orthogonal au plan d’incidence) a la di-
rection de propagation k; est tout d’abord considéré. On parle alors de polarisation horizontale
ou TE.

&>

Fia. 1.3 — Coeflicients de Fresnel en polarisation TE pour deux milieux de méme perméabilité
magnétique.

Il est & noter sur la figure 1.3, que les vecteurs (E, B, k) doivent former un triedre direct.
D’apres les relations (1.28a) et (1.28c), il y a continuité de la composante tangentielle du champ
électrique et de la composante normale du champ magnétique sur Uinterface V (¢, y). Donc

Eo; + Eo, = Eot
—Hy; cos8; + Hy, cos, = —Hy cos by

De plus, d’aprés (1.32), H = E/Z == nE/Zo, d’ou HOi = nlEgi/Zg, H()r = nlEOr/ZO et
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Hy, = noEy/Zy. Par conséquent avec 0; = 0,

Eo; + Eor = Eot ;
Ti9 COS

Eoi — Eor = — :
n1 cos 6;

0t

En posant R = Ey,/FEo; et 7| = Ey/FEy;, on obtient

EOT‘ sin(@t — 91)
R = = 7 -
FEo; s1n(0t + 91)

(1.34)

- FEoy; N Siﬂ(gt —1—01)

T Ey  2sinf;cosb;

R et T, désignent respectivement les coefficients de Fresnel en réflexion et en transmission

en polarisation TE. En utilisant la loi de Snell-Descartes, nq sinf; = ns sin #;, nous pouvons
exprimer les coefficients de Fresnel en fonction de 6; par

o 2 229
R nijcosb; —ngcosl; M cos 0; ny — nysin” 6;
n cos 0 + na cos b ny cos 0; + /n3 — n?sin? ¢
2n1 cos b;
T, =1+R, = !

n1 cos 0; + no cos by

b) Polarisation verticale : H transverse

Dans ce cas, c’est le champ magnétique qui est transverse a la direction de propagation.
On parle alors de polarisation verticale ou TM.

&>

FiG. 1.4 — Coefficients de Fresnel en polarisation TM pour deux milieux de méme perméabilité
magnétique.

En appliquant le méme raisonnement que dans le cas TE, nous avons

Hoy; + Ho = Hoy
FEy; cos8; — Ey, cos 0, = Ey; cos 0,
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Soit
sin 6;
Eoi + Eop = —
sin 0y
cos 0
Eoi — Eor = —Eo
cos 0;

En posant R/, = Eo,/FEo; et 7/, = Eot/Eoi, on obtient au final
B Ey, tan(@i — Gt)

N Ey; - tan(@i + 0t)

Ry

(1.35)
FEo; 2sin 0; cos 6;

" Eo;  sin(f; + 6;)sin(6; — 0;)

1)

R/, et T, désignent respectivement les coefficients de Fresnel en réflexion et en transmission
en polarisation TM. En utilisant la loi de Snell-Descartes, nqsin#; = ngsin 6;, nous pouvons
exprimer les coefficients de Fresnel en fonction de 6; par

2 n. 2 2402p.
R ngcos; —nycos@, T2 CO8 0; —n1y/n5 —nysin”0;
/= . -
12 €08 0; + ny cos B n3 cos 0; + niy/n3 — n?sin?6;
ni 2n1 COS 91
Tyy=—(1+R)) =
N9 N9 cos 0; + nq cos 6;

c) Discussion sur les formules de Fresnel

Pour des incidences proches de la normale, (6; proche de zéro), nous avons sinf; ~ 6; et
sinf; ~ ni0;/ny ~ 0;. Par conséquent les coefficients de Fresnel en réflexion deviennent selon
(1.34) et (1.35)

0 —0; mn1—no

R, = ~
+ 0+ 0; ni + n2
R// ~ —RJ_

Dans le cas air (ny = 1)-verre (ng = 1.5), Ry = —0.2 et R;; = 0.2. Ceci signifie qu’en
polarisation TE, il y a retournement du champ puisque R; < 0.
Pour des incidences rasantes, 6; = 7/2 nous avons selon (1.34) et (1.35)
sin(f; — m/2) cos 0y

- — -1
sin(60; + 7/2) cos By

_ tan(m/2—6;)  cotf 4
/I tan(n/2+6;)  cotf,

Les figures 1.5 et 1.6 représentent les coefficients de Fresnel en réflection et en transmission
selon les polarisations TM (R,,,7,,) et TE (R, 71) pour une interface air-verre.

On observe, qu’en polarisation verticale (cas TM), R /) basse par zéro. D’apres (1.35), 'angle
correspondant vérifie 0,5 + 0,5 = /2 (changement de signe du dénominateur) soit 65 =
/2 — 0;p. Or nysinf;p = nasin(w/2 — 0;5) = na cos b;p, soit

tanb;p = ng/nl
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Fi1G. 1.5 — Coefficient de réflexion d’une sur- F1G. 1.6 — Coefficient de transmission d’une
face plane en polarisations TE et TM dans surface plane en polarisations TE et TM
le casouny =1 et ng =1.5. dans le cas ou ny = 1 et ny = 1.5.

0;p est appelé I'angle de Brewster. Dans le cas d’une interface air-verre, il vaut 56.3 degrés.
Pour cet angle particulier, 7;,(0;5) # 0, 71 (0ip) # 0 et R (0ip) # 0, tandis que R/,(0;p) = 0.
Cette propriété est alors utilisée dans des dispositifs optiques pour générer des polarisations
particulieres. Il est & noter que lorsque n; ou/et ny sont complexes les coefficients de Fresnel
sont également complexes.

Lorsque n; > ng (passage d’un milieu plus réfringent & un milieu moins réfringent), nous
pouvons calculer un angle d’incidence limite, 6;1,, pour lequel I’angle de transmission vaut 6, =
/2. Soit sin ;1 = na/n1 < 1. Pour une interface verre-air, il vaut 42 degrés. Comme le montrent
les figures 1.7-1.10, au dela de cet angle, les coefficients de Fresnel deviennent complexes. De
plus, on note que les parties réelle et imaginaire des coeflicients de transmission en polarisations
TE et TM peuvent étre supérieurs a 1. En fait, il faut raisonner non pas sur les coefficients de
Fresnel en champ mais en puissance. En effet, dans ce cas les coefficients de Fresnel en puissance
(rapport de deux puissances), s’écrivent

R, = Ri ;

tan 6;

T, =T —~

L Ltan '915

en polarisation TE et
_ P2

Ry = R//t 0

T, =Ty

// // tan 6,

en polaisation TM. A partir des relations (1.34) et (1.35), nous pouvons alors montrer R /)T
T ;=1 traduisant le conservation de I'énergie.

1.5.6 Onde évanescente ou onde de surface

Lorsque n1 > ng et 0; > 6;1, nous allons montrer qu'une onde de surface se propage le long
de la surface en calculant la structure de ’onde transmise.
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Coefficient de réflexion en TE
Coefficient de réflexion en TM

60 70 80 90

110 20 30 a0 so

Angle ei
Fia. 1.7 — Parties réelle et imaginaire du co- F1a. 1.8 — Parties réelle et imaginaire du co-
efficient de réflexion d’une surface plane en efficient de réflexion d’une surface plane en
polarisations TE dans le cas ou ny = 1.5 et polarisations TM dans le cas ot n1 = 1.5 et
ng = 1. no = 1.

Coefficient de transmission en TE
Coefficient de transmission en TM

-1 L L L d A= L i -15 L L L

0 10 20 30 46 Sb 60 70 80 90 0 10 20 30 4‘0 50 60 70 80 90
Angle ei Angle Si
Fic. 1.9 — Parties réelle et imaginaire du Fi1c. 1.10 — Parties réelle et imaginaire du
coefficient de transmission d’une surface coefficient de transmission d’une surface
plane en polarisations TE dans le cas ou plane en polarisations TM dans le cas ou
ny = 1.5 et ng = 1. ny=15et no =1.

L’onde se propageant dans le milieu 2 s’écrit E; = Eqie ™/ (wt-keR) Or qQ’apres la figure 1.2,
ki - R = K(ysinf; — zcosb;) = Kona(ysinf; — zcos ;). Dans la suite on supposera que ng
est réel. Or sinf, = sinf;/ny; > 1 pour 6; > 6,1, ou ngy = na/n; < 1 et 1/ng; > 1. Par
conséquent, cosf; = £1/1 —sin? 6, = +4/1— sin? Gi/ngl = ij\/sin2 Qi/ngl — 1. En retenant la

solution physique donnée par le signe —, le produit scalaire +jk; - R s’écrit donc

R 3 Sin
+iki - R = +jKona|y -

sin HZ

= Kona| +Jjy
n21
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La structure de 'onde transmise s’écrit donc

E; = Eg exp (7%) exp [fj (wt - th'))]
avec
K| = 2mmy sing; € Rt
Ao
Ao

= c Rt

/220, 2
2my/nysin® 0; — nj

Il s’agit d’une onde qui se propage a la vitesse de ¢/(n; sin ;) le long de l'interface entre les
deux milieux, puisque la variation de phase n’a lieu que selon 'axe des y. De plus, ’amplitude de
I’onde diminue exponentiellement lorsqu’on s’écarte de l'interface selon ’axe des z. Cette onde
est appelée onde évanescente ou onde de surface.

Pour des incidences rasantes, la profondeur de pénétration, ¢, devient & =
Xo/(2my/n? —n3) = 0.14)\g pour une interface verre-air. Pour de l'eau douce & f = 0.675
MHz, ¢ = 3 x 1073 S/m, ¢, = 80, qui implique selon (1.30) que €1 = 80 — 80j soit
n1 = /&1 = 9.8 — 4.1j. Ainsi, ¢’ est de l'ordre de \o/[27Re(n1)] = 0.016\¢g = 7.2 metres
pour 6; = 7/2. Les radars cotiers observent a trés basse altitude (d’une dizaine de metres)
et sous des incidences tres rasantes de I'odre de 1 a 5 degres par rapport a I'horizontale. Par
conséquent une onde de surface rétro-diffusée (direction anti-spéculaire 5 = —#6;) par une sur-
face de mer peut contribuer a la puissance recue par le radar. D’ailleurs de nombreux travaux de
recherche sont en cours sur cette problématique ardue du fait que la surface de mer est rugueuse
et que la condition d’onde quasi-plane n’est pas valide.

Puisque les coefficients de réflexion sont complexes, le champ réfléchi a donc un déphasage
par rapport au champ incident, qui dépend de la polarisation utilisée. Il en résulte qu’une onde
incidente & polarisation rectiligne, non située dans le plan d’incidence, va se transformer apres
réflexion totale, en une onde réfléchie a polarisation elliptique puisque les composantes TE et
TM de cette onde, sont déphasées I'une par rapport aux autres.



2 Equations intégrales

Les équations de Maxwell sont des équations locales, c’est-a-dire qu’elles expriment les
champs électromagnétiques en fonction des sources en tout point de l’espace. Dans les deux
paragraphes suivants, ces relations locales vont étre transformées en intégrales de surface qui
vont nous conduire aux équations intégrales. Tout d’abord, le probleme plan est étudié (a 2 di-
mensions) ou les champs peuvent étre traités comme des scalaires, puis le formalisme est étendu
au cas tridimensionnel ou les champs électromagnétiques deviennent des grandeurs vectorielles.

Nous supposerons dans ce chapitre des milieux LHI non-magnétiques, stationnaire de
perméabilité magnétique p et de permittivité diélectrique e.

2.1 Cas d’un probleme a deux dimensions : cas sca-
laire

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au probléeme plan (ou a deux dimensions) en
se focalisant plus précisément sur la diffraction par une surface ouverte ou fermée. Dans ce cas,
les champs électromagnétiques peuvent étre traités comme des grandeurs scalaires.

Sur le plan pédagogique, les équations pour un probleme 2D sont beaucoup plus simples que
pour un probleme 3D. En effet, les grandeurs impliquées sont scalaires et donc les opérations
vectorielles sont simples a réaliser. Physiquement, cela signifie que ’onde incidente n’est pas
dépolarisée ; c.a.d que si 'onde incidente est TE (respectivement TM), l'onde diffractée par la
surface restera TE (respectivement TM). A contrario, pour un probleme 3D, un champ incident
TE ou TM peut donner naissance a un champ diffracté possédant deux composantes TE et TM.
L’onde incidente a donc subi une dépolarisation.

2.1.1 Fonction de Green

Dans cette section nous allons nous intéresser a la fonction de Green qui joue un role essentiel
dans la résolution de I’équation de propagation. Elle correspond physiquement au rayonnement
d’une source ponctuelle.

Considérons un opérateur intégro-différentiel linéaire L [o] et 1’équation avec second membre
suivante :

LIf(R)] = h(R) (2.1)

ou f(R) et h(R) sont deux fonctions de la variable spatiale R. Nous montrerons que les équations
intégrales peuvent se mettre sous cette forme, ot la fonction ~A(R) correspond aux sources (champ
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incident) et f(R) n’est autre que 'inconnue, c’est-a-dire le champ diffracté par I'objet. De plus,
lopérateur L sera construit a partir de I’équation de propagation.

La fonction de Green scalaire, g(R, R’), associée & cette équation est définie par :
£[g(R.R)] = (R - R (2.2)

ou § est la fonction de Dirac. La fonction de Green est donc définie comme la réponse impulsion-
nelle de U'opérateur L. Les fonctions de Green dépendent toujours de deux vecteurs position R
et R, appelés respectivement point source et point d’observation. Il est & noter que 'opérateur
L [e] opere uniquement sur R.

La fonction de Green est connue pour un grand nombre d’opérateurs différentiels, et joue un
grand role en mathématiques pour la théorie des équations différentielles puisque sa connaissance
suffit a résoudre toute forme de solution particuliere associée a I’équation différentielle de départ.
En effet, a partir de I’équation (2.1) nous pouvons écrire

fR) = L7 [h(R)
= ! U §(R —R)h(R/)dR/

= / L' [6(R—R)] (R)dR'
_ / (R, R))h(R')dR! (2.3)

En résumé, la solution recherchée f(R) est formulée & l’aide de la fonction donnée h(R) et
de la fonction de Green adaptée au probleme étudié.

2.1.2 Application sur I’équation d’Helmholtz

D’apres les équations (1.1) et (1.2) et les relations constitutives (1.5a) et (1.5b), nous avons

en régime harmonique avec la convention e/« (% = —jw)
rotH = J — jweE (2.4)
rotE = jwuH

Par conséquent, H = +rotE/(jwp). En reportant cette équation dans (2.4) et en notant
rotA = V A A, nous obtenons

VAVAE— K?E = jwud (2.5)

ol K = w?ue est le nombre d’onde dans le milieu considéré. Pour un milieu dépourvu
de densité de charge volumique (p = 0), nous avons d’apres (1.4), divE = p/e = 0. D’ou
V AV AE = —V2E + graddivE = —V?E et I'équation ci-dessus devient

V?E + K?E = —jwud (2.6)

Nous retrouvons ’équation de Helmholtz ou le terme de droite de I'égalité est différent de
zéro. En projetant cette équation dans la base cartésienne (X,y,z), '’équation de propagation

devient
(V2 4+ K2 = —jwu (2.7)
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ouw ={E;, E,, E,;} et J={Jg,Jy,J.} sont des scalaires.

Cette équation non homogene est résolue en utilisant la fonction de Green solution de (2.7)
en remplagant le terme de droite de ’égalité par la fonction de Dirac —6(R — R’) et en posant
L = V? + K2, Selon la dimension du probleme & traiter elle est donnée dans le tableau 2.1.
D’apres (2.3), la solution de (2.7) s’écrit

Opérateurs Laplace V? Helmholtz V? 4+ K2 | Helmholtz modifié V? — K?
1 dimension Pas de solution | 5% exp(jK|z — 2/|) 57 exp(—K|z — 2/|)
(R =22)
2 dimensions —Lmfr—v| | ZHV(K x| L Ko(K [Ir —v']])
(R=r=yy+ 22)
: : 11 exp(jKR-R']) exp(—K[R—R)
3 dimensions 17 TR-R]| T R—R| A R—T]
(R=r=ax+yy+ 22)

TAB. 2.1 — Fonctions de Green pour différents opérateurs L. La fonction de Green satisfait la
condition aux limites g(R,R’) = 0 lorsque ||R|| — oo pour les opérateurs de Laplace et de
Helmholtz modifié. Pour I'opérateur de Helmholtz, g(R,R’) correspond & une onde réfléchie.

Hél) est la fonction de Hankel du premier type et d’ordre zéro et Ko(z) = %Ho(l)(ja:).

La fonction de Hankel du premier type et d’ordre zéro, Hél)(ac), est représentée sur la figure
2.1 en fonction de = > 0. Pour z >> 1, elle se comporte comme une fonction circulaire. En effet,
lorsque z — +o00, on a

H[gl)(a:) = \/zexp {j <:C - %)} r — 400 (2.8)

De plus, on peut noter que ’équation de son enveloppe s’écrit 4/ % x \/% , caractéristique d’une
onde cylindrique.

2.1.3 Polarisations TE et TM et conditions aux limites

Soit 1 la normale a la surface contenue dans le plan (y,z) (probleme & deux dimensions) et
séparant deux milieux de méme perméabilité magnétique.

e En polarisation TE (Transverse électrique ou le champ électrique est normal au plan
d’incidence, voir figure 1.3 du chapitre 1), le champ électrique s’écrit dans le milieu supérieur
E = ¢x. Or rotE = jwuH, d’ou

1 1
H=—VAE=—— %AV
jwp jwp
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—Réelle
- = =Imaginaire
- - Enveloppe

0.6

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Parametre x

F1G. 2.1 — Parties réelle et imaginaire de la fonction de Hankel Hél)(x) en fonction de x > 0. Il

est également représenté son enveloppe.

et sachant que Aj A (Ag A Az) = (A1 - A3)As — (A1 - Az)As, nous avons

R 1 BN a3
X
= _]7‘4)#(11 V)

Dans le milieu inférieur nous avons les mémes relations pour E1, Hy et 1 ou l'indice 1 cor-
respond aux grandeurs définies dans le milieu inférieur. Les conditions aux limites sur 'interface
nous indique qu’il y a continuité des champs électrique et magnétique tangentiels d’ou

(r) = (r)
{ﬂ'v¢() n- Vi (r) avec = g (2.9)

e En polarisation TM (Transeverse Magnétique ou le champ magnétique est normal au plan
d’incidence, voir figure 1.4 du chapitre 1), le champ magnétique s’écrit dans le milieu supérieur
H = ¢yx. Or rotH = —jweE, d’ou

1
E-— ' VAH= FXAVY
Jwe

et sachant que A; A (Aa A As) = (A1-A3)As — (A1 - As)Aj, nous avons

EAR — 4+ (XAVY)AR= ———hA (XA V)
jwe jwe
1 o
= L lmvex- moxvyl
%
= —m(n Vi)

De plus, dans le milieu inférieur H; = ¢1% d’ou

EiAn=—

(n Vi)

Jwey
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Les conditions aux limites sur l'interface nous indique qu’il y a continuité des champs
électrique et magnétique tangentiels d’ou

(r) = P (r) avec p =

. (2.10)
n-Viy(r) = gﬁ - Vipi(r)
e D’une facon générale, nous pouvons donc écrire d’apres les équations (2.9) et (2.10)
P(r) = 1 (r) po1 = 1 dans le cas TE
ol PoO1 = € (2.11)
n-Viy(r) = poin- Vi (r) por = — dans le cas TM
1

2.1.4 Second théoréme de Green

La démonstration du théoréme de Green est basée sur le théoreme d’Ostrogradski qui trans-
forme une intégrale de volume en une intégrale de surface. Il s’écrit

///VdivAdV:ﬁéA-dS:///‘/V-AdV:ﬂéA.ds

ol le volume V est délimité par la surface fermée S. En posant A = f1Vfo — foV fi1, alors
V-A=V-(iVfa— V)=V - Vot 1YV o=V fo-Vi— LV 1 = Vo= bV ]1.

L’application du théoreme d’Ostrogradski conduit alors a

///(f1v2f2 — 2 V2f1)dV = ﬁ(ﬁvfz — [,V f1)-dS (2.12)

2.1.5 Principe d’Huygens et théoreme d’extinction

Soit la figure 2.2, sur laquelle £2; désigne le domaine délimité par la surface Sy et le contour
Cloo- o désigne le domaine délimité par la surface Sy et le contour Cw..

F1a. 2.2 — Equation intégrale pour un probléme a trois dimensions. Sur les contours Sj) et S{, le
champ incident est supposé nul. Le domaine €2y est délimité par le contour Cy, et la surface S
tandis que le domaine €2 est délimité par le contour Ci4 et la surface S;. Le domaine ouvert
Q) est délimité par le contour Css et les surfaces S et Sj).
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Les champs v et 1y vérifient dans les domaines g et ©; dépourvus de sources (p = 0 et
J = 0) I’équation de Helmoltz scalaire donnée par (2.7)

V3)(r) + K?)(r) = 0 pour r € (2.13a)
V21 (r) + K31 (r) = 0 pour r € Oy (2.13b)

ou K = w./ep et K1 = w,/erp sont les nombres d’onde dans les espaces €y et €2;. De plus, les
fonctions de Green, g(r,r’) et gi(r,r’), associées aux espaces 1y et Q; vérifient

Vig(r,r') + K?g(r,v') = —6(r — 1) (2.14a)
Vigi(r,v') + Kigi(r,x') = —6(r — 1) (2.14b)

Pour un probleme a deux dimensions, la fonction de Green s’écrit d’apres le tableau 2.1

gg(r,r') = 4H KHr rH) H [K\/y y') +(Z—z’)2] (2.15)

4

avec Ko = K. Ses dérivées selon y et z s’écrivent alors (r = yy + 2z et D = ||r — 1/||)

0gq(r, 1) 6gq(K D)oD ]Kq 1) -/
—H, " (K¢D
oy oD 8y ( ) D
0gq(r,x')  0g94(K,D) 0D JK, ( ) z—2
) B P S
La quantité dg,(r,r’)/On =n - Vg(r,r’) s’écrit donc
, 1
0g,(r.r') _ Ky By e —v'l) 2.16)

on 4 |lr — /||
Appliquons I’équation (2.12) en dimension 2 avec f; = ¢ et fo = g(r,r’)

//Q r)V3g(r,r') — g(r,r )V%Z)(I‘)] dr = / [¢(r)Vg(r, r') — g(r,r’)V¢(r)] -dS  (2.17)

Co

ou le contour Cp = 51 U C délimite l'espace €y. En substituant (2.13a) et (2.14a) dans (2.17),

nous obtenons
//Q [w(r)vzg(r, r') — g(r, r’)VQw(r)} dr
= / {v(r) [-6(r — 1) = K?g(r,Y)] + g(r,v')K*(r) } dr

—(r') sir’ € Qq
0sir' ¢ Q

= /C [1/1(1')Vg(r, r') — g(r,r')VdJ(r)] -dS (2.18)
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En écrivant Cy = S1 U C, le dernier terme de I’'équation ci-dessus s’écrit

/c [(x)Vg(r,x) — gr,v')Vis(r)] - dS

= [ 25 ey 2500 s
+/m {w(r)ag(r’r/) - g(r,r’)ad)(r)} is (2.19)

on on

ou df/0n =n-Vf. Le signe — devant I'intégrale sur S provient du fait que la normale est
dirigée vers 'intérieur du milieu )y, tandis que la normale & C est dirigée vers l'extérieur du
milieu Q.

Dans 'espace €, au dessus du contour Cn, de méme caractéristique physique que l'espace
o (donc méme fonction de Green), le champ incident, ;(r), vérifie d’apres (2.18)
0 ! 0;
Pi(r') = —/ {wz(r)g(r’r) —g(r, r’)m dS our' € (2.20)
Coo 877, 0

n

Cette relation suppose que le champ incident soit nul sur les surfaces S| et S .

Pour deux milieux de méme permittivité, les conditions aux limites énoncées par (2.11)
impose qu’il ait continuité du champ, 1, et de sa dérivée, 9y /On = n - V). Par conséquent
d’apres (2.20) et (2.18)-(2.19) avec ' ¢ € et dans lesquelles nous faisons tendre r' — Cu,
lapplication des conditions aux limites, valides V r’ € S,,, nous conduit &

o) == [ o2 ) 200 s (2.21)

En substituant (2.21) dans (2.19) puis dans (2.18), nous obtenons
! 89(1‘,1”) / aw(r) o —I—w(r/) si I‘/ S QO
Yi(r') + /S1 [w(r)an —g(r,)—5 = dS = 0sir ¢ 0 (2.22)

Lorsque r' € Qq, I’équation ci-dessus correspond au principe d’Huygens et montre que le
champ diffracté par la surface s’exprime a partir du champ v sur la surface S et de sa dérivée
normale g—zﬁ. Le champ diffracté sur la surface, ¥4(r") = ¥(r") — ¢;(r’), s’écrit alors

Pa(r') = /S [z/;(r)agg;;r/) —g(r, 7’ )8¢£1 )] dS sit’ € Q (2.23)

En d’autres termes, le principe d’Huygens permet d’exprimer le champ diffracté dans I’espace
Qo a partir des champs sur la surface Sj.

Lorsque 1’ ¢ Q, (2.22) correspond au théoréme d’extinction qui s’écrit

Pi(r') = — /Sl [w(r)agg‘;:/) —g(r, 1’ )(%p?(z )} dS sir’ ¢ Q (2.24)

En appliquant le méme raisonnement dans ’espace 1 dépourvu de sources, le théoreme
d’extinction devient pour r’ € Q

on on

0= / [wl(r)agl(r,r’) —gi(r, r')ad)l(r)} dSsir' €y (2.25)
S1
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Les inconnues & déterminer dans (2.23) sont les champs 1 (r) et 9y (r)/0n, nécessitant deux
équations. Ces équations sont données par (2.24) et (2.25), exprimées respectivement dans les
espaces (o et Qp, dans lesquels ¥;(r), g(r,r') et gi(r,r') sont connues. Par conséquent elles
comportent 4 inconnues, ¥(r), 0y (r)/dn, P¥1(r) et 01 (r)/On pour uniquement deux équations.
Afin de réduire le nombre d’inconnues a 2, les conditions aux limites sont appliquées sur la
surface S7 valides V dS en faisant tendre r’ vers S; pour les deux espaces Qg et €.

Ainsi en appliquant les conditions aux limites données par (2.11), ’équation (2.25) devient

0= /51 [w<r)391€(;7:1') — pmgl(r,r’)agg) dSsir’ € (2.26)

Par conséquent les équations (2.24) et (2.26) forment un systeme de deux équations a deux
inconnues, qui sont ¥(r) et dY(r)/on.

Connaissant les champs 1 (r) et 0¢(r)/0On sur la surface S, le champ diffracté est calculé en
tout point r’ de Qy en appliquant le principe d’Huygens.

Pour une surface parfaitement conductrice deux cas peuvent se présenter selon la polarisation
de 'onde :

e cas TE : ¢(r) s’annule sur la surface. Nous parlons alors de la condition aux limites de
Dirichlet.

e cas TM : 0y (r)/On s’annule sur la surface. Nous parlons alors de la condition aux limites
de Neuman.

Dans la cas général, la condition aux limites sur S; est une combinaison des conditions aux
limites de Dirichlet et de Neuman.

2.1.6 Principe d’Huygens en champ lointain

La surface équivalente radar (SER) est une grandeur électromagnétique qui se définit en
champ lointain et qui quantifie le pouvoir réflecteur de ’obstacle. Par conséquent, nous allons
exprimer dans cette section le principe d’Huygens en champ lointain.

Comme le montre la figure 2.3, en champ lointain (' >> r et v/ >> X\, ot A = 27/K est la
longueur d’onde et ||kq|| = K), |[r —1'|| = ||t/ — || = v’ — kg - r. Selon (2.15) et (2.8), dans la
direction k4 d’observation, la fonction de Green scalaire devient en champ lointain

J (1 J 2 ¥ .
g(r,v') = ZH(() )(K Hr — r'H) R N Tk exp (—jz) exp [] (KT' —ky- r)]
De plus
dg(r,r’ . . .
g(an) =10 Vyg(r,r') ~ —jkg - ng(r,r)

En substituant ces deux équations dans le principe d’Huygens (2.23), le champ diffracté par
une surface en champ lointain s’écrit alors

7 2 T
WPW) = 1 e exn (=i ) v
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Fic. 2.3 — Principe d’Huygens en champ lointain d’un probléeme & deux dimensions.

avec

15
Vo = _/s {jkd -np(r) + g?(;) exp(—jkq -r)dS sir' € Q (2.27)

f(x)

On retrouve ainsi la propriété générale qu’il existe une relation de type Fourier entre la fonction
f(r) définie sur la surface et le champ rayonné en zone lointaine.

2.2 Cas d’un probleme a trois dimensions : cas vec-
toriel

Dans cette partie, le formalisme établi dans le cas scalaire est étendu au cas vectoriel. Cette
partie ne sera pas enseignée.

2.2.1 Définition d’une dyade

Dans cette section nous allons définir une dyade qui est une extension du cas vectoriel.

Une fonction vectorielle ou un vecteur en coordonnées cartésiennes est définie par
i=3

A=Ax+Ay+Az= Z Ay
i=1

ou A; (i = {1,2,3}) sont les coordonnées du vecteur A dans la base cartésienne (x,y,z) =
(41,02, 03).

Considérons maintenant trois fonctions vectorielles distinctes définies par

=3
Aj = Aljﬁl + Agjﬁg + Agjﬁg = ZAUIAJZ (228)
=1
La fonction dyade, notée A, est alors définie par
=3
A= Ajﬁj =Ai0a; + Ayt + Agug = [ A Ay Ay ] (229)

.
Il
—
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ot Aj (j = {1,2,3}) sont les trois vecteurs, composantes de la dyade A. Le terme de droite entre
crochets est une représentation matricielle de la dyade dans laquelle A; est un vecteur colonne.
Par conséquent, & la dyade A, nous pouvons lui associer une matrice carrée de dimension 3 (ou
tenseur de rang 2), notée [A], dont les éléments sont A;;.

La substitution de (2.28) dans (2.29) conduit alors a

A=) A0 (2.30)
i g

Dans I’équation ci-dessus 'ordre des indices est important puisque 0;0; # ;0;. En effet en
, L xT
calculant la transposée d’une dyade, notée A™ , nous avons

=T . L N
A=) A=) ) Apiyiy =) )y Aja,
J (2] Jj o
Par conséquent 4,0, = 0,14, si Aj; = Aj. En d’autres termes, la matrice [A] associée a la
dyade A doit étre symétrique.
Une dyade particuliere symétrique est définie par
lsii=j
F.=6;; = Lo,
R { 0sii#j
ou d;; est le symbole de Kronecker. Cette dyade, notée I, est appelée dyade identité. Elle est
définie explicitement par
I=) a1
i

La dyade identité est associée a la matrice identité suivante

I1=[I]

Il
S O =

00
10 (2.31)
0 1

Une autre dyade tres employée est VV = A, ot opérateur nabla V est définie par
0

V= Z A;; avec A; =

)

t 5 5 = Y
oz, et (z1,x2,23) = (2,9, 2)

D’apres (2.30), nous obtenons

A 0
VV=A-= Z Z D, 0 (2.32)
? J

dont la matrice associée s’écrit

02 0? 9%
071'% 8.7}18.%‘2 81‘16.%’3
2 2 2
A=[A]= 0 . 0 (2.33)

81’281‘1 81’% 81‘2({9333

0? 0? 0?
895 38.75 1 E)x 38$ 2 873%
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. L. . . 82 o 82 . 2
Si lordre de dérivation n’importe pas ( 2,05, = Oa, oz;) (fonction de classe C%) alors la
matrice [A] est symétrique.

Le produit scalaire a gauche d’un vecteur Q par une dyade s’écrit
Q-A=) (Q-A)u=) > QiF;y,
J (]

qui donne un vecteur.

Le produit scalaire a droite d’un vecteur Q par une dyade s’écrit
A-Q= ZAj(ﬂj Q) = ZZQsz'jﬁi = ZZQiFjiﬁj
J (2] (2]

qui donne également un vecteur. Ceci est équivalent a multiplier une matrice par un vecteur.
En général les deux produits scalaires précédemment définis ne sont pas égaux, excepté
lorsque la dyade A est symétrique (Fj = Fj;).

Par exemple nous avons

Q'i:i'Q:ZZQilz‘jﬁj:ZQiIiiﬁi:ZQiﬁi:Q
P g i i

2.2.2 Fonction de Green vectorielle : dyade de Green

Dans le paragraphe précédent nous avons considéré le cas scalaire qui peut s’appliquer a
un probleme a 2 dimensions. Pour un probleme & 3 dimensions, les champs électromagnétiques
doivent étre traités comme des grandeurs vectorielles si nous souhaitons traiter la polarisation
de fagon rigoureuse. Ceci entraine que la fonction de Green devient également une grandeur
vectorielle et plus précisément une dyade solution de 1’équation vectorielle suivante

VAVAG-K?G=+4I5§(R—-R/) (2.34)

L’équation (2.34) a été obtenue en substituant dans (2.5), E par G et +jwuJ par +I5§(R—R/).
Puisque VAV A G = —V2G + grad(divG) = —V?G + V(V - G), équation (2.34) devient

VG + K’G=-I5(R-R)+V(V-G) (2.35)

En prenant la divergence de (2.34) et en notant que div(rotA) = V- (V AA) =0 VA, nous
avons

. VS(R-R)

~K°V-G=V-II(R-R)=VSR-R)=V.-G=— e (2.36)

En substituant (2.36) dans (2.35), nous obtenons

= ~ - VV
V3G + K*G = — <I + K2> S(R-R/)
L’équation ci-dessus peut s’exprimer en fonction de la fonction de Green scalaire g qui vérifie
I’équation d’Helmoltz scalaire (équation (2.2) avec £ = V2 + K?), ol

G= <I + Z{.Z) g (2.37)
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ou

Vg4 K’g=—-6(R-R)

Selon le tableau 2.1, g s’écrit pour un probleme de dimension 3

exp(j K HR R'|)

JR,R) = 2.38
D’apres (2.31) et (2.33), la dyade de Green s’écrit
2 02 02
K 9 + 9 8;1:18gx2 8x18gx3
2F 92 2 9?2 9?2
K°G = 8r289m1 K79+ 875% 83028gx3 (2'39)
9?2 92 2 2
69638911 8x3<9g:r2 K g+ aTc%}

Les éléments de la matrice de Green associée & la dyade G, s’écrivent sous forme condensée,
_ 12 _

2.2.3 Second théoréme de Green

Comme dans le cas 2D, 'obtention des équations intégrales est basée sur le second théoréeme
de Green vectoriel. Ce théoreme est basé sur le théoreme d’Ostrogradski qui transforme une
intégrale de volume en une intégrale de surface. Il s’écrit

///VdivAdV:ﬂgA.dS:>///Vv.AdV:ﬁgA'dS

ou le volume V est délimité par la surface fermée S. En posant A =P AV A Q, alors
// V. (PAVAQ)Y = ﬁ(PAVAQ)-ds
S

Sachant que V (A,B), V- (AAB)=B-(VAA)—A-(V AB), nous obtenons avec A =P
et B=VAQ

///VV-(P/\V/\Q)CW

/// (VAQ)-(VAP)—P-(VAVAQ)dV
- ﬂgP/\VAQ)

Puisque P et Q sont quelconques, I’équation ci-dessus peut s’écrire également en permutant
Q avec P

//VV.(QAV/\P)dV = // (VAP)-(VAQ)—Q-(VAVAP)AV
= ﬂQ/\V/\P) ds

Le second théoreme de Green est alors obtenu en effectuant la différence des deux équations
ci-dessus, conduisant a

/// (VAVAP) — ~(V/\V/\Q)]dV:%(P/\V/\Q—Q/\VAP)-dS
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Il est a noter que le produit scalaire est commutatif mais que le double produit vectoriel
n’est pas commutatif.

2.2.4 Principe d’Huygens et théoreme d’extinction

Soit J une source électromagnétique dans la région Vy de permittivité diélectrique € et de
perméabilité magnétique u, tandis que la région V; possede une permittivité diélectrique et une
perméabilité magnétique notées respectivement €1 et p. Soit S7 une surface fermée qui délimite
un volume V; correspondant a la région 1, et S une surface fermée, dont la normale est notée
N, qui délimite un volume Vj. La région 2 est délimitée par les surfaces Sy et So (voir figure
2.4).

Fi1Ga. 2.4 — Equation intégrale en présence d’une source J dans le volume Vj d’un probleme a
trois dimensions. Nous supposerons que dans le volume Vi, pu1 = p.

D’apres (2.5), dans les volumes V; et Vp, le champ électrique vérifie respectivement
VAV AE{(R)- K!E{(R)=0 (2.40)
V AV AER) - K’E(R) = joud (2.41)
D’apres la section 2.2.2, pour R € V), la dyade de Green obéit a
VAVAG-K?G=I5§(R—-R) (2.42)
ol le vecteur d’observation R’ peut appartenir soit au volume Vi ou Vj.

En notant n, la normale a la surface S; dirigée vers l'extérieur du volume Vi, le second
théoreme de Green vectoriel s’écrit

/// [Q-(V/\V/\P)—P-(V/\V/\Q)}dV:#(P/\V/\Q—Q/\V/\P)-ﬁdS
1% S

En posant dans 1’équation ci-dessus Q = E(R) et P = G(R,R/)- A = G(R,R/) et V =V},
ou A est un vecteur quelconque, alors

/// [E (VAVAG)—G-(VAVAE)dV =
Vo
ﬁ (GAVAE-EAVAG] adS

S1

+ﬁ [GAVAE—-EAVAG]-ndS (2.43)
Soo
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nous pouvons noter sur la figure 2.4 que la normale n est dirigée vers l'intérieur du volume
Vb tandis que la normale N, est dirigée vers 'extérieur du volume V. Ceci explique le signe
moins devant 'intégrale de surface 57.

La condition de rayonnement a l’infini impose que l'intégrale de surface sur Sy, s’annule. De
plus, la substitution de (2.41) et (2.42) dans (2.43) conduit a

// {E [A(S(R_R’) +K2G] - G. (jwﬂJ+K2E)}dV _
Vo

—# [G/\V/\E—E/\V/\G]-flds (2.44)
S1

Dans I’équation ci-dessus, la fonction de Dirac contribue si le champ E est dans le volume
Vo. De plus, VA E = jwuH selon (1.2). Par conséquent 1’équation (2.44) devient

ER)-AsiR eVy ,
{ RV, _jwu// [ G R30IV

+ # [jqu(R, R/) AHR)+E(R) AV AG(R, R/)] -ndS
S1

DeplusV (n,A,B), n- (AAB)=A-(BAn)=B:(nAA). En supprimant le vecteur A,
I’équation ci-dessus devient alors

ER)siR €V N
{ 0siR eV, j,u//VOGRR J(R)adV

+ ) (enGRR) - [HR) Ad] + [V AGRR)] - [a A B(R)]}ds

Comme dans le cas 2D, a partir des conditions aux limites, nous pouvons montrer que le
premier terme de 1’égalité est égal au champ incident, noté E;, conduisant a

[PESNEY —mw) + f {ie®R) mE) A

+ [VAGR,R)]-[aAER) }ds (2.45)

Lorsque R’ € Vj, I’équation ci-dessus correspond au principe d’Huygens et montre que le
champ diffracté par la surface s’exprime a partir des composantes tangentielles des champs
électrique et magnétique sur la surface. Le champ diffracté sur la surface, E4(R') = E(R') —
E;(R’), s’écrit alors

E;R) = ) {jupGR,R) - [HR) Af]+ [VAGR,R)] - [AAER)]} dS (2.46)

En d’autres termes, le principe d’Huygens permet d’exprimer le champ diffracté dans le
volume Vj a partir des champs sur la surface 5.

Lorsque R’ € V4, (2.45) correspond au théoréme d’extinction qui s’écrit

E;(R)=— ) {jwpGR,R)-[HR)AD]+ [VAGR,R)] - [AAER)]}dS| (2.47)
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En appliquant le méme raisonnement dans le volume V7 dépourvu de sources, le théoreme
d’extinction devient pour R’ € V;

0= ﬁi {jwpGi(R,R/) - [Hi(R) Af] + [VAG(R,R)] - [ AE((R)]} dS (2.48)

ol G est la fonction de Green du volume V;.

Les inconnues a déterminer dans (2.46) sont les champs électromagnétiques tangentiels
n A E(R) et n A H(R), nécessitant deux équations. Ces équations sont données par (2.47)
et (2.48), exprimées respectivement dans les volumes Vj et Vi, dans lesquelles E;(R’), G(R,R’)
et G1(R,R/) sont connues. Par conséquent elles comportent 4 inconnues pour uniquement deux
équations. Afin de réduire le nombre d’inconnues a 2, les conditions aux limites sont appliquées
sur la surface S; en faisant tendre R’ vers S pour les deux volumes Vj et V4. A noter qu’elles

sont plus compliquées & écrire par rapport & un probleme a deux dimensions.

Connaissant les champs tangentiels sur la surface S, le champ diffracté est calculé en tout
point R’ de V; en appliquant le principe d’Huygens. Les trois équations ci-dessous plus les
conditions aux limites sont a la base du calcul du champ diffracté par un obstacle.

Pour une surface parfaitement conductrice, il y a continuité du champ électrique tangentiel
sur S1, qui implique que dans (2.46), n A E(R) = 0. Dans le cas ou il y a continuité du champ
magnétique tangentiel sur S, qui implique que dans (2.46), n A H(R) = 0.

2.2.5 Principe d’Huygens en champ lointain

La surface équivalente radar (SER) est une grandeur électromagnétique qui se définit en
champ lointain et qui quantifie le pouvoir réflecteur de I'obstacle. Par conséquent, nous allons
exprimer dans cette section le principe d’Huygens en champ lointain.

D’aprés la figure (2.5), en champ lointain nous avons |R — R/|| = |[R' = R|| ~ R’ — k4 - R,
ou kg est la direction d’observation. Par conséquent selon (2.38), la fonction de Green scalaire
devient

FiG. 2.5 — Fonction de Green en champ lointain pour un probleme 3D.

exp(jKR' L
g(r,v') ~ pﬁl(er’) exp(—jKkq-R) (2.49)

De plus, 'opérateur nabla qui agit sur R devient V = —j K ky. La dyade de Green donnée
par (2.37) s’écrit alors

. /
)w exp(—jKkq - R) (2.50)

G(R, Rl) ~ (i — kdkd An R
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Le principe d"Huygens s’écrit donc en champ lointain avec VAG(R, R!) = —jKk,AG(R, R/)

EFX(R) =E3X(R)- ﬁs ¢~IKksR {ﬁ AH(R) + %kd A A E(R)]} ds (2.51)

avec
jKR

47 R’

E3(R) = —jwn — (1-kika)

Z = y/p/e est 'impédance d’onde du volume Vj.

2.3 Conclusion

En comparant les équations du cas 2D, (2.23), (2.24) et (2.25) avec celles du cas 3D, (2.46),
(2.47) et (2.48), nous avons l’analogie suivante

aw<r) © nA\E(R)
%bf;) — Jjwpn ANH(R) 050
o) —  GRR) (252)

dg(r,r’) )

/
o V/\G(RR

Dans chacun des cas, les champs électromagnétiques sur les surfaces sont déterminés a partir
du théoreme d’extinction appliqué dans chacun des milieux et des conditions aux limites. Le
champ diffracté par la surface est alors calculé en utilisant le principe d’Huygens.

Comme le montre la figure 2.6, le principe d’Huygens conduit au principe d’équivalence
suivant

Ey(R) = — ﬂs [jopGR.R')-Js + [V A GR,R)] -Ms} dS (2.53)

avec Jg=n AHet Mg=—-nAE, ouJg et Mg sont les courants électrique et magnétique
de surface calculés sur I'objet.

E; J E; {JSMS}

AR PN 7
e M./

{E.H} = {(E,+E, H;+ Hy) (E,H} = {E,+ E, H,+ Hy)

FiG. 2.6 — Principe d’équivalence a l’aide des courants électrique et magnétique de surface
(11 = p).



3 Reésolution des équations

3.1 Position du probleme

3.1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons essayer de préciser les difficultés de résolution d’un probleme
de diffraction et les différentes solutions qui se présentent pour les surmonter.

Pour un probleme 3D, les équations & notre disposition sont (voir chapitre 2)

E;(R))= - ) {jwpGR,R) - [HR) A 0]+ [VAGR,R)] - A AER)]} dS

0= ﬂs {jopGi(R,R)) - [H{(R) A Q] + [V A G1(R,R)] - [AAE{(R)]} dS

(3.1)
avec E(R) = E;(R) + E4(R) et H(R) = H;(R) + H4(R) les champs électromagnétiques sur la
surface. L’équation de propagation peut étre également utilisée. La résolution de ces équations
s’accompagne des conditions aux limites appliquées sur la surface.

Pour un probleme 2D, nous avons

( Yi(r') _/S [w(r)%gj:/) —g(r7r’)87’g:‘)] dS it ¢ O
= /51 [1/11(1')6916()2’1'/) —gl(r,r/)aﬁgqu:)] dSsir e - (3.2)
V3 + K2 =0

Dans ces équations les éléments connus sont :

e les champs incidents E;(R) et H;(R’) (1;(r")) en tout point de I’espace donc en particulier
sur l'objet.

e les dyades de Green G(R,R/) (g(r,r')) et G1(R,R’) (g1(r,r")) reliées aux fonctions de
Green scalaires g(R,R’) et g1(R,R/).

e Les grandeurs physiques des milieux tels que €, €1, p, w et K.
L’élément inconnu est :

35
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e le champ diffracté E4(R’) (14(r’)) ou le champ total E(R) = E;(R) + E4(R) (¥(r')) au
point de mesure.

3.1.2 Unicité des solutions

Pour assurer I'unicité de la solution, les conditions suivantes doivent étre vérifiées

e Condition de rayonnement a 'infini appelée “Condition de Silver-Miiller”
ER) | _ (L
HR) | Rp
ER)-ZHR)AD =0 () (3.3)

ou R=|R|,n= % et Z est 'impédance d’onde.

Ces relations traduisent le fait que, a grande distance, le champ est transverse a n et décroit
en %. p = 1 (onde sphérique) pour un probleme 3D et p = % (onde cylindrique) pour un
probleme 2D.

e Condition d’énergie finie également appelée “Condition de Meixner”

I e §

Cette équation traduit le fait que, dans tout domaine borné V extérieur aux sources, la
densité de puissance emmagasinée est bornée.

2
dV < +o0

3.1.3 Quelques solutions

Toute la difficulté réside dans le fait que le champ diffracté ou total se trouve étre relié a lui
méme; il se retrouve & gauche du signe égal mais également a droite sous le signe somme. Pour
résoudre un tel probleme plusieurs solutions sont possibles :

e Soit un calcul analytique est possible auquel cas le développement exact des calculs est
possible. C’est le cas par exemple d’objets de formes simples (cylindre infini, la sphere, ...)
et le probleme est alors résolu en partant de ’équation de propagation vectorielle. Le second
paragraphe présente le cas général d’un objet canonique invariant selon une direction, corres-
pondant alors a un probleme plan ou 2D. Afin d’illustrer la démarche, le cas du cylindre infini
parfaitement conducteur et diélectrique est traité.

e Soit I’équation a résoudre peut étre simplifiée a l'aide d’approximations adaptées au
probleme a étudier. L’approximation de 'optique physique est présentée dans le troisieme para-
graphe pour les cas 2D (scalaire) et 3D (vectoriel).

e Soit seule la résolution numérique est possible. Une méthode (méthode des moments sur un
probleme 2D) est présentée dans le dernier paragraphe. De plus, elle est comparée a la solution
du cylindre infini et parfaitement conducteur et a 'approximation de ’optique physique.
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3.2 Diffraction et propagation dans la cas scalaire

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a la diffraction par des objets 2D ou in-
variants selon une direction, choisie selon x. Physiquement, ceci impose que selon la direction
X l'objet est infini. En d’autres termes, il ne subit pas de diffraction selon la direction x. De
plus, afin de résoudre ’équation de propagation analytiquement, la forme de ’objet est simple
(circulaire, elliptique, hyperbolique, ...). Enfin, 'exemple du cylindre circulaire est exposé.

A noter que dans le cas d’'une sphere, le probléme est 3D et donc le point de départ est
I’équation de propagation wvectorielle. Pour cette forme particuliere, il est possible de calculer
les champs diffractés par un tel objet en introduisant des fonctions dites spéciales, comme les
polynomes de Legendre et les fonctions de Bessel sphériques. Ce probleme fut résolu par Mie au
début du 20°™¢ siecle. Dans ce cours, ce probléme n’est pas abordé compte tenu de sa complexité.

De plus, le calcul des modes dans un guide d’onde de section de droite constante sera
également traité.

3.2.1 Solution de I’équation de propagation scalaire

D’apres le tableau 3.1, dans un systeme de coordonnées curvilignes orthogonales, 1’équation
de propagation scalaire, V2 4+ K2 = 0, peut s’écrire

1 9 [ ho 8¢> ) <h1 8¢>} 5
(2 )+ — (22 ) |+ K% =0 3.4
hihs [afh (hl on O0q2 \ ha 0q2 v (34)

ou ¥ et les coefficients métriques {h;} dépendent des coordonnées {qi,g2}. Il est important de
noter que pour un probleme 2D, i3 = 0 et hz = 0 dans le tableau 3.1. Le tableau 3.2 rappelle
le systeme orthogonal des coordonnées cylindriques.

Cette équation aux dérivées partielles est alors résolue en utilisant la méthode des séparations
des variables, qui consiste a écrire que ¥ = ¥1(q1)12(q2). En reportant cette équation dans
I’équation ci-dessus nous aboutissons alors

Ly [th1(q1)] — L2 [t2(q2)] = 0

ou L; [¥i(g;)] est une application qui dépend des dérivées de 1;(g;) selon la variable g;. Pour des
systémes de coordonnées assez simples (cylindrique par exemple), I’équation ci-dessus s’obtient
aisément, mais il n’est pas toujours possible d’obtenir ce type de décomposition.

Nous avons donc £ [11(q1)] = L2 [2(g2)]. Le premier membre de I’équation, fonction de ¢
seulement, et le second membre, fonction de g2, ne peuvent étre égaux que s’ils sont constants, soit
Li[Yr1(q1)] = M et La[2(g2)] = A1. Par conséquent I'équation différentielle ci-dessus revient a
résoudre deux équations différentielles indépendantes dont les solutions sont les fonctions {1;(g;)}

Lili(q)] =M La[2(q2)] = M

La constante A1 est fonction des propriétés de symétrie de 'objet. Nous montrerons par
exemple dans le cas d’'un cylindre circulaire infini selon son axe de révolution que A; est un
entier.
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Opérateurs Expression
1 0f . 1 0f . 1 8f
radf =V ——1 ———Uy
gradf / hi1 Oq1 ha 0g2 hs 3%
1 0 0 0
divA =V A hohs A hshi1As) + —(h1ho A
v hihahsg 3(11( 2ha 1) + aQ2( 3mAz) 3Q3( thz4s)
1 [0 0 |
As3) — —(ho A
hahs | 902 ——(h3A3) 3 3(h2 2) u +
1 [0 0 1
rotA =V AA hiA h3Asz)| g +
hshy | 0q3 Bg; 1A — 86]1( s 3)_ 2
1 70 0 |
As) — —(h1A7)| 1
hiho | Oq1 agr 12 42) 0 2(h1 1) 1
) 1 0 ([ hohs Of hshi 8f hiho 8f
div(gradf) = V? [ ( >+ < + =
(grad/) / hihahs 01 \ h1 Oq dga \ hy O a613 hs g3

TaB. 3.1 — Expression des opérateurs vectoriels dans un systeme de coordonnées curvi-
lignes orthogonales {q1,q2,q3} dont les vecteurs de bases sont (aj,u2,03). {q1,42,q3} sont
reliées aux coordonnées cartésiennes (z,y,z) par des relations univoques x x(q1,92,93),

y = y(q1,92,q3) et z = 2(q1,92,q3). {h1,he,hs} sont les coefficients métriques définis par
h; = \/(%)2 + (%)2 + (8%) Pour un probléme 2D, i3 = 0 et hg = 1.
3.2.2 Cas du cylindre circulaire infini selon son axe de

révolution

Dans cette section nous allons traiter le cas particulier de la diffraction d’une onde plane par
un cylindre circulaire 2D (voir figure 3.1). Par cylindre 2D on entend un cylindre de section cir-
culaire dont la longueur selon la génératrice est infinie. Cette propriété implique que le probléeme
devient invariant selon 'axe des x et il peut alors étre traité scalairement en considérant les deux
polarisations TE et TM.

Dans un systeme de coordonnées cylindriques, d’apres le tableau 3.2, nous avons ¢; = r,
g =10,q3 =z, hy = hg =1 et ho = r. Le cylindre est supposé homogene placé dans un milieu
supposé LHI et stationnaire.

e Dans le cas TM, le champ magnétique H = 91, et les composantes transverses du champ
électrique E, et E, sont non nulles. La connaissance de 9 suffit & déterminer les composantes F,
et E,. En effet d’apreés (1.1), en coordonnées cartésiennes, avec la convention e /“!, nous avons

E= —mrotH = —mrot(d}ux) = ]ﬁ (%ﬁz gf uy) tandis qu’en coordonnées cylindriques
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Définition ‘ Base ‘ Coefficients métriques
y =rcosf q=r hi=h,=1
z=rsinf et go =10 (G, 4g, 0y) ho=hg=r
rT=x Q3= hs=h,=1

TAB. 3.2 — Systemes de coordonnées cylindriques.

Fiag. 3.1 — Configuration du probleme 2D de la diffraction d’une onde plane par un cylindre
infini selon I'axe des z.

nous avons d’apres les tableaux 3.1 et 3.2, E = ]ﬁ (8—%&9 - %%ﬁr>. En conclusion

1 (o Oy, 1 (o). 100,
E=o\a,% o =3 - - uUr 1 ™ .
Jwe <8yu Oz uy) jwe <8r Up , 86“ dans le cas (3.5)

De plus, la condition de rayonnement & linfini (3.3) (r — oo) devient avec n = 1, et
H A = i, A, = ¢ig

(E-—ZHAD) -1y = <18¢—Z¢>:Z< ! aw—w)

jwe Or jweZ Or
_ g (LW N E (Y
=7 <jK or 7/)) - jK <87‘ ij)
oy 1
= &—]Kw—(?(\/;) lorsque r — oo

e Dans le cas TE, le champ électrique E = ¢1i,, et les composantes transverses du champ
magnétique Hy et H, sont non nulles. La connaissance de 1 suffit a déterminer les composantes

H, et H,. En effet d’apres (1.2), en coordonnées cartésiennes, nous avons H = ﬁrotE =

ﬁrot(d}ﬁx) = ﬁ (%ﬁy — g—fﬁz), tandis qu’en coordonnées cylindriques nous avons d’apres
— 1 (1o _ Oy ;

les tableaux 3.1 et 3.2, H = o (T 50 Ur — 5 119). En conclusion

1 (ow, v \_ L (1ov. v
H= (62uy 8yuz> = o (r 500~ B, 9) dans le cas TE (3.6)
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De plus la condition de rayonnement a U'infini (3.3) devient avec n = 1,

A PO .
(E-ZHAD) -u, = @D+jwuar(ue/\ur) U, = o O
_ oy Lo, fp L 0
=¥ ij,uar_w e “Hor
_ gy LW
N jK or

o .. 1
= a —jK¢y =0 <\/77> lorsque 7 — oo

Par conséquent, quelque soit la polarisation, la condition de rayonnement a l'infini s’écrit

% — iKYy =0 (%) lorsque r — oo (3.7)

3.2.2.1 Calcul de la fonction scalaire vy du champ diffracté

En utilisant la méthode des séparations des variables, 14(r,0) = 11(r)2(0), nous avons
d’apres (3.4) et le tableau 3.2

10 ( 0y (r)va(8)] 1 92 [th1(r)v2(6)]
T Gl Lo D)

¥2(0) {d[%/)l(?“)] L2 [¢1(T)]}+¢1(T) d*1)3(0)

r dr " dr? r2 do?

+ K2 (1)ea(0) = 0

+ K21 (r)ipa(6) = 0

1"2 //(,r_) + r w/ (T‘) +K2’F2 _ g(e)
di(r) di(r) — a(0)

Le premier membre de I’équation, fonction de r seulement, et le second membre, fonction de
0 seulement, ne peuvent étre égaux que s’ils sont constants. En posant la constante égale a o2,
nous obtenons alors le systeme suivant

2(0) _ o2
111289)
o) Y(r) + mw’l(r) + K?r? = +a?

La solution de la premiere équation différentielle est bien connue, c’est 1)9(0) = /Y. Le fait
que la fonction 19(0) doit étre égale a 12(0 + 27) implique que o = n, ou n est un entier. La
seconde équation différentielle s’écrit alors

P2 (r) + r (r) + (K212 = n®) (1) = 0

C’est une équation de type Bessel dont les solutions sont bien connues

Jn(Kr) fonction de Bessel de premiere espece et d’ordre n
Y, (Kr) ou Ny (Kr) fonction de Neuman de premiere espece et d’ordre n
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avec Yy, (x) = [Jn(z) cos(nm) — J_p(x)]/ sin(nm).

De plus toutes combinaisons linéaires de ces deux solutions comme, par exemple, les fonctions
de Hankel définies par

Hle)(Kr) = Jn(Kr) + jY,(Kr) fonction de Hankel de premiére espece et d’ordre n
o? (Kr) = Jp(Kr) — jY,(Kr) fonction de Hankel de seconde espece et d’ordre n

sont également solution de I’équation différentielle.

En conclusion la solution de I’équation de propagation scalaire en coordonnées cylindriques
1A 3
s’ecrit

n=-4oo
Ya(r,0) = Y [AnJu(Kr) + BpYo(Kr) e
n;—i-oo )
= Y [CuBO ) + D HP (K7)| e

avec A, = C, + D,, et B, =i(Cy,, — Dy).

Les développements & I’infini des fonctions HT(LI) et H7(L2) sont donnés par

lorsque |z| — oo (3.8)

Le calcul du membre de gauche de la condition de rayonnement & 'infini (3.7) conduit alors
avec z = Kr a

0H(2)(Z) K j(z—nl—z) 1
”7_]'[(11]7(12)():— e 2 4= ——
or V2zmz 2z
lorsque |z| — o0
% _ 'KH(l)(z) — _Leij('z*%7£) (4jz+1) = L
or J " N 2212 ’ B vz

Par conséquent a? (K'r) ne vérifie pas (3.7) et ne peut donc pas faire partie de la solution

(D,, = 0). La solution se simplifie donc en :

n=+o0o

ba(r,0) = > CoHM(Kr)e (3.9)

n=—0oo

La constante C), sera déterminée a partir des conditions aux limites. Tout d’abord nous
allons traiter le cas parfaitement conducteur puis le cas diélectrique.

La figure 3.2 présente les parties réelle et imaginaire de Hﬁl)(x) en fonction de z pour
différentes valeurs de n. La figure 3.3 présente J,,(z) en fonction de x pour différentes valeurs
de n.
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F1G. 3.2 — Parties réelle et imaginaire de Hél)(x) en fonction de z pour différentes valeurs de n.

3.

Parametre x

F1a. 3.3 — J,(z) en fonction de = pour différentes valeurs de n.

3.2.2.2 Cas parfaitement conducteur en polarisation TE

Pour un objet parfaitement conducteur, il y continuité du champ électrique tangentiel total,
ce qui implique que pour r = a, ¥(r,0) = 0 V6, ou a est le rayon du cylindre. Soit ¥4(a, ) +
Qf)i(a, 9) =0 Vé.

En prenant le convention e 7(“~KT) ot en prenant k - r > 0, une onde plane incidente s’écrit
E = G,/ KWsintimzcosti) — g 4)qefKmsin(0i=0) (k; = ysinf; — zcosh;) avec tant = z/y et
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r = \/y? + 2z2. Nous pouvons donc écrire pour r = a

n=+oo
pige KO0 1 N oy HY (Ka)e ™ = 0 V0 (3.10)

n=—oo

Afin de regrouper les termes sous le signe somme, nous allons décomposer I'onde plane sur
une base de fonctions de Bessel a I'aide de la relation suivante

5% <t—1> n=+0o0
e t) = Z t"Jn(2)
n=-—o00
ol le terme a gauche de 1’égalité correspond a la fonction génératrice. Ainsi en posant z = Kr
et t = e/0i=9) il est aisé de montrer que

n=+o0o0
oI Krsin(0—0;) _ Z eI 0=0) 1 (Kr) (3.11)
L’équation (3.10) devient alors
> [t g (Ka) + CoHD (Ka)| e = 0 v8

Cette égalité doit étre vérifiée V (6,n), d’ou
 Yioe!™ J,(Ka)
oM (Ka)

Cp =

En conclusion, le champ diffracté par un cylindre parfaitement conducteur en polarisation
TE s’écrit
"SR Ju(Ka)

ba(r,0) = —thio Y

H(l)(K )Hqgl)(Kr)ej”(ei_g) pour r > a (3.12)
n=—oc HIn a

Il est & remarquer que le champ est fonction d’un nombre sans dimension Ka, ce qui implique
que dans le cas d’'une multiplication par p de la fréquence et une division par p du rayon du
cylindre a, le champ diffracté n’est pas modifié.

Afin de réduire les calculs numériques, nous pouvons utiliser la relation de récurrence suivante
ot fo(2) = {Jn(2), H (2), B (2)}
2n
fr1(2) = — ful2) = fa-1(?) (3.13)

z
De plus pour n entier, les fonctions de Bessel vérifient
fon(2) = (=1)"fu(2) (3.14)
En conclusion, les connaissances de fy(z) et fi(z) permettent de calculer la somme pour
n>1,et
_wd(r,ﬁ) _ JQ(KG)
Pio Y (Ka)

n=-+oo
Z J("lgi(a))H,(Zl)(Kr) eIn(0i=0) | (—1)”e_j”(9i_9)] pour r > a
n=1 Hn Ka

Y (Kr) +
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Rayon du cylindre 2D : a =22

16}

1.2

Axe des yir

08

0.6

04

0.2

Axe des X/

Fic. 3.4 — Module du champ total rayonné par un cylindre 2D parfaitement conducteur en
polarisation TE de rayon a = 2A. L’onde incidente est supposée plane se propageant dans le
vide (€, = 1) selon I'axe des z (E = f,e 7“5 soit ; = 0) et les axes sont normalisés par ).

Rayon du cylindre 2D : a=62

1.8}

141

Axe desyiy

0.8

0.6

04

0.2

Axe des xfA

Fia. 3.5 — Figure similaire a la figure 3.4 avec a = 6.

Les figures 3.4 et 3.5 représentent le module du champ rayonné total diffracté par un cylindre
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2D parfaitement conducteur en polarisation TE pour des rayons respectifs a = 2\ et a = 6.
L’onde incidente est supposée plane se propageant dans le vide (¢, = 1) selon laxe des z
(E = t,e /K2 soit 6; = 0) et les axes sont normalisés par la longueur d’onde A.

Rayon du cylindre2D:a=2 A
1 T T

0.9r 1
0.8F 1
0.7 1
c

0.6 1
0.5- 1

0.4r 1

Module de C

0.3 J

0.2r J
0.1 1

00 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Indice de la somme n

Jn(Ka)
i) (Ka)
somme n, pour un cylindre 2D parfaitement conducteur en polarisation TE de rayon a = 2.

F1a. 3.6 — Module du coefficient de la somme, |C,| =

‘, en fonction de 'indice de la

Rayon du cylindre2D:a=6 A
1 ;

0.9/
0.8t / N
0.7

c

B

0.6
0.5r

Module de C

0.4r

0.3r

0.2r

0.1-

00 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Indice de la somme n

Fia. 3.7 — Figure similaire a la figure 3.6 avec a = 6.

Jn(Ka)

Les figures 3.6 et 3.7 représentent le module du coefficient de la somme, |C,,| = O (ka)
n a

)

en fonction de 'indice de la somme n pour des rayons respectifs a = 2\ et a = 6.
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3.2.2.3 Cas parfaitement conducteur en polarisation TM

D’apres (3.5), la continuité de la composante tangentielle du champ électrique s’écrit

10 10 0
EAu, = ,——wﬁg/\ﬁr = —,——wﬁx = 9% =0
jwe Or jwe Or or

Par conséquent d’apres (3.9), en utilisant le méme raisonnement que dans le cas TE, nous
obtenons avec H = ¢, = y;,pt,e™’ [wi—Kr sin(6;—6)]

n=-4o00
ZC’H Kre]"(’

n=—oo

ou (), vérifie la condition aux limites suivante

n=-+oo
aar { Z [@Dioe*j"@i JIn(Kr) + CnHr(Ll)(KT)] ejne} =0V0
soit o
o _zﬁioeJ”eiJn(Ka)
" HT(LI)(KCL)
avec f(x) = %.
Le champ diffracté s’écrit donc
n=-+oo
Ya(r, 0) = —ig Z H(l) HWY(Kr)e™%=9 pour r > a (3.15)

Afin d’éviter de calculer numériquement les dérivées des fonctions de Bessel, nous pouvons
utiliser les relations de récurrences suivantes ou fp, () = {Jn(2), Hqgl)(z), HT(LQ)(,Z)}

Ja2) = faa(2) = S hal2)
= —fur1(2) + Za(2)

_ faa(®) ; fr1(2) (3.16)

Connnaissant fo(z) et f1(2), il alors possible selon (3.14) de construire f,(z) pour |n| > 1.

3.2.2.4 Cas diélectrique en polarisation TE

Dans ce cas, ’équation de propagation s’écrit
[VZ+ K2(r)] =0
avec
K} si r>a
K2(r) =
K2 si r<a
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Nous cherchons donc v tel que
[V2+K12]1/;1:0sir>a

et
[V2+K22]¢2:0517"§a

oll Y1 = v; + 14 est le champ total en dehors du cylindre et 2 le champ total dans le cylindre.

Toute la partie sur la séparation des variables pour obtenir la décomposition du champ soit
sous la forme d’une somme infinie de fonctions de Bessel et de fonctions de Neuman soit sous
la forme d’une somme infinie de fonctions de Hankel de premiere espece et de deuxieme espece
est identique a la section 3.2.2.2. Nous nous contenterons de rappeler que tout champ dans un
espace de dimension 2 peut étre représenté par ces deux sommes et que le choix d’en utiliser
I’'une plus que l'autre se fait pour des raisons de simplification des expressions uniquement.

La décomposition de 114 et 1); a déja été abordée (équations (3.9) et (3.11)) d’ou la formule
suivante pour le champ total

n=-+o00
P1(r,0) = Z [Ban(Klr) + CnH,(Il)(Klr) e avec B, = vipe’™Y (3.17)

n=—0oo

Reste maintenant a choisir la décomposition du champ . Ce choix se porte sur une
décomposition en une somme infinie de fonctions de Bessel J,(x) et de Neuman Y, (x). De
plus, puisque que la fonction de Neuman est divergente en r = 0 et que le champ 1 ne doit
diverger en aucun point intérieur au cylindre, la décomposition du champ va s’écrire

n=-+o00
Yar(r,0) = [EnJu(Kor) + F,Y,(Kor)] e ™
n=-+00

= E EpJn(Kor)e ™ car lin%) Yoi(z)=c0=F,=0 (3.18)
Z—>
n=—oo

Dans les deux équations ci-dessus, les deux inconnues sont C,, et F;,. Par conséquent, contrai-
rement au cas du cylindre parfaitement conducteur, il est nécessaire d’utiliser les deux relations
de continuité des composantes tangentielles des champs électrique et magnétique.

Dans le cas d'une polarisation TE (E = 10,) et dans I'hypothese ot p = p1 = o, les
composantes tangentielles des champs s’écrivent ¢ et Hy = —ﬁg—f. Sur la surface du cylindre
(r = a), les relations de continuité deviennent alors

wl(a,ﬁ) = ¢2(a,9) Ve [0;271‘}

oY1 02
— = — V0 el0:;2
or |,_, or |,_, € (05 2]
nous obtenons donc
ESa (1) Cjne _ R —jnb
> [ann(Klchan (Kla)}e 0 = SN B Jn(Koa)e I

n=+oo A A ) n=+o0o . .
K S [Ban(Kla)+CnH,(L1)(K1a)} eI = Ky S Epdn(Kaa)e i

n=—0o0 n=—oo
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avec f(z) = %. Ce systeme doit étre vérifié vV (6,n), d’ou

BpJy(K1a) + CoHY (K1a) = E,J,(Kaa)
K1 | BpJn(Kia) + anS)(Kla)} = Ky B, (Ksa)

Les solutions du systeme s’écrivent avec p1o = % = %

1Y (K1a)d,(Kia) — B (Kya)Jo(Kya)
proHD (K1), (Koa) — HY (K1a)Jn (K a)

E,=B

Jn(Kga)Jn(Kla) — pngn(Kla)Jn(Kga)
proHY (K1a) J, (Koa) — HY (K1a)J,(Ksa)

C,=21B

En utilisant les relations de récurrence (3.13), (3.14) et (3.16), le temps de calcul pour calculer
la somme sur n de (3.17) et (3.18) est considérablement réduit.

3.2.3 Propagation guidée

Les guides d’onde sont utilisés pour véhiculer 'information dont le support est une onde
électromagnétique. De nombreuses techniques ont été développées selon ’application. En général
le choix d’une structure est un compromis entre

— la bande passante désirée,

— la puissance a transporter,

— les pertes tolérées.

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser a la propagation d’une onde
électromagnétique dans un guide d’onde dont la section droite est constante selon sa nor-
male z (figure 3.8). Puis les cas d’une section droite rectangulaire (guide d’onde de forme
parallépipédique) et circulaire (guide d’onde de forme cylindrique) seront traités (figure 3.9).

Fi1G. 3.8 — Guide d’onde de section droite invariante selon son axe de révolution z.

3.2.3.1 Ecriture des équations

Dans un guide d’onde dont la section de droite est constante selon sa normale (direction
z), les champs électromagnétiques {Ex,y, z,t), H(x, y, z,t) } peuvent s’écrire sous la convention
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LR PR
y e
{ 0 '%
b < ta
o—=# =
Rectangulaire Circulaire

F1c. 3.9 — Guide d’onde de section droite rectangulaire (gauche) et circulaire (droite).

eIt comme

— —jwit+jBgz
{ E(‘rvyvxat) Eg(xhy)e J (319)

H(z,y,z,t) = Hy(z,y)e I+ H0%>
ol 3, est une constante de propagation selon la direction z du guide. La longueur d’onde corres-
pondante du guide est définie comme Ay = 27/f,. La relation entre 3, et la pulsation w dépend

de la forme de la section de droite. Les inconnues sont donc les champs électromagnétiques
{E¢(z,y),Hy(z,y)} qui dépendent des variables spatiales x et .

Compte tenu de la symétrie du probleme, les champs électromagnétiques sont décomposés
selon leur composante longitudinale (selon z) et transverse (selon z et y). Soit

E(z,y) = Ex(z,y)Xx + Ey(z,y)y + E.(z,y)z = Ep(z,y) + E.(x,y)z
N—_——

Transverse Longitudinale (3 20)
H(ﬂ?, y) = HI(I’ y)f( + Hy(x’ y)y + Hz(ﬂf, y)i = HT(‘/Ea y) + Hz(l‘, y)i
———
Transverse Longitudinale

De plus, les quantités suivantes sont introduites

o. 0. 0. . . ;
vV = 8—xx+afyy+%Z—8wx+ayy+azz
= Vr+0,2=Vrp+ jfz (3.21)

La dépendance en e*7%* des champ électromagnétiques entraine que 9, — +j/3,z.

En régime harmonique (convection e 7! = 9, — —jw), dans un milieu LHI dépourvu de
charges, les équations de Maxwell s’écrivent donc

VAE =+jwpH Vr+ 3Pz

( N(Er + E.z) = +jwu (Hr + H,z)
V AH = —jweE (Vr+jpz
=
(
(

A (Hr + H,z) = —jwe (Er + E,7)
(Er+ E,z)=0
-(Hr+H,z) =0

V.-E=0 Vo + 67 (3.22)

V-H=0 Vr+jBz

~— — — —

A noter que ces équations ne sont pas indépendantes. Nous allons maintenant exprimer z A Ep
et Hp en fonction de E, et H,. Ainsi si les composantes E, et H, sont connues, il sera aisé de
calculer les quantités z A Epr et Hp.

A~

On peut remarquer que z-z=1,2Az2=0,z-Er =0, z- Hr =0 et que

{ “ET:“( (3.23)

Vr ANEp =
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En égalisant alors les parties transverse et longitudinale de I’équation (3.22), nous avons

( VrE, N2 + 7842 N Er = +jwpHr
VrH, Nz+ jB4z2 NHp = —jweEr
VrANEr — jwuH,z =0
Vi ANHp + jweE,z =0
Vr-Er+jBE, =0
Vr-Hr+jBH, =0

(3.24)

Selon la valeur du couple (E,, H,), les différents modes de propagations suivants peuvent
étre définis
E.,=0 H,=0 Modes TEM
E,=0 H,#0 Modes TE ou H
E,#0 H,=0 Modes TM ou E
E.#0 H,#0 Modes hybrides HE ou EH

(3.25)

Par la suite, le mode TEM sera exclu. Dans les autres cas, pour lesquels E, et/ou H, sont
différents de zéro, il est possible d’exprimer les champs transverses {Er, Hr} en fonction des
composantes longitudinales {E,, H,} des champs.

Ainsi, puisque z A (z AHy) = 2(z-Hr) — Hp(z - 2) = —H7 et de la méme maniere,
z N (VrH, ANz) = V1 H,, nous obtenons a partir de la deuxieme ligne de (3.24)

Vo H, — jBHp = —jwez AEp (3.26)

Ainsi selon la premiere ligne de I’équation (3.24), le systéme a résoudre est

Bz NET +wuHyr = jz ANV 7rE, (3.27)
—wez N Ep + ﬁgHT =—jVrH, ’
La solution est alors donnée par
anEy = +2595 nvrE + 1
k2 k2
(3.28)
_ | Jwe, 7B
Hp = +k7(2zz ANVrE, + ?EVTHZ
ou le nombre d’onde de coupure est défini par
2 2 o W 2 2 2
kc:weu—ﬁg:§—ﬁg:K - 06 (3.29)

Le nombre d’onde K est le nombre d’onde d’'une onde plane se propageant dans un milieu
de permittivité € et de perméabilité 1 et se propageant a la vitesse ¢ = 1/,/eu. A noter que la
valeur de k. dépend de la forme du guide d’onde. Si l'intérieur du guide est assimilé au vide
(milieu sans pertes), alors K € RT*. De plus, dans la suite, on montrera que k. > 0.

Si ﬂ; = K% —k2 > 0, alors les modes dans le guide sont propagatifs car le terme e*75* est un
imaginaire pur pour z > 0. Dans le cas contraire si ﬁg <0, alors B, = 4|8, et et95s* = e~ 1Bql2
(solution physique avec le signe +) et les modes sont alors évanescents. La fréquence de coupure
est alors donnée pour 3, = 0 soit k = k..
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On peut également définir la longeur d’onde dans le guide Ay = 27/, comme

1 1 1 A
AZAE A2 1 — %
Les modes sont alors propagatifs, Ag > 0, si A < A\, = 27 /k.
Comme une onde plane (Z = y/u/e), il est intéressant d’introduire la notion d’impédance
d’onde. Pour les modes TE et TM on a alors
G LG @
T 59 /Bgc ZTEZTM = Z?
= Zreg W (3.31)
Zoy = @ — Z@ ZT™ B 5202
we w
En conclusion, en remarquant que zA (zAE7p) = —Ep et d’aprés 'équation (3.28) les champs
transversaux vérifient
_ By .
Er =+ 2 (VrE, — Zrgz NVrH,)
c
(3.32)
' 1
Hy = 1% <VTHZ 2 VTEZ>
k‘c ZTM

Les seules inconnues sont maintenant les composantes transversales (E,, H,) des champs.
Pour les calculer nous allons appliquer ’équation d’Helmholtz, qui s’écrit pour les champs E et
H comme

(3.33)

V2E+ K?E=0
V:H+ KH=0

Ainsi en reportant cette équation dans (3.19), les composantes longitudinales des champs E
et H vérifient

{ (8% + 8;) E.(x,y) + k%EZ(x, y) =0 (3.30)
(am + ay) HZ(:C7 y) + k;C‘HZ(‘,I;7 y) = 0
En effet, si E -2 = E.(z,y)et7%7* alors
(V’E+K’E) -2 = (0iE.+0,E.— B2E. + K°E.) et1%*
= [(02+0]) B. + klE.] e9Po* (3.35)

En conclusion, pour connaitre les champs dans le guide, il faut résoudre 1’équation (3.34) pour
calculer les composantes E, et H,, puis a partir de I’équation (3.32), les champs transversaux
Er et Hp sont calculés.

Dans la suite, deux types de guide d’onde vont étre discutés.
3.2.3.2 Conditions aux limites et vecteur de Poynting en TE et TM

Pour des parois parfaitement conductrices, les composantes tangentielles du champ électrique
et magnétique a 'intérieur des parois du guide doivent étre nulles.
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Dans le cas TE, puisque E, = 0, les équations (3.28), (3.32) et (3.34) conduisent a

fhc:+ﬁ?vTHz
Er = —jﬂg Zmpz ANV1H, = ZeHr N Z
k2 Cas TE (3.36)

z N NEr = ZrgHr

(02 +05) Ha(x,y) + kZHx(2,y) = 0

Sur les parois, la composante tangentielle de H doit s’annuler, impliquant que n - Hy ot n
est la normale & la paroi (soit X ou y). Ainsi, sur les parois

O,H, =0 8,H,=0 VY (z,y)€S (Cas TE) (3.37)

Dans le cas TM, puisque H, = 0, les équations (3.28), (3.32) et (3.34) conduisent a
Jjb

_ g
Er =+ k‘g VrE,

; 1
HT:+Z]ﬁgk2i/\VTEZ:+Z z N\ Ep

™A ™™ Cas TM (3.38)
. Er
zANHpr = —

r ZTMm

(02 + 32) Bu9) + B2E. () = 0

La composante tangentielle de E doit s’annuler sur les parois, soit

E.=0 VY (z,y) €S (Cas TM) (3.39)

Les équations (3.36) et (3.38) montrent que 'onde posséde la méme structure qu'une onde
plane (le triplet (Ep,Hp,z) forme un triedre direct) se propageant selon la direction z mais
dont I'impédance est remplacée par Ztg ou Z7y. Ainsi, nous pouvons écrire que

1,
Hr=—2zANEp (340)
T
Le vecteur de Poyinting selon la direction de propagation z, qui est une puissance par unité
de surface (W/m?), s’écrit alors

1
[Er|* = S Zr |Hr|” (3.41)

1
P. = Re(Br A\H}) 2= =3

1

27

Pour des formes simples de section droite du guide, I’équation de propagation scalaire
(3.34) est résolue en utilisant la méthode de la séparation des variables. Dans un systeme de
coordonnées (x1,z2) choisi selon la symétrie du probleme, ceci conduit a écrire en TE que
H,(z1,y1) = fre(z1) X gre(22) et E.(z,y) = frm(x1) X grm(z2) en TM. La substitution de
cette décomposition dans I’équation de propagation scalaire (3.34), conduit alors a résoudre deux
équations différentielles indépendantes, dont les inconnues sont les fonctions freg v et gre ™.
La résolution de ces équations est alors relativement simple et fait apparaitre des constantes
arbitraires, qui sont déterminées en appliquant les conditions aux limites (3.37) et (3.39). Ceci
implique alors que frg # frm et gt # gTM™.
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3.2.3.3 Guide d’onde de section droite rectangulaire

Soit un guide de section droite rectangulaire (figure 3.9) et d’aire ab (a longueur du guide
selon la direction x et b longueur selon la direction y). La symétrie impose x1 = x et x5 = y.

Tout d’abord intéressons-nous au cas TE, soit £, = 0. La méthode de la séparation des
variables permet d’écrire que H(z,y) = Hof(z)g(y), ou Hp est une constante. La substitution
de cette fonction dans 1’équation (3.34) conduit alors a

1d%f  1d%g

ATl AN R 42
fd:v2+gdy2+c 0 (3.42)

2 . 2 , .
Le terme %% dépend uniquement de z, le terme %% dépend uniquement de y et k. est
une constante. Par conséquent ’équation est verifiée si

1d*f d2f

, = 2 (3.43)
1d
gd—yg:csteZ:—kg dTJg—i-k‘Zg:O

Les solutions sont alors données par

{ f = Ajcos(kyz) + Agsin(kyx)

g = By cos(kyx) + B sin(kyx) (3.44)

ou A1, Ao, By et By sont des constantes arbitraires. Pour les déterminer, les conditions aux
limites sont appliquées. En effet

{ 0.H, =0 pour z=1{0,a} (3.45)

OyH, =0 pour y={0,b}

Par conséquent, la condition 0,H, = 0 pour x = {0,a} conduit pour z = 0 & Ay = 0, soit

f(x) = Ay cos(kzx). De plus, la condition en # = a conduit & k, = "* avec n = {0,1,2,...} un

entier positif. En appliquant le méme raisonnement sur g, nous avons
nmwx mm
H.(z,y) = Apm cos (—) cos (Ty> (3.46)

a
avec Anm = HpA1Bp. L’amplitude A, est liée a 'excitation. De plus, en reportant cette
expression dans I’équation (3.34), nous avons

om= () 4 (5 = e (3) (&) (3.47)

\ B 2ab
SN 202 + m2a?

En TM, l’application de la méme démarche qu’en TE conduit a

E.(z,y) = Apmsin (Tlaﬂ> sin (?) (3.48)
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Les composantes des champs longitudinaux forment un systeme discret {&pn,}, ou &
représente soit H, (TE) ou E, (TM). La solution s’écrit alors comme une superposition
o0

= i ¢nm  Cas TE

n=0m=0

n+m>0 (3_49)

E=) > &m CasTM

\ n=1m=1

[11

A noter que dans le cas TM les indices sur la somme débutent & 1, tandis que pour les modes
TE, les indices n = 0 et m = 0 sont a exclure. Par conséquent les modes TMgg, TMg1, TMjg,
TEg n’existent pas.

Dans la pratique, peu de modes se propagent dans le guide. Prenons un exemple des modes
TE,o avec n > 0 et m = 0. L’équation (3.47) devient

( nm 2
fo = K2 = ()
2 _ (nhm 2 L — i _ (£>2
kc,nO - ( a ) = )\37”0 )\2 %2, (350)
2a
)\c,nO =
n

Les modes sont propagatifs si la longueur d’onde A < A¢ pm, soit a > "7/\ Soit une fréquence
f =10 GHz = XA = \¢g = 3 cm car il est supposé que le guide est rempli d’aire. Par conséquent
pour n =1, a > 1.5 cm, soit @ = 2 cm. Les modes d’ordres supérieurs (n > 1) deviennent alors
évanescents car ﬂ;no < 0. En effet, 53710 =0.192 x 10° > 0 (rad/m)?, 3’20 = —0.548 x 10° < 0

(rad/m)? et ﬂg,y,o = —1.782 x 105 < 0 (rad/m)2. Le mode TE, s’exprime alors comme
([ H, = Ay cos(kpx)eBon0? ky = nr
a
3 A '
Hr = —‘7@;{7"0 sin(kpx)eiPonozx (3.51)
X
| Z A ,
Er = jiTEkﬁg ™ gin(kya)eiBonozy
xr

Pour z = 0, la figure 3.10 représente les composantes |H,|, |H;| du champ magnétique du
mode TE,o en fonction de = € [0;a] en cm et de l'indice n. @ = 2 cm et A = 3 cm. De plus, la
figure du bas représente le terme |e/%9.70%| en dB en fonction de z en cm.

On observe que pour x = {0,a}, |H.| est maximum tandis que |H,| est nul. Ce sont les
conditions aux limites qui imposent ce comportement. De plus, lorsque |H,| est maximum, |H,|
est minimum et inversement. Lorsque n augmente, le nombre d’oscillations croit et la figure du
bas montre clairement que le terme |e/5970%| décroit fortement avec z sauf pour n = 1, ot il vaut
1. Ceci montre clairement que les modes d’ordres supérieurs a un ne se propagent pas et ainsi
uniquement le mode TE;( est propagatif.
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F1a. 3.10 — Composantes |H|, | H;| du champ magnétique du mode TE,,y en fonction de z € [0; a]
en cm et de 'indice n. a = 2 cm et A = 3 cm. De plus, la figure du bas représente le terme
|e7P9:n0%| en dB fonction de z en cm.

3.2.3.4 Guide d’onde de section droite circulaire

Soit un guide de section droite circulaire (figure 3.9) de rayon a. La symétrie impose que
1 = 1 et 9 = ¢. Pour les modes TE ou TM, I'équation d’Helmoltz doit étre donc résolue
en coordonnées polaires, comme dans le cas de la diffraction par un cylindre, détaillée dans le
paragraphe 3.2.2. Rappelons qu’elle s’écrit d’apres les tableaux 3.1 et 3.2 (donnant 'opérateur
|Vr| =82+ &3 en coordonnées polaires avec {q1 = r,q2 = 0, g3 = 0}) en coordonnées polaires
et d’apres I'équation (3.34)

10y [ O 10% o
o <r8r> + 55—+ k=0 (3.52)

avec la fonction ¢ = (r,0) égale soit a H,(r,0) ou E.(r,6). La méthode de la séparation
des variables conduit & la décomposition i (r,0) = f(r)g(#). Ainsi, en appliquant le méme
raisonnement que dans le paragraphe 3.2.2, nous avons

f(r) = Adn(ker)  g(0) = ™ (3.53)
ol J, est la fonction de Bessel de premiere espece et d’ordre n.

De plus, dans la cas TE, la condition a la limite donnée par ’équation (3.37) impose que

Oy (H,(r,0)) = 0 pour 7 = a et V0 = ke pma = p,,,, Cas TE (3.54)

En TM, la condition a la limite donnée par I’équation (3.39) impose que
E.(r,0) =0 pour r = a et V0 = k¢ pma = ppm Cas TM (3.55)

ol Ppm sont les racines de Jy, (J,(pnm) = 0) et pl,,,, les racines de la dérivée de J,,. Les tableaux
3.3 et 3.4 donnent leurs valeurs pour n = {0, 1, 2}.
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no P P2 Phs

0 3.832 7.016 10.174
1 1.841 5.331 &8.536
2 3.064 6.706 9.970

TAB. 3.3 — Valeurs de pl,,,, pour les modes TE.

n DPnl1 DPn2 DPn3
0 2.405 5.520 8.654

1 3.832 7.016 10.174
2 5.135 8417 11.620

TAB. 3.4 — Valeurs de p,,,, pour les modes TM.

En conclusion

/ 2
Hz - AnmJn (pnmr> ejn@ 2 = K2 — (pnmr> Cas TE
(3.56)

. 2
E. = Ay (p ”mr) enf 32 2 (p ”mr) Cas TM

L’amplitude A, est liée & I'excitation. De plus, la longueur d’onde de coupure est donnée
par

2ma 2ma

En TM, pour le mode dominant TMo1, Aco1 = 2ma/po1 = 1.31D, ot D est le diametre du
guide. Puisque pj,,, = pim car dJo(z)/dx = —Ji(z), les modes TEy,, et TMy,, sont dégénérés.
En TE, le premier mode de propagation est donc TEq; et A\¢11 = 2ma/p), = 1.71D.

A noter que lopérateur nabla transverse Vp s’écrit en coordonnées cylindriques (r, )
= —Uu, + ,71“10 (358)
T

Les composantes des champs électriques et magnétiques forment un systeme discret {£,m },
ou ¢ représente une des composantes. La solution est alors similaire & ’équation (3.49).

3.3 Approximations de optique physique

Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser a I’approximation de 'optique physique dans
les cas 2D et 3D. L’avantage de commencer par le cas 2D est pédagogiquement beaucoup plus
aisé car les équations impliquées sont beaucoup plus simples que dans le cas 3D du a la nature
scalaire du probleme a résoudre.
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3.3.1 Probléme 2D : cas scalaire
3.3.1.1 Introduction

L’approximation de 'optique physique est généralement assimilée a I’approximation du plan
tangent, pour laquelle la surface en chacun de ses points peut étre assimilée a un plan infini,
correspondant a la tangente de la surface au point considéré. La surface est alors qualifiée de
localement plane. Sous cette hypothese, le champ réfléchi par la surface peut s’exprimer tres
simplement & partir du champ incident sur la surface a l’aide des lois de Snell-Descartes et des
coefficients de Fresnel. Le coefficient de réflexion de Fresnel permet de connaitre son amplitude,
et la loi de Snell-Descartes sa direction.

D’apres le principe d’Huygens (chapitre 2), le champ total diffracté par la surface s’écrit

) == [ w25 — g(e.x) 208 a5 (3.59)
Y(r)

ot Y(r) est le champ total sur la surface et =5~ sa dérivée normale. Ce sont les inconnues du
probleme. Dans la suite, nous allons présenter uniquement le champ diffracté au-dessus de la
surface (champ réfléchi). Pour le champ diffracté au-dessous de la surface (champ transmis), le
raisonnement est tres similaire.

L’approximation de l'optique physique spécifie que {(r), aﬁs)} en un point M (y, z) quel-

conque de la surface, .S, sont les mémes que ceux qui existeraient sur une surface plane tangente
infinie dont les propriétés électromagnétiques seraient celles caractéristiques de la surface limitée
au point considéré (y, z) (figure 3.11). Cette approximation est valide si p.cos®#; >> ), dans
laquelle p. est le rayon de courbure de la surface et 0; est I’angle d’incidence.

Fic. 3.11 — Illustration de 'approximation de l’optique physique. n est la normale au plan
tangent.

3.3.1.2 Expression du champ rayonné en zone lointaine

Par conséquent, le champ total sur la surface ¥; au point M s’écrit en fonction du champ
incident ;3 comme
Y = [1+R(0)] Yinmr, (3.60)
ou R est le coefficient de réflexion de Fresnel soit en polarisation TE (R1) ou TM (R, voir
section 1.5.5.2). 0 est I’angle entre la normale au plan tangent et le nombre d’onde incident k;,
soit cos @ = —k; - n. De plus, la dérivée normale du champ s’écrit (% =V -n)
Oy 0 Oim n 9 [R(0)Yinm]

on = o (L RO} = — on

=¥ [ki -n+k, - ﬁR(H)} Vim
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ou k, le vecteur d’onde réfléchi dans la direction spéculaire car localement la surface est assimilée

a un plan infini tangent, pour lequel les lois de Snell-Descartes peuvent étre appliquées. Pour
simplifier, 07837(19) ~ 0. Par conséquent

k.,-n=-k;-n
En conclusion, 'approximation de ’optique physique conduit &
Y = [1+R(0)] Yinm

Yy
on

(3.61)
= jk; -0 [l — R(O)] Vins

Dans le chapitre 2 (voir section 2.1.6), nous avons montré que le champ rayonné en zone

lointaine s’écrivait
:_7 / / |:]k 87/)( ) 7jkd-rdS

Par conséquent sous ’approximation de optique physique avec ¥y = ¥ipe/%i™T, nous avons
co( I\ Yio 2 —im A N —j(kg—k;)r
YP(r') = — 4 [(h-ky)(1+R)+ (n-ki)(1—R)le TS (3.62)
4 V nKr S
A noter que la normale a la surface n peut s’écrire n = :/% et 'élément de surface

dS = dy\/1 +~? avec v = dz/dy.

3.3.1.3 Cas d’une plaque linéique parfaitement conductrice

Pour une surface parfaitement conductrice R = £1 et pour une plaque linéique de longueur
L (figure 3.12), n = z Vr, dS = dy. Considérons le cas TM (polarisation verticale), d’ott R =
R/ = +1. L’équation (3.62) s’écrit alors

L
00 ’sz 2 T, t3 (kg —K: )%
de (rl) = ?0 W@ J4 (n‘kd) } e J(kq kz)Ydy
2

D’apres la figure 3.12, les vecteur d’onde incident et d’observation s’écrivent

{ k; = K (ysin6; — zcos6;)

kg =K (ysinfy + zcos ) (3.63)

L’intégration sur y conduit alors a

Yio
2 TKr!

g (r') =

e~ T KL cos O4sinc {KL(sm 0; — sinfa) }

La Surface (linéique) Equivalente Radar (SER) d’une surface linéique est définie comme

N 12
01(0;,04) = 27’ lim ‘wd(r)

r'—oo

(3.64)
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Fia. 3.12 — Plaque linéique de longueur L centrée a l'origine.

En conclusion, la SER s’écrit pour une plaque linéique de longueur L parfaitement conduc-
trice en polarisation TM comme

(3.65)

KL(sin6; — sin Gd)] }2

01(0,04) = % {KLCOS 0 sinc [ 5

La figure 3.13 présente la SER normalisée 0;(6;,604) K en fonction de 1’angle d’observation 6,4
pour 6; = 0 et % = {0.2,0.4}. On observe que plus le ratio % diminue, c.a.d L grand devant A, est
plus la puissance diffractée par la plaque est concentrée autour de la direction spéculaire 6, = 0.
Dans le cas limite, o L >> A, le phénomene de diffraction disparait et alors toute I’énergie est
réfléchie dans la direction spéculaire. A noter, que le premier zéro de o(6;,0,) est obtenu lorsque

KLGn0i—sinba) — 7 soit sinfg = sinf; — 2 = & = {0.1,0.2} = §; = +{11.5,23.6} .

10001 .
—A/L=0.2
---ML=0.4
800+
)
3
= 600f
£
)
c
o 400r
]
(%)
200r

—%O —45 —30 -15 0 15 30 45 60
Angle d observation

Fic. 3.13 — SER normalisée d’un plaque linéique parfaitement conductrice en polarisation TM
en fonction de ’angle d’observation avec 8; = 0.

3.3.1.4 Cas d’un demi cylindre elliptique parfaitement conducteur

Nous allons maintenant nous intéresser au cas d’'un demi cylindre elliptique (figure 3.14)
parfaitement conducteur dans le but d’étudier l'effet de la courbure comparativement a une
plaque (courbure nulle).
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F1G. 3.14 — demi cylindre elliptique de demi-grand axe a et de demi-petit axe b centré a ’origine.

En coordonnées polaires, ’équation du demi cylindre elliptique centré a ’origine s’écrit

y = acosf )
{ e — bsing 6 € [0;7] (3.66)

avec a le demi-grand axe et b le demi-petit axe. De plus

A N
dSh - kq = dy/T + 72— 222 kg = —ydykgy, + dykq. (3.67)

V1+~2

avec y = dy Or vdy = dz = bcos0df et dy = —asinfdf. Par conséquent, 1’équation (3.62)

s’écrit en coordonnées polaires pour une surface parfaitement conductrice en polarisation TM
comme

YP(r') = W’,/ / Ky —hay) cosO-+0(hiz—ka=) S0 0] (p, cos 0 + akg, sin 0) O

(3.68)
En posant cos x = % (kiy — kay) et siny = g(kzz — kq,) avec
a = \/CL iy kd + b2(klz — kdz)2
o = PRz —ka) b (91- ~ 9d> (3.69)
X a(kiy — kay) a

I’équation ci-dessus devient

V(1) = %0 / / edercos(0—x) (bkay cos 0 + akg, sin§) df

Le terme en exponentiel est alors décomposé comme

n=-o00

e]acos€ X) Z ] ejne X)

n=—oo

On a donc

n=-o00

/ejaCOS(OX)COSGdQ = Z jan(a)ej"X/ e/ cos Bd
0

0 n=—oo

n=-4oo

_ , [1+ ( 1) e”I"™X
= > ni"Jula) P

n=—0o0
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En appliquant le méme raisonnement sur sin 8, nous avons

n=-+o0o

T o) 1)) e inx
jacos(0—x) 0do = — 1+ (
/0 e sin Z J" 1

n=—oo

Par conséquent I'intégration sur 6 de (3.68) conduit a

. n= +OO _1\n] ,—Jn
oo (') = %0 / () [1+(n21)_ ]16 gnx (nblegy — )

Au final d’apres (3.64), la SER s’écrit pour un demi cylindre elliptique parfaitement conduc-
teur en polarisation TM comme

2

n=+00 14 (—l)n
01(0;,05) = K Z j”Jn(a)e_j”XT (bjnsinfy — acosby)
e e L4 (1)
= K |2aJo(a)cosfy — Z j"Jn(a)e_]”X:Q(_) (bjnsinfy — acosby)
n=—00,n#0

(3.70)
Dans la cas o b = 0, sinxy = 0 = x = {0,£7}, a = alkiy — kqy|, cos x = sign(k;, — kqz) =
+1 =y =47, et e 7™ = {1,e7""} = {1,(~1)"}. On a donc

n+oo 2

1 1" 41
01(6:,00) = 7 (KL cosfy)? | = Z "Iy (Kalsin§; — sin 6y|) (712)_—;
1 2 . .
- K (KLcosOy)® |Jo (Kalsinf; — sinf,|) —
n=-+o00 2
- (1

Z J"Jn (Ka|sin0; — sin0y]) 1

La figure 3.15 présente la SER normalisée d’un demi cylindre elliptique parfaitement conduc-
teur en polarisation TM en fonction de I'angle d’observation avec §; = 0 et a = 5A. On ob-
serve que lorsque b augmente, la puissance diffractée se concentre moins autour de la direction
spéculaire.

(=1)"+

La figure 3.16 présente le coefficient C), = 271 de la somme en fonction de n.

3.3.2 Probleme 3D : cas vectoriel

Cette partie ne sera pas enseignée. Dans cette section, I'approximation de 'optique
physique est présentée dans le cas vectoriel, c.a.d lorsque la surface est une fonction a la fois des
coordonnées x et y. La démarche pour le calcul du champ diffracté par une surface diélectrique
finie en champ lointain illuminée par une onde plane est la méme que dans le cas 2D, hormis
que les équations sont plus compliquées.
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FiG. 3.15 — SER normalisée d’un demi cylindre elliptique parfaitement conducteur en polarisa-
tion TM en fonction de I’angle d’observation avec 8; = 0 et a = 5.
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F1G. 3.16 — Module du coeflicient C,, = (_nQ)ffl de la somme en fonction de n pour le calcul de
la SER de la figure 3.15.

3.3.2.1 Introduction

Nous avons montré dans le chapitre 2, que le champ diffracté par un objet en champ lointain
s’écrivait (voir (2.51))

—jKejKR/

ER(R) =~

(T~ k) - ﬂg e IR 70 NH(R) + g A A ABR) S (371)

Tout le probléeme est de calculer la composante tangentielle des champs totaux n A E(R)
et n A H(R) sur la surface. L’approximation de l'optique physique spécifie que les champs
électromagnétiques (E(R) et H(R)) en un point (x,y) quelconque de la surface, S, sont les
mémes que ceux qui existeraient sur une surface plane tangente infinie dont les propriétés
électromagnétiques seraient celles caractéristiques de la surface limitée au point considéré (x,y).
Nous allons alors montrer que le champ diffracté est obtenu a partir des coefficients de Fresnel
R/ et R (voir section 1.5.5.2).
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3.3.2.2 Description de la géométrie

Soit la configuration illustrée en figure 3.17. Soit k; et kg deux vecteurs unitaires qui indiquent
respectivement les directions des ondes incidente et diffractée. Soit le vecteur unitaire h; défini
par h; = 2 A lA<Z/|]i A RZ]\ qui correspond a la polarisation horizontale (cas TE), et le vecteur
unitaire v; défini par v; = h; A k; qui correspond & la polarisation verticale (cas TM). Les
vecteurs (kZ7 Vi, h;) forment alors une base orthogonale unitaire. On définit de méme une base
orthogonale unitaire (kd, Vd, hd) en réception.

kd A Projectii)n dans le plan (x, y)
h d h i
hq
| ] >t _ y

®>

Fi1G. 3.17 — Illustration des bases de polarisations utilisées en émission et en réception.

Dans un systeme de coordonnées sphériques, ’ensemble des vecteurs s’écrit alors
k; = sin 0; cos ¢;X + sin 6; sin ¢; ¥ — cos 0;z

i = — cos 0; cos ¢;X — cos 0; sin ¢;y — sin 0,z

= —sin ¢;X + cos ¢; ¥

g> <>

kg = sin 04 cos ¢pgx + sin O, sin ¢y + cos 04z
Vg = cos By cos ¢pgX + cos O sin ¢pgy — sin 04z
hd = —sgin qbdf( -+ cos (Z)dy

Le systeme de coordonnées (l;z, Vi, h; i) est choisi de telle fagon qu’il coincide avec le systeme
de coordonnées sphériques (1,,, Gg,, —0y, ), tandis que (kd, Vs hd) (4,4, 0g,, e,). Dans la base
de polarisation (f{z, Vi, hz) une onde plane incidente s’écrit alors E; = (E;,Vv; + Eihﬁi)eiji’R.
Nous pouvons alors montrer que la dyade I — kyky s’écrit vgvg + hghy.

Comme le montre la figure 3.18, nous allons calculer le champ diffracté en zone lointaine par
une onde plane incidente contenue dans le plan (Oyz) illuminant une surface d’aire finie.

Les deux sections suivantes sont des cas généraux pour lesquels aucune hypothése n’est
faite sur la normale a la surface, n. Dans la derniere section, les relations seront simplifiées en
considérant que la normale est dirigée selon z et que RZ € (y,2). Dans la définition des coefficients
de réflexion de Fresnel, ’angle 6 est défini par cosf = —k;-n

Lorsque la normale est quelconque afin d’exprimer les champs tangentiels, nous allons définir
une base orthogonale locale (p;, q;, k; i) (figure 3.19) définie sur la surface par
ki A1 =0

. NP n-q
qQ=—-— p-:q-/\k~:>{A )
"k An| ki-q; =0
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Onde plane incidente
(0 6;=0)
Onde diffractée

(O bg)

i‘,’ 7 ’ kg
_L.\'/ /

—Lr Z ~
i B3 T L y
S Y

Fia. 3.18 — Champ diffracté par une surface finie calculé a ’aide de ’approximation de 'optique
physique.

FiG. 3.19 — Illustration de la base de polarisation utilisée dans ’approximation de Kirchhoff.

Les vecteurs unitaires q; et p,; correspondent aux polarisations orthogonale et parallele.
Dans ce systeme de coordonnées, une onde plane incidente s’écrit E;(R) = ael KR — (EwD; +
Eihéli)ejK kiR o1 le vecteur a; donne la polarisation de l’onde.

3.3.2.3 Calcul dans le cas général en polarisation TE

Dans cette section nous allons nous intéresser au cas TE, c’est-a-dire a la composante ortho-
gonale du champ électrique incident : polarisation TE, horizontale (H) ou L.

La composante orthogonale du champ électrique incident s’écrit
(ai - 4;) 4 (3.72)
La composante réfléchie du champ électrique est alors

(3.72) x Ry = (ai- q;)q; R L (3.73)

Par conséquent, la composante tangentielle totale du champ électrique sur la surface d’une
onde incidence plane polarisée horizontalement s’écrit

AAER) =aA[(3.72) + (3.73)] = (A A &;)(a; - §)(1 +R1) (3.74)
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De plus, sachant que Aj A (Ag A As) = (A1 - A3)As — (A - Ag)As nous avons
kiNAAER) = (ai-q)(1+Ri)kaA(BAQG)
= (@ @)(1+ Ry) [(ka- @) — (ke 0)d] (3.75)

Le champ magnétique incident associé au champ électrique incident s’écrit

1= 1= N
La composante réfléchie locale du champ magnétique s’écrit donc
1. A
(376) X R, = ZkT VAN (ai . qz)qui (377)

ou la direction spéculaire locale a la surface portée par le vecteur k, s’écrit

k, = k; — 20(n - k;)

Par conséquent, la composante tangentielle totale du champ magnétique sur la surface d’une
onde incidence plane polarisée horizontalement s’écrit

AAHR) = aA[3.76)+ 3.77)] = =(a;-q)n A (ki Ad; + ke AGRL)
1

= Sla-a) {(@-a)k— (@ k)a + (B @)k - (@ k)a] .}

= - (a;-q;)(h-k;)§q; car n-k;=—n-k, (3.78)

1R fmz} (3.79)

3.3.2.4 Calcul dans le cas général en polarisation TM

Dans cette section, le cas TM (polarisation verticale (V) ou //) est examiné.

En appliquant le méme raisonnement nous obtenons en polarisation TM

n AER) = (ai'f)ixﬁ'f(i)(l_R//)(ii
ZaAHR) = (a;-p;)(1+R,/)(AAQG)

A noter que n A §; =t A (ki AD;) = (- p,)k; — (- k;)p;. Par conséquent
ki N[AAER)] = (a;-p)(A-k)(1-R)))kaNd;

ZAANHR) = (ab)(1+Ry) (8- By)k — (A Ki)b;
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D’ou

Za AH(R) + kg ARAER)] = (ai- fm{(l +Ry) (B Bk — (B ki),

+(1 —R//)(ﬁ-f{i)f{qui} (3.80)

3.3.2.5 Cas oi1 la normale est dirigée selon z et k; € (y,2)

Puisque h = 2, nous avons §; = A0 — KAZ_ _ _poop b= g Ak = —h Ak = —;
q ) q; [[k; Ad| [[k; A2 i €L P; = q; i i NK; i

soit

=1z

i = —h;

i — Vi

(=3

Lo N}

De plus, k; € (¥,2) = ¢; = 7/2 = h; = —x = §; = x. Soit
k; = sin6;y — cos 0;z
p; = cos 6;y + sin 6,z
éli =X

L’équation (3.79) devient alors

(ai - @) { (14 R1) |(ka - )i — (k- 0)é;] — (1 - R1)(A-ki)a; |
= (a;-@)[(1 4+ R1)(kazz — k%) — (1 — R1)ki.X]
—(1 + RJ_)]ACdZ + (1 - RJ_) cos 8;

= |o o (3.81)
(1 + RJ_)kda:

car (a; - q;) = (EwD; + Einq;) - Q; = Ein. De méme, I’équation (3.80) s’écrit
(ai - i) { (14 Ry)) [(8Bo)ki = (8- ko)By| + (1= Ry ) k)ka A}
= (ai . f)z) |:(1 + R//) <sin6ifq —+ cos 61131) — (1 — R//) Cos HZIA{d A )A(}
= (a;-p;) { (1 + R//) (sin2 0,y — sin 6; cos 0;z + cos? ;5 + sin 6; cos Hii)
— (1 - R//) COS Gll%dzy]

0
= 1+ R// — (1 - R//) cos Gil%dz E; (3.82)
0

Sachant que E;(R) = aelKkiR e reportant ces deux equations dans (3.71), le champ
diffracté en champ lointain s’écrit avec I’approximation de Kirchhoff

EXR/) = EX(R) / /S eI K ki=ka) R g gy

_ E%(R/) // 6jK[(’;'iz_]%dx)x'i‘(];iy_kdy)y]dxdy (3.83)
S
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avec
; KR’ Qu
oy IEEE
Ef(R) = - —— (I-kika) gy (3.84)

ou les composantes @, @, et @, sont données selon la polarisation soit par (3.81) ou par
(3.82). Le produit scalaire peut étre alors calculé & partir

0 0 0 o 1 00
vagvg=| 0 cos? 0 —cosf,sinby, et hshy=|10 0 0 (3.85)
0 —cosf;sinby sin? 6, 000
ounI— lA(dlA{d =VgVvg + fldfld.
Dans les cas monostatique, 0, = —0;, et bistatique, 8; = +#6;, nous avons respectivement
pour les deux polarisations (kg = 0)
Qx —2F;;, R | cosb;
Qy | = | Eiw[sin®8i + R,/ (1+ cos?6;)] (3.86)
Q: —Eq (1 +R//) sin 6;
et
Qq —2E;,R | cosb;
Qy | = | Eu [sin2 0; + Ry (1 + cos? 91)} (3.87)
Q. Eipn (1+R//)sinb;
De plus, d’apres (3.85), dans le cas plan nous avons
- o 1 0 0
(I — kdkd) =vVgVvg+hsh;=1| 0 cos? 6, —cosf;sin b, (3.88)
0 —cosf;sinby sin? 6,

En conclusion 1'équation (3.83), montre que le champ diffracté dépend d’un terme EJ5(R/)
fonction des angles en émission et en réception et d’une intégrale, qui correspond physiquement
a la diffraction par la surface. Dans le cas d’une surface rectangulaire de longueur 2L, et de
largeur 2L,, elle s’écrit

VLo 4Ly
/ / K iz —haa)a+ (oo =k gy — / K (s ~Fan)art (o~ )9) gy
S ~L, J-rL,
= S xsinc(KL, [l%wc - l%dx]) X sinc(KLy[l%iy — I%dy])
= S x sinc(K Ly[sin6; — sin 6,])

ou S = 4L, L, est Iaire de la surface illuminée et sinc(x) = sin(x) /2. Nous observons qu’il n’y a
pas de diffraction selon la direction x car nous observons dans le plan (y,z). Lorsque KL, >> 1,
soit L, >> )\, la fonction sinus cardinal tend vers 1, et la surface se comporte alors comme une
surface infinie.
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Dans le cas d’une surface circulaire de rayon a, nous avons

/ / 3K iz =)o (hiy =k 9] g iy
S
+a +a R N . .
— / / ejK[(kiz_kdz)x""(kiy_kdy)y] dxdy

a 2T . N N N —
= rar [ iR hiaka) cos o+ (i —ka)sindl gy auee  § T = TCOSY
0 0 y = rsind

o= \/(];:m — l;?dx)Q -+ (]%Zy — ]%dy)Q

a 27 .

= / rdT/ el Kracos(9=m) gy avec . .
0 0 kiv — k

w = arctan <M>

iz — kdm
a K
= 271/0 Jo(Kra)rdr = ZWW
2J1(Kaa) > > : .
= SW avec o = |kiy_kdy‘ = ‘Slngi—sln0d|

ol S = ma? est Paire de la surface illuminée.

Les figures 3.20 et 3.21 représentent les quantités sinc(K Lya) et w en fonction de

I'angle d’observation 64 pour A\/L, = A/a = {0.5,1} et §; = 0. Nous observons, que plus
le rapport A sur la dimension de l'objet est grande, et plus le diagramme de diffraction est
isotrope. Dans le cas limite, ot A/L, = A\/a — o0, le champ diffracté vaut 1 V 6.

Dans le cas d'une plaque rectangulaire, le premier zéro de sinc(K Ly«) est donné par
KLyag = 7 soit ag = 0.5%, et pour 6; = 0, ceci correspond a un angle d’observation de
g = arcsin(0.5LAy) = {14.5,90} degrés pour \/L, = {0.5,2}.

. . . . 2J1 (K 4
Dans le cas d’une plaque circulaire, le premier zéro de %{fo‘) est donné par KL,y =

3.83 soit ap = 0.61%, et pour 0; = 0, ceci correspond a un angle d’observation de 6; =
arcsin(0.61%y) = {17.8, —} degrés pour A\/a = {0.5,2}.

3.4 Meéthode des moments

L’avantage des approches asymptotiques est leur facilité de mise en oeuvre. Leurs temps
de calcul sont faibles et elles requierent en général peu d’espace mémoire. En revanche, leur
inconvénient principal est qu’elles possedent des domaines de validité plus ou moins restric-
tifs selon les approches utilisées. Pour surmonter ces inconvénients, des méthodes numériques
dites ezactes (la seule approximation vient de la discrétisation des équations intégrales) sont
nécessaires. Elles peuvent étre appliquées sur une structure quelconque. Néanmoins, plus les
dimensions de 1’'objet sont grandes devant la longueur d’onde, plus le nombre d’inconnues a
déterminer est grand. C’est pour cela que la mise en oeuvre de modeles asymptotiques est en-
core étudiée de nos jours. De plus elles nécessitent des ressources informatiques importantes et
les temps de calcul sont souvent prohibitifs. Ces méthodes servent donc de référence pour valider
les approches asymptotiques.
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— Rec :)\/Ly =05
-=--Cir:NMa =05

Champ diffracté

-90 -60 -30 0 30 60 90
Angle d observation

Fia. 3.20 — Champ diffracté par des surfaces rectangulaire et circulaire en fonction de I'angle
d’observation 4 pour A\/Ly, = A/a =0.5 et 6; = 0.

3.4.1 Formulation mathématique

3.4.1.1 Trois étapes

La méthode des moments va permettre de calculer le champ électromagnétique dans le cas
le plus général. Elle est applicable a la résolution de toute équation linéaire du type

L(f)=y (3.89)

ol L est un opérateur intégral ou intégro-différentiel linéaire, f I'inconnue et g, une fonction
donnée.

Premiere étape Tout d’abord, la fonction recherchée f est projetée sur une base complete
{fn}n=1..N; c’est-a-dire que nous approchons f par

. N
f = f = Zanfn
n=1

et f vérifie limy_ 4o ‘f — f‘ =0.

Le probléme revient donc a déterminer les coefficients a,,. En remplagant cette approximation
dans (3.89), nous obtenons

N
Lf=r (Zanfn> te=g
n=1

ol € est I'erreur d’approximation, encore appelée résidu, due a la troncature de la somme jusqu’a
I'ordre N.
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—_ Rec:)\/Ly=2
-=-Cir:NMa =2

0.8

0.6

0.4

0.2

Champ diffracté

-90 -60 -30 0 30 60 90
Angle d observation

-0.4 ‘

F1G. 3.21 - Figure similaire & la figure 3.20 avec \/L, = A\/a = 2.

Par linéarité, nous avons finalement

N
LE=Y an(Lfn)+e=g
n=1

Deuxiéme étape L’égalité précédente est projetée sur une base de fonctions {wy, }m=1.1,
dites fonctions test, choisies de fagon & minimiser l’erreur e.

N N
<wm,2an(ﬁfn)—l—e> = Zan<wm,£fn>+<wm,e>

n=1

= (Wm,g) avec m=1.M (3.90)

n=1

ou (...) représente le produit scalaire. Sur un domaine d’étude D & une seule variable z, il s’écrit
()= [ s@te)is

Par la suite nous supposerons (€, wy,,) = 0 V m, mais nous reviendrons sur cette approxima-
tion.

Troisieme étape Sous cette hypothese le systeme (3.90) peut s’écrire sous la forme d’une

équation matricielle
ZX =B

dans laquelle les éléments de la matrice Z et du vecteur B s’écrivent

By = (W, )

et les éléments du vecteur X sont & déterminer. La matrice Z est appelée matrice impédance.
Pour un probleme de diffraction, elle dépend de la forme et des propriétés physiques de 1’objet.
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3.4.1.2 Exemple

Nous allons appliquer la méthode des moments afin de résoudre 1’équation différentielle
suivante :

—dz—f—1+4x2 avec f(0)=f(1)=0 et D=10;1]
dz? - B -

Cette équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants avec second
membre a pour solution analytique

1 1
flz) = —§x4 — 53:2 + ga: pour z€R

L’opérateur L et la fonction g(x) s’écrivent

_ _ 2
E——@ et g(z)=1+4x

Compte tenu de la solution attendue, nous allons prendre comme fonction de base f,(z)

r — 2"! et comme fonction test wy,(z) = fn(z) = 2 — 2™, La matrice impédance Z,,, =
(Wi, Lfr) et I'élément By, = (wm,, g) s’écrivent alors

Do = <wm,£fn>:/01[a:—xm+1] [—dQ(:L‘—a:”H)} do

dxz?
1 d 1
= / [z — 2™ { [(n+1)z" — 1}} dr =n(n+1) / [z — 2™ 2" Ldx
0 dzx 0
B nm
 n4+m+1
et
1
B = (wmg) = [ (o =™ (14 42z
0
m(8 + 3m)
2(m +2)(m +4)
N=1
1
=3 11 11
m=n=1= =111 =B1=a = — = f(l)(a:): (x—a:2)
L1 10 10
L=
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N =2
11 11
{nzl..Z 3 2 a1 30
= _
m=1..2 1% o l
- b 12
_ 1 177tp11 1
a1 3 2 30 10
= = _
| a2 14 7 2
2 5 12 3
23 1 2
= f(2)(33)=a1(a:—:c2)+a2(m—x3): %x_ﬁﬁ_gﬁ
N=3
r1 1 37 r 11 7
325 al 30
m=1.3 2 5 2 1 = | 3
3 ., 9 as 51
L5 7 L 70
r1 1 377t 117 S
[ a 3 25 30 3
1 4 7
= = — — 1 o — 0
" 25 12
| a3 3 9 51 1
Z 1 = el 3
L 5 7 L 70 L i
(3) 2 3 4 ) 1 2 1 4
= [YNz) =a1(r —2°) +az(z —2°) +az(x —2°) = Ex_iw _§x

La figure 3.22 compare la solution analytique f(z) avec celle obtenue par la méthode des
moments, ) (x) o N = 1..3, en fonction de la variable z. Nous pouvons observer que la
méthode converge bien au bout de trois itérations. En fait, une connaissance de la solution
permet de choisir des fonctions de base de telle facon que la méthode converge rapidement. Par

exemple, si la fonction de base est f,(x) = 2" (au lieu de f,(z) = x — 2""1), la solution &
lordre 3 est égale a fO)(z) = —7322 + 20523 — %m‘l, qui ne converge pas vers la solution
analytique.

La résolution de cet exemple avec I'aide du logiciel Maple est donnée dans I’annexe A.

3.4.1.3 Choix des fonctions test et de base

Le systeme Z.X = B a une solution si det(Z) # 0 et si N < M.

— Si N < M, nous pouvons le résoudre par la méthode des moindres carrés.
— si N = M nous pouvons le résoudre par différentes méthodes, itératives ou non.
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F1a. 3.22 — Comparaison de la solution analytique f(z) avec celle obtenue par la méthode des
moments fN)(z) ot N = 1..3.

Pour des problemes avec un grand nombre d’inconnues, le choix de la méthode est important
pour accélérer la résolution du systeme.

Pour les fonctions f, et w,,, plusieurs choix existent et donnent lieu a des méthodes plus ou
moins différentes :

— La méthode de Galerkin, consiste a choisir f, = w,.
— La méthode de collocation (point matching en anglais) consiste a prendre pour les w,,, des
fonctions de Dirac §. Les éléments de la matrice Z et du vecteur B s’écrivent alors

Zmn = (Wm(), L[fn(@)]) = (6(z — 2m), L[ fn(z)]) = /Dé(x — Tm) L] fn(2)]dz
- E[fn(xm)] (391)

By, = (wm,g(x)) = (6(x — xp),9(x)) = /D&(x — Ty g(z)dx
= glam) (3.92)

En appliquant alors une méthode des moindres carrés, qui consiste a minimiser ’erreur
quadratique suivante

(wmoe))? = e?n—(<wm,g>—nﬁvjlamwm,ﬁm)(<wm,g>—§leap<wm,afp>)*

N

~ {atan) - éanc[mm)}}{g(xm) -3 apﬁ[fmm)]}*

=1

N N *
= <Bm - Z aann> (Bm - Z apZmp>
n=1 p=1
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Ainsi pour ay, reél, la condition d(€2,)/da, = 0 et d(e2,)/da, = 0 conduit alors &

<Bm - apzmp> =0
By, — ZN apZyn =0

n=1

Nous sommes donc amenés a résoudre le systéme matriciel suivant

By a1z asZiz -+ aNZiN

By a1z aZse -+ anZon _
= . ) ) ) =AZ

By a1Z4N1 a2ZN2 -+ GNZNN

ou le vecteur A contient les termes a,,. Par conséquent A est obtenu en inversant la matrice
impédance Z.

— Il peut étre aussi intéressant de choisir les fonctions f,, et w,, de facon & minimiser le
nombre de coefficients a,, a déterminer et, par conséquent, a réduire la taille de la matrice
impédance, qui est a inverser.

— Une autre facon de minimiser le nombre de coefficients est d’appliquer la méthode des
moments dans le domaine spectral, ou de choisir ’espace de Fourier pour les fonctions de
projection et le domaine spatial pour les fonctions test.

Finalement, le choix de f,, et de w,, résulte d’'un compromis entre un gain de temps (nombre
d’inconnues N minimum), une précision suffisante et une simplicité dans la mise en oeuvre.

Dans la suite, nous choisirons la méthode classique des moments par collocation, c¢’est-a-dire
que les fonctions wy, seront égales a des fonctions de Dirac; pour les fonctions f,,, les fonctions
rectangles seront choisies, encore appelées en anglais fonctions pulse basis.

Le choix des fonctions test et de projections est un domaine de recherche a part entiere.

3.4.2 Diffraction par une surface monodimensionnelle

Dans ce paragraphe, la méthode des moments (MdM) est appliquée au cas spécifique d’une
surface monodimensionnelle (1D, probleme 2D ou scalaire). Tout d’abord la matrice impédance
doit étre calculée. C’est 'objet de la premiere section, dans laquelle une surface parfaitement
conductrice en polarisations TE (condition aux limites de Dirichlet) et TM (condition aux limites
de Neumann) est tout d’abord considérée, puis le cas diélectrique sera alors obtenu aisément
a partir de ces deux cas. Dans les sections 2, 3 et 4, la MdM sera appliquée sur divers ob-
jets parfaitement conducteurs et comparée avec la solution exacte analytique du cylindre et
Uapprozimation de 1’optique physique (OP).

3.4.2.1 Matrices impédances

Condition aux limites de Dirichlet Dans le cas TE, ou la surface est parfaitement conduc-
trice (condition aux limites de Dirichlet), le champ total est nul. Par conséquent (2.24) devient

wi(r'):/gg(r,r')a(ﬁf:)dS (3.93)
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our = (y,z) = yy + 2z est un point sur la surface et v’ = (v, 2') = ¢’y + 2'Z est le point
d’observation. Afin de calculer I'inconnue 31!)( ) sur la surface, r’ va parcourir la surface. A noter
que lorsque r’ = r, 'intégration doit étre condulte avec soin car la fonction de Green présente
une singularité.

Pour une surface de longueur 2L centrée en 0, I’équation ci-dessus s’écrit

[ (et

Cette équation est de la forme

= i(r')

Lf=yg

_ t dz\? , _o(r) B /
Eo_/_Ldymg(r,r)o, f= . et g =(r)) (3.94)

L’inconnue est f. A I’aide de la méthode des moments, cette équation intégrale se transforme
en un systéme matriciel défini par

avec

ZX=B
ou Z est la matrice impédance, B le vecteur source et X le vecteur inconnu a déterminer.

De plus, en utilisant la méthode de collocation, les éléments de Z et de B s’écrivent d’apres
(3.91) et (3.92)

Zmn = L[fn(ym)] et Bm = 9(ym) (3.95)

Ym = (m — 1)Ay représente I'abscisse du point de la surface, ou m = {1,2,...,N} et
Ay =2L/(N — 1) est le pas d’échantillonnage et N est le nombre d’échantillons de la surface.

La fonction de projection f, est choisie égale a une porte de largeur Ay centrée en vy, et de

hauteur unitaire, soit

1si ye€lyn— S+ 2

fn(y) =

0 sinon

En reportant cette équation dans (3.94) et (3.95), nous obtenons

yn+ d
Dnn = ! \/1+ g(r,rp)dy ~ Z" g(rn, tm)A (3.96)
ynfi

Bm = QZ)l(rm)

OU Tpm = Ynm¥ + ZnmZ, Tnom € S €t 2pm = 2(Yn,m). Cette équation suppose que le pas Ay est
suffisamment petit pour que I'intégrande soit constante sur le domaine d’intégration.

et

Pour un probléeme 2D, la fonction de Green est donnée par (2.15)

90, 1m) = LK v = vl = L5 (K= o)+ G — 2]
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Cette fonction présente une singularité en r,, = r,. Elle est résolue en écrivant

Y
H(()l)(ff) =1+ ?]ln (am) +O(z%) avec « = 1.78107

2
et
dzp, 9
2(yn) = 2(ym) + (Yn = ym) + O((Yn — ym)")
dyn Y=Ym
En substituant ces trois équations ci-dessus dans (3.96), nous avons pour n = m et

[rn — 1| — 0

Yn

IV [t
ym—5L

]\/1+7m/

27 n - Ym 2
R (aK(y y )\/1+7m>]d
T 2
L2 (eKy /T2
Ay T 2

] K+\/1 2
L% (a wAy)
T e

JvV1tam
4

dzm

avec Ym = g

En conclusion, la matrice impédance s’écrit

2j p _
jAym [1 + - In <0.164K\/1 + ’ymAy>] pour n=m
T = T8 (3.97)
Jirs )(KHrn—rmH) pour n#m
ot |ty — vl = V(@ — 2m)2 + (20 — 2m)? et

on
Bm = wz(rm)

Condition aux limites de Neuman Dans le cas TM, ou la surface est parfaitement conduc-
trice (condition aux limites de Neumann), la dérivée du champ total est nulle. Par conséquent

(2.24) devient
8 r,r’)
SACE =

ou 'inconnue est le champ total sur la surface ¥ (r). D’apres le chapitre 2 (équation (2.16)), la
dérivée normale de la fonction de Green s’écrit

dg(r,x’) JKH (K |lr — /)

—_— / . N
5 = 1 T (r—r')-n (3.98)
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En appliquant alors le méme raisonnement que dans le cas TE, nous avons

KAy HY (K v, = vm)
4 [
Zmn = X [Yn(Tn — Tm) — (20 — 2m)] pour m #n (3.99)
1 Ay (m) our m —
2 dn 1+ (1(@m))? pomE =

et
{ Xn = w(l‘n)
Bm = 7701'(I'm)

Surface diélectrique Dans le cas diélectrique, nous sommes amenés a résoudre le systeme
différentiel suivant (équations (2.24) et (2.26)) :

dg(r,r’) / dP(r)
; N — _ h ALV 7 NP g
vi(r) om0 5as [ g 75 as
Cas TM Cas TE
_ 991 (r,1’) / L)
0= : P (r) o dS —po1 : g1(r,r") o dsS
Cas TM avec K = K1 Cas TE a\:ch:Kl

A noter que dans le cas TE, pg; = 1 et que dans le cas TM, pg1 = €1/ = K1 /K. Ce systeme
est donc équivalent & deux combinaisons linéaires des cas TE et TM.

La discrétisation de ce systeme par la méthode des moments conduit alors a la matrice
impédance suivante

_ ZTM ZTE
Z = _gzTM1 _p01ZTE1
et le vecteur source de longueur 2N s’écrit
bi(ry) T [ a(r1) ]
V;(r2) @/Jd(I'Q)
" Yi(rn)
B= %mﬂ et X = | ogy(r1)
on
0 4 (ra)
N fois o
0 éibd(l"zv)
- - L on J

La matrice carrée Z est de dimension 2N x 2N. Les matrices carrées Z' " et Z' "~ de dimen-
sions N x N sont données par (3.97) et (3.99), tandis que les matrices carrées z™M oy !
de dimensions N x N sont également données par les équations (3.97) et (3.99), dans lesquelles

le nombre d’onde K du milieu supérieur est remplacé par le nombre d’onde K| = K,/¢,1 du
milieu inférieur.
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3.4.2.2 Application sur un cylindre parfaitement conducteur

Afin de valider la MdM et de vérifier si le programme est correct, les champs sur la surface et
la SER associée vont étre comparés avec la solution ezxacte analytique du cylindre parfaitement
conducteur exposée dans la section 3.2.

Champs sur la surface Dans le cas TE (conditions aux limites de Dirichlet), le champ total
¥ sur la surface (r = a) est nul. Sa dérivée normale doit étre alors calculée g—:ﬁ. En coordonnées
cylindriques, elle s’écrit

W Gyon (W 100N (a9t
%_vw'n_<8rur+r({)9u9> ( /1+72>

ds ds do r cos 6df

or i, = cosfy + sinfz, Gy = sinfy — cos6z, v = & = ddy = . sn0dd —cot §. Par
conséquent

oY oy , 10vy . 1 0y, .

5 [(% (—7ycosf +sinf) + 50 (—ysiné — cos ) it = 8r81gn(s1n9)

D’apres (3.12), la dérivée normale du champ total sur la surface s’écrit donc

W _ O _ O N Na
on N or r:a_ or r=a or r=a
= keSS [ty - KD ey intoo
S— HY(Ka) "

Dans le cas TM (conditions aux limites de Neuman), la dérivée normale du champ total g—:f

sur la surface (r = a) est nulle. Le champ total sur la surface est alors directement donné a
partir de (3.15)

" Jn(Ka) oy in(0,—0)
Y(a,0) =i Y Jn(Ka)—mHn (Ka)| ™™ (3.100)

Numériquement il est pertinent d’utiliser les relations (3.13), (3.14) et (3.16) afin d’exprimer
la somme sur n € [0;00[ et de calculer les dérivées analytiquement.

La méthode des moments impose que la surface soit échantillonnée. La question est comment

choisir le pas d’échantillonnage. D’une maniére physique, la question posée est similaire a :

comment choisir x afin que la fonction périodique sin (2’/{”“") de période A soit “correctement”

échantillonnée. Classiquement on prend Az = 1)‘—0.

Dans le cas du cylindre, I'angle 8 est échantillonné avec un pas d’échantillonnage Af =
$2m x 10 et 6, = (n — 1)Af. Ceci est illustré sur la la figure 3.23 pour un rayon a = A,
conduisant a un nombre d’échantillons sur le cylindre de N = 63.

Une fois la surface échantillonnée et selon la polarisation, les éléments Z,,, de la matrice
impédance ((3.97) ou (3.99)) sont calculés de la maniere suivante. Pour m = 1, r,,, = r; =
a(cos 01y + sin61z) = ay puisque #; = 0. L’indice n € [1; N| balaye alors tout le cylindre, pour
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Fia. 3.23 — Cylindre échantillonnée de rayon a = A pour le calcul des éléments de la matrice
impédance.

lequel r,, = a(cos 0, y+sin 6,z). La Distance ||r,, — r1|| est illustrée sur la figure 3.23. Connaissant
alors rj et ry, il est alors possible de calculer les éléments de la matrice impédance {Z1,}. Le
processus est itéré pour m € [2; N].

Ainsi, nous obtenons le systéeme matriciel Z.X = B, dans lequel X,, = {Wa(;”),
dans les cas TE et TM respectivement, qui sont les inconnues du probleme, B, = ;

ip exp[j Kasin(6; — 6,,)].

Y(rn)}
(

r,) =

Les figures 3.24 et 3.25 comparent la solution analytique avec celle obtenue par la méthode
des moments (MdM) en fonction de langle 6 et en polarisations TE et TM, respectivement.
0; = 0 et a = A. Les figures 3.26 et 3.27 présentent les mémes variations que sur les figures
3.24 et 3.25 mais avec N = 123. On observe que l'adéquation entre les deux solutions est bonne
en polarisation TE, et qu’en TM il y a un léger désaccord. Cette différence diminue lorsque le
nombre d’échantillons sur le cylindre augmente, c.a.d. lorsque le pas d’échantillonnage diminue.
En conclusion, le pas d’échantillonnage (maillage) est un parametre important et dépend de la
polarisation. On observe que le maximum du champ est obtenu dans la direction 6; indiquée par
un trait vertical, correspondant & la direction spéculaire.

Calcul de la SER Par définition la SER est donnée par (3.64). En champ lointain (z — 00),

la fonction de Hankel H,(LD(Z) est donnée par (3.8). Ainsi en reportant (3.8) dans (3.15) et (3.12),
la SER d’un cylindre parfaitement conducteur s’écrit respectivement en polarisation TE et TM
comme (0 = 5 — 0;)
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Fi1G. 3.24 — Comparaison de la solution analytique avec la solution donnée par la MdM en
fonction de 'angle 6 en polarisation TE. En haut, le module de la dérivée normale du champ
total sur la surface, et en bas sa phase. Le nombre d’échantillons sur le cylindre est N = 63,
0;=0eta= A\

n=+o00

S %Ka)ejn(@#%—”) Cas TE
oo Hy ' (Ka)
Ul(g’ia Gd) =

=

n=+oo

.n K ‘
Z 'J(lgia)e]n(@ri-ad—ﬂ) Cas TM
oo Hy ' (Ka)

Avec la méthode des moments, le champ rayonné en champ lointain est donné par 1’équation
(2.27). Par conséquent la SER s’écrit

n=N
4 - 4 L 0Y(ry, .
0,00) = W = o S [k e ) + 200 | ey wn) /1 2B A
n=1 TM H,n_/ al\O
TE

La figure 3.28 compare la SER analytique avec celle calculée par la MdM en fonction de
Pangle d’observation 6, en polarisation TE avec §; = 0 et a = A (N = 63). De plus la solution de
I’Optique Physique (OP) est exhibée. En effet, D’apres (3.70) avec a = b, a = 2a ‘cos (%)

)

tan y = — cot (%) = tan (%) = y = ™=% nous avons avec I'OP
n=+o00 2
0 0 - (04—0i\ 1 —1)*
o1(0;,00) = Ka® Z In <2a cos[ Z; d} )ejn( 2 >:2(_)(jnsin0d0059d)
n=—o0
(3.101)

On observe que le maximum de rayonnement est obtenu derriere 'objet en 6; = 1800, qui
peut parailtre surprenant puisque le champ total sur la surface est maximum dans la direction
spéculaire 05 = 6; (0 = 7/2 sur les figures 3.24-3.27). En fait la SER est reliée au champ diffracté
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Fi1G. 3.25 — Comparaison de la solution analytique avec la solution donnée par la MdM en
fonction de I’angle 6 en polarisation TM. En haut, le module du champ total sur la surface, et
en bas sa phase. Le nombre d’échantillons sur le cylindre est N =63, ; =0 et a = A.
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F1G. 3.26 — Méme variation que sur la figure 3.24 mais N = 126.

par I'objet et non au champ total. En effet, loin derriere 1'objet, il existe un champ incident,
et par conséquent le champ diffracté par 'objet doit étre fort afin que le champ total s’annule.
Ceci explique le comportement de la SER. Avec 'approximation de ’OP, les résultats sont en
désaccord avec ceux issus de la MdM, excepté au voisinage de la direction spéculaire. En effet,
I’OP est valide si la condition R, cos®#; > \. Dans le cas, d'un cylindre il vaut |R.| = a = A qui
explique en partie ce désaccord.

3.4.2.3 Application sur un cylindre elliptique parfaitement conducteur

Puisque la solution n’est pas connue pour un cylindre elliptique, nous allons comparés la SER
issue de 'approximation de l'optique physique (OP) avec celle obtenue par la MdM. C’est la
solution de référence. A noter, que pour un cylindre elliptique, il est possible de calculer analyti-
quement les champs sur la surface en faisant appel aux fonctions de Mathieu. Mais contrairement
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Fia. 3.27 — Méme variation que sur la figure 3.25 mais N = 126.
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Fig. 3.28 — Comparaison de SER analytique avec celle calculée par la MdM en fonction de
l’angle d’observation 6, en polarisation TE avec §; = 0 et a = A (N = 63). De plus la solution
de 'optique physique est exhibée.

aux fonctions de Bessel, ces fonctions spéciales sont difficiles a calculer numériquement.

La figure 3.29 compare la SER en dB (10log;([07(6;,04)]) sous 'OP avec celle calculée par
la MdM en fonction de I'angle d’observation 6; en polarisation TE avec 6; = 0, a = 2\ et
b = 0.5\ (N = 172). Sur les figures 3.30 et 3.31, les mémes variations sont représentées mais
avec {a =2,0=0.1} (N =161) et {a =4,b=0.5} (N = 327).

On observe que lorsque b diminue, 'accord est meilleur entre les résultats. Encore une fois,
cela vient du fait que le rayon de courbure augmente lorsque b diminue (b = 0 correspondant &
une plaque linéique). Si a augmente, une meilleure adéquation est également observée.

Afin de montrer les limites de I’OP, les graphes 3.32 et 3.33 présentent les mémes variations
que sur la figure 3.31 en polarisations TE et TM, respectivement, mais avec 6; = 45 .
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F1a. 3.31 — Méme variation que sur la figure 3.29 mais a = 4\ (N = 327).

3.4.2.4 Application sur une plaque linéique parfaitement conductrice

Dans cette section, la solution de I’OP est comparée avec celle de la MdM. La SER sous
I’OP est donnée par (3.65).

La figure 3.34 présente le module de la dérivée normale du champ total sur la surface (%ﬂ en

fonction de 'indice des échantillons (n € [1; N = 400]) calculé avec la MdM et I’'OP d’une plaque
linéique de longueur 10\, en polarisation TE avec 8; = 0. La figure 3.35 présente la SER associée
en fonction de ’angle d’observation. Les figures 3.36 et 3.37 présentent les mémes variations que
sur les figures 3.34 et 3.35 mais en polarisation TM. Les figures 3.38, 3.39, 3.40 et 3.41 présentent
les mémes variations que sur les figures 3.34, 3.35, 3.36 et 3.37 mais avec 0; = 45

Les simulations montrent un bon accord entre les champs sur la surface. A noter que dans
le cas TE, le module du champ est constant au centre de la plaque, tandis que sur les bords, il
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FiG. 3.32 — Mémes variations que la figure FiGc. 3.33 — Mémes variations que la figure
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3.31 mais 6; = 45 en polarisation TE. 3.31 mais 6; = 45 en polarisation TM.

augmente brusquement du a un changement de courbure (transition entre le dessus et le dessous
de la plaque). En TM, cette discontinuité est plus douce, et au centre de la plaque, le module
du champ oscille 1égerement. La différence sur le module du champ entre les résultats de I’OP
et de la MdM, explique le désaccord observé sur la SER au voisinage 0; = :l:9()°, pour lequel
la diffraction par les arrétes de la plaque contribue, qui n’est pas incluse dans 'approximation
de 'OP. Un point important également a noter, est que la MdM prédit un champ différent de
zéro derriere la plaque (n € [201;400]), tandis qu’avec I’OP, il est nul car elle correspond & une
zone d’ombre pour le champ incident. Enfin, si I’angle d’incidence #; augmente, globalement le
désaccord s’accentue car la diffraction par les arrétres est plus forte.

3.4.3 Résolution du systeme linéaire

La MdM impose d’inverser la matrice impédance Z. Dans cette section, nous donnerons
uniquement de fagon qualitative les méthodes les plus connues. Le choix d’une méthode pour
I'inversion de la matrice impédance est étroitement lié au probleme étudié.

a) Les méthodes directes d’inversion fournissent une solution en un nombre fini d’opérations.
Elles sont “exactes” aux erreurs d’arrondis pres. Les plus connues sont :

— Inversion de Gauss Jordan :
e Espace mémoire : N 2+ 2N.
e Calcul de Z~' : O(N3) opérations.

— Inversion par méthode du pivot de Gauss :
e Espace mémoire : N 2+ 2N.
e Calcul de Z~' : O(N3/3) opérations.

— Inversion par décomposition LU :
e Espace mémoire : N 2+ 2N.
e Calcul de Z~' : O(N3/3) opérations.

Les temps de calcul peuvent étre réduits au moyen d’algorithmes qui exploitent les propriétés
particulieres de la matrice impédance comme par exemple :
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FIG. 3.34 — Comparaison du module de la Fic. 3.35 — SER en polarisation TE d’une
dérivée normale du champ total sur la sur- plaque linéique de longueur 10\ en fonction
0 . . .
face ‘%‘ en polarisation TE d’une plaque de ’angle d’observation 8,4 avec 6; = 0.
linéique de longueur 10\ en fonction de I'in-
dice des échantillons (n € [1; N = 400]) avec
0; = 0.
— Matrice de Toeplitz, pour laquelle Z,,, = Z, i n+r avec k entier, 1 < m+k < N et
1<n+k<N

— Dans certains problémes, Z,,, peut devenir négligeable pour |m — n| “grand” ; la matrice
est alors creuse permettant de résoudre plus rapidement le probleme.

b) Les méthodes itératives construisent une suite {X*)} convergeant vers X. Pour un ordre
donné, k, il y a alors une erreur de troncature selon que la méthode converge plus ou moins vite.
La méthode est basée sur la démarche suivante

Valeur initiale X(© et X*+1) = x (k) 4 ﬂP(k)
ott P®) est un vecteur déplacement de dimension N dans l'espace des X*), et 3 est Pamplitude
du déplacement. Plusieurs méthodes peuvent étre citées selon le choix de P*)

— P ne fait pas intervenir de dérivées. C’est le cas de la méthode de Gauss-Seidel.

— P®) fait intervenir des dérivées premieres. CVest le cas des méthodes du gradient simple
et du gradient conjugué dans lesquelles :
e Espace mémoire : N? 4+ 4N.
e Calcul de Z~" : O(2N?) opérations.

— P®) fait intervenir des dérivées secondes. Cest le cas de la méthode de Newton.

c) La qualité d’une inversion matricielle est étroitement liée au nombre de condionnement.
Le systeme Z.X = B est mal conditionné si une faible erreur sur B ou dZ conduit a une forte
erreur 60X sur X. Dans le cas d’'une erreur 4B sur B, nous avons
0X _ 6B

hininiiP e -
X = Cond(Z) B

Cond(Z) = ||Z]| x ||Z_1]| est le nombre de conditionnement
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Le résultat dépend du choix de la norme. Le systéme est d’autant plus stable que Cond(Z)
est faible. De plus Cond(Z) > 1 et Cond(zfl) = Cond(Z). Pour la norme euclidienne définie
par

HZH = max
n=1..N

m=N
> 1 Zmnl?
m=1

le nombre de conditionnement s’écrit

Cond(Z) = Amaz

)\min

Ol A\maz €t Amin sont la plus grande et la plus petite valeur propre de ZZ*, ou Z* est 1’adjoint
de Z

N
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A Programme Maple sur la
méthode des moments

> restart: with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Dans cette annexe, le listing du progaramme Maple de la correction de l’exercice
concernant la méthode des moments (section 3.4.1.2) est présenté.

Solution analytique de I’équation différentielle
> Eq:={-diff(f(x),x,x)=1+4*x"2,£(0)=0,f(1)=0};

Eq:= {f(0) = 0, f(1) = 0, — (-, f(z)) = 1 + 42}
> dsolve(Eq,f(x));
1 a1 5
f(x) = 3% 5% +6x

Méthode des moments
> w:=(x,m)->x-x"(m+1) ;
w = (z, m) - z — ™D
> f:=(x,n)->w(x,n) ; g:=x->1+4*x"2;
f=(z,n) > w(z, n)
gi=x— 1+42>
> x0:=0 ; x1:=1 ;
z0 :=0
rl =1
> fw:=-factor(simplify(w(x,m)*diff (f(x,n),x,x))) ;
fw =n(z" =z (n +1)
> assume(m>1,n>1);

> Z_mn:=int (fw,x=x0..x1);

Z_mn := ~m n~
m-+n +1
> g_m:=factor(int (g(x)*w(x,m) ,x=x0..x1));
m~ (8+3m")

I = ey m ) 4+ m)

II1



> N:=1 ; Z:=matrix(N,N) ; G:=matrix(N,1) ; A:=matrix(N,1) ;
N :=1
Z :=array(1..1, 1.1, [])
G :=array(1..1, 1..1, [])

A :=array(1..1, 1..1, [])
> for nO from 1 to N do for mO from 1 to N do

> Z[n0,m0] :=subs (n=n0,m=m0,Z_mn) ;od;od;
> for mO from 1 to N do G[mO,1]:=subs(m=m0,g_m) ;od;
11

G = —
RS

> A:=multiply(inverse(Z),G):

> evalm(Z) ; evalm(G) ; evalm(A) ;

[ % ]
30
[ % ]
10
> f_a:=sum(f(x,p)*Alp,1],p=1..N);
11 11 ,
f-a 0% 10°
=2
> N:=2 ; Z:=matrix(N,N) ; G:=matrix(N,1) ; A:=matrix(N,1) ;
N :=2

:=array(1..2, 1.2, [])
G :=array(1..2, 1.1, [))

:=array(1..2, 1.1, [])
> for nO from 1 to N do for mO from 1 to N do

> Z[n0,m0] :=subs (n=n0,m=m0,Z_mn) ;od;od;

> for mO from 1 to N do G[mO,1]:=subs(m=m0,g_m);od;

11
Gi,1:= 30
7
G2,1 = ﬁ
> A:=multiply(inverse(Z),G):
> evalm(Z) ; evalm(G) ; evalm(A) ;
1 1
3 2
1 4
2 5
- 11 -
30
7
L 12
-1 -
10
2
L 3 |

> f_a:=sum(f(x,p)*Alp,1],p=1..0);
23 1 5, 2

fﬁa;:%;t—ﬁx —gLK

w



=3
> N:=3 ; Z:=matrix(N,N) ; G:=matrix(N,1) ; A:=matrix(N,1)
N:=3
Z = array(1..3, 1..3, [])
G :=array(1..3, 1..1, [])

A :=array(1..3, 1.1, [])
> for nO from 1 to N do for mO from 1 to N do

>

> Z[n0,m0] :=subs (n=n0,m=m0,Z_mn) ;od;od;
for mO from 1 to N do G[mO,1]:=subs(m=m0,g_m);od;
11
30
7
12
51

Gl,l =
Ga,1:=

Gs 1=
31 70
> A:=multiply(inverse(Z),G):

> evalm(Z) ; evalm(G) ; evalm(A) ;

G W N = W=
= ol w

~|©

> f_a:=sum(f(x,p)*A[p,1],p=1..1);






B Examen du M2R SEGE - 17
février 2005 - Durée 1HQ0O avec
document

Les deux probléemes sont indépendants. Le premier probleme est treés proche du cours tandis que le second
demande plus de réflexion. Dans chacun des probléemes, les questions sont en général indépendantes. Le baréme
est donné a titre indicatif entre parentheses et en gras. La notation se fera sur 20.

B.1 Champ EM transmis par une interface plane
d’aire infinie (8 pts)

Soit une interface plane contenue dans le plan (y,z) d’aire infinie séparant deux milieux LHI, stationnaires
et non-magnétiques. Le milieu supérieur est assimilé au vide et le milieu inférieur est caractérisé par son indice
de réfraction n = n, + jn; ((nr,n;) € R+) complexe. L’interface est illuminée par une onde plane E; polarisée
selon X et se propageant selon z et vers les z négatifs.

1. Faire un schéma du probleme.
2. Justifier que onde incidente peut s’écrire E;(z,t) = Eoie 7 @it=Kiz) ¢ avec 2 > 0 en nommant {Eoi,ws, K;}
et en donnant leur unité.
(a) Exprimer K; en fonction de la longueur d’onde incidente dans le vide Ag.

(b) Quelle est la polarisation de 'onde incidente ?

3. Justifier que le champ transmis en tout point de ’espace du milieu inférieur peut s’écrire E:(z,t) =
Eot(z) x e I Wit—Ki2) g avec K, € R.

(

a)
(b) Quelle est la relation entre K; et K; en justifiant votre réponse ?
)

(c

Quelle est la relation entre w; et w; en justifiant votre réponse ?

Quelle est la relation entre Fot(2) et {FEoi,d,7}7 § est I'épaisseur de peau et 7 est le coefficient de
Fresnel en transmission dont la polarisation est & préciser par le candidat. 7 devra étre remplacé par
son expression simplifiée.

(d) Calculer la profondeur h maximale en fonction de {n, Ao} correspondant & |E¢(h,t)/E;(z,t)| < 1%,
ou E; est la norme du vecteur E; et E; est la norme du vecteur E;.

B.2 Approximation de 'optique géométrique avec ef-
fet d’ombre

Le but du probleme est de calculer la fonction d’ombre moyennée S, égale au rapport de la surface illuminée
sur la surface totale, d’une surface rugueuse de densité de probabilité gaussienne et de quantifier son influence
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sous incidences tres rasantes.

1. Approximation de 'optique géométrique sans ombre (5 pts)

(a) Rappeler le domaine de validité de 1’approximation de l'optique géométrique et en donner une in-
terprétation géométrique.

(b) A partir du cours, donner 'expression du coefficient de diffusion incohérent, cinc(6;,64), par une
surface rugueuse sous I’hypothese de 'optique géométrique.

(c) Simplifier son expression dans la direction spéculaire (1 + cos(2x) = 2cos” x).

(d) Calculer sa limite lorsque 6; — m/2 et conclure.

2. Calcul de la fonction d’ombre (9 pts)
Lorsque 6; est proche de /2 (incidence rasante), le phénomene d’ombrage n’est plus négligeable. On montre
alors que le coefficient de diffusion incohérent dans la direction spéculaire, ginc(0;, 0;), doit étre multiplié
par la fonction d’ombre moyennée S(0;) définie par :

1 si —p<y<pu=coth;

N ={ 4

__ (N(6i,7))
5(6;) = m avec ronog — (B.1)

D(0i,v) = jz ‘
0 sinon

sinon

ol u = cot(6;) > 0 désigne la pente du faisceau incident et - la pente d’un point arbitraire de la surface.
De plus, (f(v)) (moyenne statistique ou espérance mathématique de la fonction f) est définie par :

+o0
N = [ 1) x sy
ol p(7y) est la densité de probabilité des pentes de la surface. Par la suite, elle sera supposée gaussienne :

1 ~2
oV 2w P <_202)

(a) Qualitativement, que vaut S(6;) lorsque 0; =0 et 6; = 7/27

p(v) =

(b) Représenter graphiquement les fonctions N (6;,7) et D(6;,) en fonction de 7.
(c) Montrer que (N(6:,7)) et (D(6:,7)) sont données en fonction de v = —£~ par :

2
1 —v
(NO,7) =ext(®)  (D(O:,7) = = [erfw) —14 6 } (B2)
2 v/
ou la fonction erf(x) est définie par
erf(z) = 2 e du et erf(0) =0
VT Jo erf(oco) =1
Pour simplifier les calculs, on pourra utiliser le changement de variable x = ﬁ et la relation

f;; f(@)de = [° f(x)dz — [ f(z)dz.

3. Etude de S(6;) au voisinage de 7/2 (7 pts)

(a) En déduire S(6;) en fonction de v selon les équations (B.1) et (B.2).

(b) Calculer la limite de v lorsque ; — m/2. Montrer alors que S(6;) &~ 2v? lorsque 6; est proche de 7 /2.
On pourra utiliser erf(v) = %v + 0.

(¢) A Tlaide de 1.(d) en déduire l'expression de oinc(6;,6;) avec ombre lorsque 6; est proche de 7/2.
Calculer sa limite lorsque 6; — /2 et conclure.

(d) Application numérique : ¢ = 0.3 et 6; = {87,89,90} degrés et la surface est considérée parfaitement
conductrice. Calculer S(0;) et ginc(6;,0;) avec ombre en dB.



C Examen du M2R SEGE - juin
2005 - Durée 1H0OO avec document

Le probleme posé consiste a calculer le champ diffusé par une surface monodimensionnelle rugueuse de
longueur finie L est sous certaines hypotheses. Dans la premieére partie, la surface est considérée lisse et dans la
seconde partie la surface est rugueuse. Vous pouvez utiliser directement les formules issues du cours
sans les redémontrer.

C.1 Cas ou la surface est lisse

Soit une onde plane illuminant une surface lisse parfaitement conductrice monodimensionnelle (selon
laxe (Oy)) de longueur L sous une incidence 6; (voire figure ci-dessous). L’amplitude du champ (magnétique ou
électrique) est notée ;0 et la dépendance sur le temps (efj‘”t) sera omise. Le repere choisi est cartésien caractérisé
par les vecteurs unitaires (X,¥,z) formant une base directe.

F1G. C.1 — Cas ou la surface est lisse.

1. Dans le cas TE, donner I’expression des champs vectoriels électrique et magnétique incidents.
2. Dans le cas TM, donner I'expression des champs vectoriels électrique et magnétique incidents.

3. La référence des phases est choisie au centre de la surface. Montrer que la norme du champ diffracté par
la surface, 14, dans le direction d’observation 0, s’écrit

L/2
= wio/ e?*Wdy avec ¢(y) = K(sin 4 — sin6;)y. (C.1)

—L/2
4. Calculer analytiquement 1),.
5. Représenter graphiquement |¢q/(L1i0)| en fonction de 2 = sin 84 —sin 0; en précisant les points o s’annule
|tha/(Lpio)]-
6. Que vaut |Yq/(L1o)| dans la direction spéculaire et anti-spéculaire.
7. Pour une surface infinie, donner ’expression de 4. Conclure sur le phénomene de diffraction.

8. Que vaut la permittivité relative, €,, pour une surface parfaitement conductrice. Dans le cas ou la surface
est diélectrique, comment s’écrit le champ diffracté, 141, en fonction de 4.
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C.2 Cas ou la surface est rugueuse

Fia. C.2 — Cas ou la surface est rugueuse de valeur moyenne nulle.

1. Dans le cas ou la surface est rugueuse, z(y), et sous certaines hypothéses (non demandées), en vous inspirant
de la premiere partie, montrer que la norme du champ diffracté par la surface, 14, dans le direction 64
s
s’écrit

L2
Ya = in/ Wy avec ¢(y) = K [(sin 0y — sin0;)y + (cos O + cos 0;)z] . (C.2)
—L/2

2. Quelle est la variable aléatoire dans 14. Donner 'expression de la moyenne statistique de 14, notée (q).
La densité de probabilité des hauteurs z de la surface est notée p(z).

3. Calculer analytiquement (1)4) lorsque p(z) est gaussien :

1 2
exp —Z ) ot o est I'écart type des hauteurs de la surface. (C.3)
oV2w 202

p(z) =

On pourra utiliser la relation suivante :

+oo 52 _ o2o?
/700 Py exp <_ﬁ> exp(jaz)dz = exp (— 3 ) . (C.4)

4. Pour une surface peu rugueuse, simplifier | (1) /(Ltbi)|? et comparer 'expression avec celle de la question
4. de la premiere partie.

5. Pour une surface trés rugueuse, que vaut | (va) /(Lio)|*.



D Examen du M2R SEGE - 15
février 2006 - Durée 1HOO avec
document

Les deux problemes sont indépendants. Dans chacun des problemes, les questions sont en général
indépendantes.

D.1 Traitement anti-reflets

But : Déposer une couche mince sur un substrat afin d’annuler pour une longueur d’onde donnée le champ
réfléchi par une telle structure.

1. Cas d’une interface plane infinie

Soit une onde plane illuminant sous une incidence normale 6; = 0 une interface plane contenue
dans le plan (%X,y) d’aire infinie séparant deux milieux LHI, stationnaires et non-magnétiques. Le milieu
supérieur est assimilé au vide et le milieu inférieur est caractérisé par son indice de réfraction N supposé
réel.

On note respectivement ¥4 et 1§ les amplitudes® des champs réfléchi et transmis.

(a) Faire un schéma du probléme.

(b) Donner les expressions de v§ et 1§ en polarisation TE. L’amplitude du champ incident est notée

%o
2. Cas de deux interfaces planes infinies

Un moyen d’annuler le champ réfléchi est de déposer une couche mince, d’épaisseur e et d’indice
de réfraction n supposé réel, sur le milieu d’indice N.

(a) Faire un schéma du nouveau dispositif.

(b) Expliquer qualitativement & l’aide d’un schéma que ’amplitude du champ total réfléchi ¢" par une
telle structure peut s’écrire :

p=0o0
=" 4y, (D.1)
p=1

ol Y] est 'amplitude du champ réfléchi par U'interface supérieure (premiere réflexion).

(c) Montrer que :

Y1 1—n
1/)711' “1+n (D-2)
—j(wt—k-R)

LA noter que pour une onde plane, 1 = Yge ou o est amplitude.
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Montrer que :

Pt (14n)2 \n+ N
ou Ky est le nombre d’onde dans le vide. Dans la suite du probleme on supposera que pour p > 2,
1y, = 0. Par conséquent ¢" = ] + 93.

Montrer alors que :

wfg _ 4n (n - N) G2iKome _ Be2jK0ne7 (D.3)

2

‘Z— = A® + B® 4+ 2AB cos(2Kone). (D.4)

Trouver alors la relation entre ne et la longueur d’onde Ao de l'onde incidente pour que les deux
rayons interférent de maniére destructive.

Sous la condition énoncée ci-dessus, montrer alors que :

2

P" 2
o =(A-B)". (D.5)
En déduire la condition sur n pour avoir i—: = 0. On supposera que le rapport @7’;)2 ~ 1.

Dans le cas du verre N = 1.5. D’apres (h), calculer n, le rapport gy et conclure.

(1+

D.2 Surface rugueuse de statistique non gaussienne

Dans ce probleme, on se propose d’étudier le cas ou la densité de probabilité des pentes d’une surface rugueuse
est non Gaussienne. Dans ce cas, la densité de probabilité des pentes peut s’écrire :

1 ~2 a 3 a
= ~ X ) (142 —) D.6
p(7) o eXP( 202) ( Yoy 77 658 (D.6)
1. Dans quel cas p(’y) est gaussien
2. Calculer <’y3> avec f +°° ~)dy. On pourra utiliser les relations suivantes :
“+oo
2 2 _ T
/700 z” exp(—bz”)dx = e b>0, (D.7)
T exp(—ba?)de = YT b0 (D.8)
_oo @ exp(=ba")dr = o , .
+oo 15\/*
6 _
/_C><> 2% exp(—bz?)dz = 72 b>0, (D.9)

et introduire opérateur (f(y)), = fj:: F(Vpa(y)dy avec pa(y) = 27m exp (—%)

3. Comparer le résultat a celui obtenu dans le cas d’une densité de probabilité gaussienne. Conclure.



E Exam of the M2R SEGE -
Option Propagation, Diffraction &
EMC - 2 February 2007 - Duration
2HO00 with course

In the equations, the bold font denotes a vector (k = k) and k denotes a unitary vector (||k|| = 1). The
problems are independent.

The responses of the questions must be clear and the main results must be bordered.

E.1 Poynting vector in dielctric media with lossy

The power carried by a electric wave propagating in a non-magnetic dielectric medium with lossy (means
that the refractive index n € C), for which the electric field is defined as E = e’ 0" R% (TE polarisation), is
defined from the Poynting vector P as

P- %E/\H*, (E.1)

where H is the magnetic field and the symbol * is the conjugate. The refractive index n = n, + jn, with
(ni,n,) € RT. k¢ is the wave vector in the vaccum (Ko = ||ko|| € R).

1. From a Maxwell equation, calculate H versus (E, ko, n,w, to).

2. Show that P = %|E|2f<o with E = E - %, ko = ko/Ko. Zo is the wave impedance in the vaccum. For any
vectors (V1, Va2, V3) we have

Vi A (V2 N V3) = (V1 . V3)V2 — (Vl . VQ)V3. (E2)

3. We set ko = Koz and R = zz. Express P(z) versus z.
4. We set P =P -ko. Plot P(z)/P(0) versus z by introducing the skin depth é.
5. In P(z)/P(0), what is the physical signification of the exponential term ?

E.2 Kirchhoff approximation for a one-dimensional
surface

Purpose : under the Kirchhoff approximation in far zone, the diffracted field is calculated by a

A. one-dimensional plane surface,

B. one-dimensional rough surface.

XIII



Let us consider an incident plane wave of direction k;. kq is the direction of observation (see figure E.1). From
the Kirchhoff approximation, the diffracted field in the far zone has the following form

with

Gu= A [l (e = KOR(O) + i - (a+ 1) exp [ig(w)) (E:3)

g(r) = Ko (ki — kq) - 1. (E.4)

and A can be considered as a constant.

We have (see figure E.1)

S Ttk W =

Ko the wavenumber in the vaccum,

A = —yy + Z the normal to the surface, in which v (v(y) = dz/dy) is the slope of the surface,
r = yy + 2z a point of the surface,

R(6) the Fresnel reflection coefficient which depends of the choice of the polarisation.

0 the local incidence angle expressed by cosf = —ny - ki/+/1 + 2,

2L the length of the surface.

Fig. E.1 — Geometry used for the Kirchhoff approximation.

Give the validity domain of the Kirchhoff approximation.
Calculate the unitary vectors k; and kg.

Calculate the scalar product ny - (k; — kq) versus (0;,64,7)-
Calculate the scalar product 0, - (kg + k;) versus (0, 64,7).
From equation (E.4), calculate g(r) versus (0;,04,x,y, Ko).

Calculate cos @ versus (6;,7).

A. Case of a plane surface

Al.
A2.
A3.
Ad4.

What is the value of the slope v ?
Simplify equation (E.3) and cos6.
Calculate the integration over y. Give a physical interpretation of the final result.

For a perfectly conducting surface, give the value of R for the TE and TM polarisations. Simplify then the
scattered field 14 for these two polarisations.

B. Case of a rough surface

In what follows, we assume that the surface is perfectly conducting and we consider the TM polarisation.
Moreover, the probability density functions of the heights and of the slopes are assumed to be Gaussian with zero
mean values. They are expressed as



2
p:(2) = \/%U exp (— 222> PDF of the heights,

z

2

1
py(7) = m exp (—;7) PDF of the slopes.
¥ y

If the function f depends only on z, then the mean value of f is defined as

+oo
(F(2)) = / £(2) % pa()ds.

—o0

If now the function f depends on {z,7}, then the mean value of f is defined as
+oo —+oo
(f(z7) :/ / f(z,7) % p=(2)p (v)dzdy.

B1. In equations (E.5) and (E.6), give the signification of o, and o
B2. Simplify equation (E.3).

B3. Calculate the mean value of ¥4, (¥q).

B4. Give a physical interpretation of the different products in (14).

(E.8)






F Exam of the M2R SEGE -
Option Propagation, Diffraction &
EMC - 13 June 2007 - Duration
2HO00 with course

In the equations, the bold font denotes a vector (k = k) and k denotes a unitary vector (||k|| = 1). The
problems are independent.

The responses to the questions must be clear and the main results must be bordered.

F.1 Reflection coefficient from two infinite interfaces
separating homogeneous media

We consider an incident plane wave which illuminates two infinite plane interfaces ¥4 and ¥ p separating
homogeneous media {21, Q2, 23} of refractive indexes n1 (assumed to be the air), n2 and ns. The polarisation of
the incident plane wave is TE with an incidence angle §; = 0 (E = v'%). The Fresnel coefficients in reflection and
transmission from the medium ¢ = {1, 2, 3} to the medium j # i = {1, 2, 3} are denoted as r;; and t;;, respectively
(figure F.1).

&

Q, (=1

Q, (”3) / h

X

Y =

Q; (ny)

FiGa. F.1 — Description of the geometry.
1.A. From a figure, explain qualitatively that the magnitude of the reflected field " can be written as follows :
p=00
=3 v (F.1)
p=0
1.B. Give the expressions of ri2, r21, t12 and t2; and show that t12t21 =1 — T%Q.
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1.C.
1.D.

1.E.

1.F.

1.G.

1.H.

1.L

1.J.

Give the expression of the field g reflected by only the upper interface ¥ 4.

Give the expression of the field 9] for p = 1. It results from the transmission through the upper interface
3.4, the reflection from the lower interface ¥ 5, and then the transmission through 34 back into the incident
medium ;.

Show that the reflected field at the order p = 2 is
Yy = (7“217“23€j¢> Y1, (F.2)

where ¢ = 2Konoh, in which Ko is the wavenumber in the air (vaccum) and h the thickness of the
intermediate medium 2-.

Show that the reflected field at the order p > 1, is then
. p—1
1/); = (T21’r‘236]¢) w; (F3)

From equation (F.1), and the relations t12t21 =1 — r%z and re; = —7ri2, show that the total reflected field
is expressed as )

_ i T2+ rage’?
7 14 r1orsed®’
We recall for |z < 1 that > P=7° xPt = L

We assume now that the medium Q3 is perfectly conducting. Give the value of r23 and simplify equation
(F.4).

Moreover, we assume that the modulus of the refractive index n2 is of the order of ny (|n2| = |n1|). Give
the consequence on |ri2| and show that

W A [TIQ (1 _ ej2¢> _ ej¢] " (F.5)

(F.4)

We recall for ¢ — 0 that 1/(1+z) = 1 — z + 2? + O(z?). In the following, equation (F.5) will be used.
Now, the upper surface is assumed to be rough. A simple way to take into account this effect in the
calculation of the reflected field 9" is to replace ¢ = 2Kon2h by ¢ = 2Kona2(h + z), in which z is the
height of the upper surface ¥ 4. We assume that z is a Gaussian random variable with zero mean value of
probablity density function defined as

() = —exp (— 2
P oV2r P 202 )"

Calculate the mean value of ¥" denoted as ("). One could use the following relation

+oo 2 2 2
/_oo % exp (7%,2> exp(jaz)dz = exp (70420 ) . (F.6)

F.2 Diffraction from an infinite perfectly conducting

cylinder for TE polarisation

We consider an infinite perfectly conducting cylinder with respect to the direction x of radius a. The cross
section of the cylinder lies in the (dy, G.) plane (figure F.2).

We can show from the propagation equation in polar coordinates (r,8) that the diffracted field is given for
r > a by

n=-+oo
Ga(r,0) = > [AHD(Kr) + Bl ()| ™, (F.7)

n=—oo

where H" et H(? are the Hankel functions of first and second kind, respectively.

2.A. Give the reason why equation (F.7) becomes

n=+oo
Ga(r,0) = > A H (Kr)e™. (F.8)

n=-—oo



2.B.

2.C.

2.D.

FiG. F.2 — Description of the cylinder.

We consider an incident plane wave and the TE polarisation. The electric field is then
E= wﬁz _ ﬁzwioej}((ysin 0;—zcosb;) _ ﬁz1/1i06jKTSin(9i70) (F9)

with tanf = z/y and r = /y? + 22. In addition, we can show that

n=4oo
I Krsin(0;-0) _ Z O 5 (Kr). (F.10)
Show that .
Z A HP (Kr)e™ %= pour  r>a
Va(r,0) = { n=—oe : (F.11)
0 r<a
Hy’(Ka)
Show from the Maxwell equations and for the TE polarisation that
1 oY . oY . 1 10y . oy ..
_ W, — Wy )= L (Lo, 9% F.12
jwp (az s ayu ) jwu (r 89u or o ( )

In polar coordinates (7,0, z), rotV is defined as (V = V.0, + Vg + V;14)
10V, 8V9> . (8% 8Vm) 1 <a(rv9) avr> .
- ug + — — .

r 00 ox

ox or

(F.13)

rotV = ( ur r or 00

From equations (F.11) and (F.12), calculate the components (Hgq,9, Ha,r) of Hq. We recall with f,(z) =
Hy(ll)(z) that
g _ fnfl(z) - fn+1(z)
0z 2 '

(F.14)






G Examen du M2R SEGE - 14
février 2008 - Durée 1H15 avec
document

Le but du probleme est de calculer la fonction d’illumination S, égale au rapport de la surface illuminée sur la
surface totale, d’une surface rugueuse de densité de probabilité gaussienne et de quantifier son influence sous
incidences tres rasantes.

Les trois parties sont indépendantes.

G.1 Approximation de 'optique physique

2.A.

2.B.

2.C.
2.D.

2.E.
2.F.

2.G.

Rappeler le domaine de validité de I’approximation de I'optique physique et en donner une interprétation
géométrique.

Nous avons montré dans le cours que le champ diffracté en zone lointaine par une surface 1D rugueuse
sous ’hypothese de 'optique physique est donné par

Ko | 2 e ER 0; + 604\ 1+ cos(0; + 04)
2 TKr! 2 cosB; + cos Oy

+L . .
% / e]K[y(slnﬁi—sm 04)—z(cos 0 +cos 91)]dy, (Gl)
—L

va

ou

— K est le nombre d’onde dans le milieu de propagation,

— ;0 Pamplitude de ’onde incidente supposée plane,

— 7' la distance entre le recepteur et l'origine de la surface,
— 0; 'angle d’incidence,

— 05 l'angle d’observation,

— R le coefficient de réflexion de Fresnel,

z la hauteur de la surface d’abscisse ¥,

— 2L la longueur de la surface.

Faire un schéma en mentionnant clairement ', 6;, 05 et L.

On se place dans la direction spéculaire. Simplifier alors ’équation (G.1). On rappelle que 1+ cos(2x) =
2cos? .

Calculer I'intégration sur y en faisant apparaitre l'aire de la surface S.

Calculer la moyenne statistique m = [(¢3° >|2 en faisant apparaitre le parametre de Rayleigh R, =
Ko, cosf;. A quoi correspond physiquement cette moyenne 7

En déduire la quantité suivante :

/ oo\ |2
o 2 1T

(G.2)
ri—oo S|t
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2.H. Donner un nom a cete quantité et son unité.

2.1. Simplifer son expression pour §; = 7/2. Ce résultat est-il physique ?

G.2 Calcul de la fonction d’illumination

Lorsque 6; est proche de 7/2 (incidence rasante), le phénomene d’ombrage n’est plus négligeable. On montre
alors que la quantité précédente o, doit étre multipliée par la fonction d’illumination S(6;) définie par :

, 1 st —p<y<p=coth;
N(@Z,v)—{ 0 sinon

S(6:) _(N)) avec , (G.3)

~1+2(D(6:,7)) T7E iy > p=coth;

D(0s,7) = p
0 sinon

ol u = cot(f;) > 0 désigne la pente du faisceau incident et v la pente d’un point arbitraire de la surface. De plus,
(f()) (moyenne statistique ou espérance mathématique de la fonction f) est définie par :

+oo
() = / () % p(y)d,

—oo

o p(7y) est la densité de probabilité des pentes de la surface. Par la suite, elle sera supposée gaussienne :

1 ~2
=———exp|—s=|.
w0 = e (1)
2.A. Qualitativement (sans calculs), que vaut S(6;) lorsque 6; =0 et 6; = /27

2.B. Représenter graphiquement les fonctions N(6;,7) et D(6;,v) en fonction de v en faisant apparaitre claire-
ment u.

2.C. Montrer que les fonctions (N (0;,7)) et (D(6;,)) sont données en fonction de v = \/g par :
Ip

—v

(N, ) =erf(e)  (D(B:,7) = 5 [erf<v>—1+ - ﬁ], (G.4)

ol la fonction erf(x) est définie par
2 z =
erf(z) = — / e du et erf(0) = 0
NZN erf(c0) =1
Pour simplifier les calculs, on pourra utiliser le changement de variable z = \/g et la relation [ Oj f(x)dx =
Up X

f0°° f(x)dx — O:co f(z)dz.

G.3 Etude de S(6;) au voisinage de 7/2

2.A. En déduire S(6;) en fonction de v selon les équations (G.3) et (G.4).

2.B. Calculer la limite de v lorsque 6; — /2. Montrer alors que S(6;) ~ 2v lorsque ; est proche de 7/2. On
pourra utiliser erf(v) = %v + O(v®).

2.C. A laide de 1.1.9 en déduire I’expression de o,,, avec ombre lorsque 6; est proche de 7/2. Calculer sa limite
lorsque 0; — /2 et conclure.

2.D. Application numérique : KS = 1, {0, = 0.3,K0. = 27w} et 6; = {87,89,90} degrés et la surface est
considérée parfaitement conductrice. Calculer S(6;) et 0., avec ombre en dB.
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